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ОБ ОДНОМ ПОДХОДЕ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ИНДЕКСА
КАЧЕСТВА ПУБЛИКАЦИОННОЙ АКТИВНОСТИ

АВТОРОВ И ОРГАНИЗАЦИЙ

Е.В. Агапкин1, А.А. Печников2, А.М. Сухов1

1Самарский национальный исследовательский университет имени академика С.П. Королева,
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Аннотация

Современные библиографические базы данных содержат гигантское количество ин-
формации, поэтому иногда выделяют так называемое ядро, используемое для оценки
наиболее качественной составляющей массива публикаций. В таких случаях наукометри-
ческий показатель продуктивности автора, известный как индекс Хирша, можно вычис-
лять как по всей базе, так и по ее ядру. В настоящей работе введен показатель индекса
качества публикационной активности авторов и организаций как отношение индекса Хир-
ша по всей базе к индексу Хирша по ее ядру. В этом случае объектами для сравнения
могут быть как отдельные авторы, так и подразделения и вузы в целом, а также фиксация
роли авторов в организации с точки зрения их публикационной активности. На примере
Самарского национального университета проиллюстрировано применение такого подхода
и предложен ряд управленческих решений с целью повышения качества публикационной
активности вуза.

Ключевые слова: библиометрия, наукометрия, индекс Хирша, библиографическая
база, eLIBRARY

Введение

Повышение качества университетского образования в России – это задача, ко-
торая требует постоянного внимания. Качественное образование предполагает, что
занятия ведутся преподавателями-исследователями, которые специализируются в
соответствующей области знаний [1]. Во всем мире первоклассные научные тру-
ды являются отличительной чертой хорошего преподавателя, поэтому научно-
исследовательская работа является важной и неотъемлемой частью преподаватель-
ского труда.

Если для учебной нагрузки есть единые подходы как для оценки ее объёма,
так и качества, то для научно-исследовательской компоненты критерии оценки
достаточно размыты [2]. Хотя в индивидуальных планах преподавателей и есть
соответствующий раздел, он рассматривается скорее формально и никак не влияет
на уровень оплаты труда. Вместе с тем в российских вузах действует положение
об эффективном контракте, в котором оценивается вклад во все области универ-
ситетской жизни, включая и научно-исследовательскую работу [3].
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Рекомендательное письмо Минобрнауки РФ дает большой простор для разра-
ботки эффективных контрактов в вузах, «. . . исходя из тактических и стратегиче-
ских задач, а также текущей ситуации в образовательной организации» [4].

За последние десятилетия подходы к оценке научно-исследовательской работы
преподавателей вузов изменялись неоднократно [5]. Сначала учитывалось общее
количества цитат на публикации автора, потом основными показателями стали
индекс Хирша и импакт-фактор журнала, где напечатана статья. Изменялись пе-
речни журналов и наукометрические базы данных, по которым определяются пока-
затели, во многом использовались данные зарубежных баз Web of Science и Scopus,
однако с началом специальной военной операции зарубежные системы цитирова-
ния отказались от сотрудничества с Россией и закрыли доступ к своим данным [6].
В настоящее время произошел переход на российские аналоги, к которым относятся
РИНЦ и ядро РИНЦ [7].

В попытках разработать единый подход для оценки научных достижений в
выигрыше попеременно оказывались различные научные направления. При опоре
на иностранные библиографические системы преимущество было у естественно-
научных специальностей и частично технических [8]. При переходе на РИНЦ, как
представляется авторам статьи, такое преимущество получают юристы, экономи-
сты и гуманитарии. Данные, приводимые в настоящей статье, подтверждают этот
тезис.

В то же время хотелось бы иметь сбалансированный подход, который позволял
бы оценивать и сравнивать не только различные научные отрасли, но и междисци-
плинарные исследования, причем объектами для сравнения должны стать как от-
дельные научно-педагогические работники, так и вузы в целом и их подразделения.

В представленном исследовании сделана попытка разработки такого подхода с
использованием широко известного индекса Хирша [9], связывающего продуктив-
ность и цитируемость публикаций автора. В части сравнительного анализа публи-
каций по РИНЦ и его ядру предложенный метод уже применялся в работах [10, 11].

Особенность подхода заключается в определении в рамках одной библиографи-
ческой базы так называемого индекса качества публикационной активности авто-
ров и организаций как отношения индекса Хирша по всей базе к индексу Хирша по
ядру, представляющему собой наиболее качественную составляющую всего массива
изданий.

Непосредственным поводом для написания статьи послужил эффективный кон-
тракт Самарского национального исследовательского университета (СНИУ), где
наукометрические показатели измеряются по РИНЦ [12], поэтому апробация пред-
лагаемого подхода проведена по данным eLIBRARY для СНИУ.

Статья организована следующим образом. Во втором разделе описан подход
к определению качества публикационной активности авторов и организаций. Тре-
тий раздел содержит некоторые сведения о Научной электронной библиотеке [7] и
вычислении индекса качества публикаций для авторов и организаций по данным
eLibrary. В четвертом разделе приведены результаты апробации предлагаемого
подхода на примере СНИУ. Далее обсуждены полученные результаты, сформу-
лированы основные выводы и предложены управленческие решения с целью повы-
шения качества оценки публикационной активности вуза.

1. Описание подхода к определению качества публикационной
активности авторов и организаций

Цитируемость [13] и индекс Хирша [9] представляют собой давно известные
и часто используемые наукометрические показатели с очевидной связью меж-
ду ними.
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Индекс Хирша представляет собой максимальное число публикаций автора H ,
каждая из которых цитируется H или более раз. Формально он определяется сле-
дующим образом: H = max(i : Ci ≥ i) . В оригинальной работе Хирша обоснована
квадратичная зависимость между общим количеством цитирований K автора и
индексом Хирша H [9]. Работа [14] содержит описание трех моделей, интерпрети-
рующих индекс Хирша через параметры распределений цитирования.

Пусть публикации автора (или организации в целом, как все публикации ее
сотрудников) упорядочены в порядке убывания общего количества их цитируемо-
сти Ci . Индекс i в данном случае совпадает с порядковым номером публикации в
ранжированном списке. Полученную зависимость Ci(i) , как правило, описывают
обобщенным распределением Ципфа [15]. Точка Хирша H представляет собой пе-
ресечение кривой распределения Ципфа и прямой, описывающей число публикаций
(см. рис. 1).

Рис. 1. Нахождение индекса Хирша

Запишем математическое выражение, описывающее обобщенное распределение
Ципфа как

Ci = A1/i
a, (1)

где A1 – количество цитирований наиболее популярной публикации (i = 1), i – но-
мер публикации в ранжированном списке, α – показатель степенной зависимости.
Взяв десятичный логарифм от обеих частей уравнения (1), получим

logCi = logA1 − α log i, (2)

что позволяет вычислить значение α .
Выберем публикацию, которая цитируется один раз и имеет наибольшее зна-

чение V в ранжированном списке. Заметим, что для Ci = 1 выражение в левой
части уравнения равно 0, тогда α = logA1

log V .
Применив (1) к точке Хирша H , получим

H =
A1

Hα
, (3)

откуда следует
H1+α = A1. (4)

Для случаев, когда α ≈ 1 , имеем

H ≈
p
A1. (5)
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Пусть L – число уникальных статей автора, тогда, просуммировав (1) по i от
1 до L , получим соотношение

K = A1

LX
1

i−α. (6)

Таким образом, переменные K и A1 пропорциональны (A1 = γK) , что соответ-
ствует результату, приведенному в [14].

На практике при больших значениях L для приближенного вычисления K
можно использовать формулу

K =

Z L

1

A1

xα
dx. (7)

Коэффициент пропорциональности γ для больших значений L можно найти из
уравнения (7) как γ = 1

lnL .
В [14] приведено значение подобного коэффициента, найденное эмпирическим

путем. Величина lnL изменяется от 3 до 5, что соответствует количеству публи-
каций соответствующего автора в интервале от 20 до 150. Тогда для α ≈ 1 имеем
из (5)

H ≈
r

K

lnL
. (8)

Крупные библиографические базы, содержащие информацию о миллионах
научных публикаций, выделяют в своем составе так называемое «ядро», представ-
ляющее собой сформированное тем или иным способом множество авторитетных
журналов и других изданий. Например, в Web of Science это Web of Science Core
Collection [16], а в eLIBRARY.RU – так называемое «ядро РИНЦ» [7]. Очевидно,
что индекс Хирша по ядру всегда будет иметь меньшее значение, чем по всему
множеству изданий.

Для оценки качества публикационной активности авторов и организаций в рам-
ках одной библиографической базы мы предлагаем ввести индекс качества в виде
соотношения Hcore

Hall
, где Hall – индекс Хирша, вычисляемый по всем изданиям,

а Hcore – индекс Хирша, вычисляемый по ядру, для авторов и организаций соот-
ветственно. Обозначим индекс качества отдельного автора d , а индекс качества
организации D . Под организацией могут пониматься как вузы, институты и дру-
гие субъекты научной деятельности, так и их подразделения, в которых работает
определенное количество авторов.

Поскольку индексы Хирша Hall и Hcore вычисляются на основе ссылок, сделан-
ных из публикаций, входящих во все издания библиографической базы и только из
её ядра, содержательно индекс качества публикационной активности показывает
качество публикаций как их оценку в виде цитирования: чем ближе к единице
значение индекса качества, тем выше эта оценка.

Заметим, что применимость индекса качества ограничивается рядом условий.
Первое из них относится к количеству публикаций, и, как сказано ранее, их должно
быть не менее 20. В этом случае для вычисления авторского индекса качества d
может быть использована формула

d =
Hcore

Hall
, (9)

где значения Hall и Hcore берутся из базы или вычисляются по данным о цитиро-
вании публикаций автора.
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Второе условие, а именно, 150 публикаций в качестве верхней границы, вызы-
вает определенные сомнения в корректности подхода, используемого для вычисле-
ния индекса Хирша для организаций. Например, в eLIBRARY.RU, кроме индек-
са Хирша, введен i -index (индекс Хирша для организаций): научная организация
имеет индекс i , если не менее i ученых из этой организации имеют индекс Хир-
ша не менее i [7]. Для сохранения единого подхода к сравнению оценок автора и
организации, в которой он работает, мы применим формулу для организаций

D =
Hcore

Hall
, (10)

где Hall и Hcore вычисляются по формуле (8), а значения K и L берутся из соот-
ветствующей библиографической базы. Очевидно, что в этом случае мы принимаем
допущение о том, что для организаций показатель α ≈ 1 .

Такой подход позволяет сравнивать по индексу качества публикационной ак-
тивности как авторов-исследователей, так и организации между собой, а также
определять «местоположение» автора в его организации.

Отметим также, что наш подход оценивает долю ссылок из ядра РИНЦ в об-
щем количестве цитирований. Подставив в уравнение (9) выражение для индекса
Хирша из (8) и возведя обе части полученного уравнения в квадрат, получим

d2 =
Kcore

Kall
, (11)

т. е. квадрат индекса качества показывает отношение числа ссылок из ядра РИНЦ
к их общему количеству.

Значения каждого из индексов, приведенных выше, можно найти двумя спосо-
бами. Первый способ использует количество ссылок из профиля автора или органи-
зации, а второй способ опирается на значения индекса Хирша. Можно использовать
и комбинированный подход, когда индекс качества для организации D рассчиты-
вается по количеству цитирований, а индивидуальный индекс – на основе индекса
Хирша.

2. Некоторые сведения о eLIBRARY.RU и вычислении индекса
качества публикаций для авторов и организаций

Научная электронная библиотека eLIBRARY.RU представляет собой крупней-
шую в России электронную библиотеку научных публикаций, содержащую рефе-
раты и полные тексты более 38 миллионов научных публикаций и патентов [7].

В свою очередь, eLIBRARY.RU интегрирована с Российским индексом научно-
го цитирования (РИНЦ), аккумулирующим более 12 миллионов публикаций рос-
сийских ученых и обладающим общедоступным инструментом измерения публи-
кационной активности. В РИНЦ включаются любые публикации, которые были
представлены российскими издателями. Отбор публикаций по качеству содержа-
ния при пополнении данной системы цитирования не проводится.

Также на базе eLIBRARY.RU поддерживается проект Russian Science Citation
Index (RSCI), первоначально ставивший своей целью «. . . размещение 1000 лучших
российских журналов из РИНЦ на платформе Web of Science в виде отдельной базы
данных Russian Science Citation Index» [17].

Ядро РИНЦ включает все статьи авторов с российскими аффилиациями, опуб-
ликованные в журналах, индексируемых в базах данных Web of Science Core
Collection, Scopus или RSCI.
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Определим переменные, необходимые для дальнейшего изложения, значения
которых могут быть получены с помощью сервисов eLIBRARY.RU [7].

На рис. 2 в качестве примера показан фрагмент изображения экрана в системе
eLibrary с данными по анализу публикационной активности для СНИУ. Введем
следующие обозначения для используемых далее переменных (на рис. 2 отмечены
подчеркиваниями):

• Lорг
РИНЦ – число публикаций организации в РИНЦ;

• Lорг
ядро – число публикаций организации, входящих в ядро РИНЦ;

• Kорг
РИНЦ – число цитирований публикаций организации в РИНЦ;

• Kорг
ядро – число цитирований публикаций организации, входящих в ядро

РИНЦ;

• Hорг
РИНЦ – индекс Хирша для организации по публикациям РИНЦ в целом;

• Hорг
ядро – индекс Хирша для организации по ядру РИНЦ.

По данным о числе публикаций и цитирований из eLibrary по формуле (8) вы-
числим значения Hорг

РИНЦ и Hорг
ядро , а затем по формуле (10) найдем индекс D для

организации.

Рис. 2. Анализ публикационной активности СНИУ (на 23.07.2024)
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На рис. 3 показан фрагмент изображения экрана в системе eLibrary с данными
по анализу публикационной активности автора (на примере одного из соавторов
статьи).

Следующая группа переменных характеризует публикационную активность от-
дельного автора:

• GРИНЦ – число публикаций в РИНЦ;

• Kавт
РИНЦ – число цитирований из публикаций в РИНЦ;

• Kавт
ядро – число цитирований из публикаций, входящих в ядро РИНЦ;

• Hавт
РИНЦ – индекс Хирша по публикациям в РИНЦ;

• Hавт
ядро – индекс Хирша по ядру РИНЦ.

Рис. 3. Анализ публикационной активности автора (на 23.07.2024)

Отметим, что показатели цитирования приведены в eLibrary с учетом самоци-
тирования авторов.

Для автора индекс d вычислим по приведенной ранее формуле (10) с соответ-
ствующей заменой индексов Хирша, т. е.

D =
Hавт

ядро

Hавт
РИНЦ

. (12)



462 Е.В. АГАПКИН и др.

3. Анализ публикационной активности на примере Самарского
национального исследовательского университета

В качестве организации, представляющей собой объект для анализа, был вы-
бран Самарский национальный исследовательский университет (СНИУ). Согласно
данным eLIBRARY.RU, публикационная активность СНИУ может быть охаракте-
ризована следующими параметрами (на конец июля 2024 года):

• Lорг
РИНЦ = 72884 ;

• Lорг
ядро = 17906 ;

• Kорг
РИНЦ = 297708 ;

• Kорг
ядро = 129823 ;

• Hорг
РИНЦ = 133 ;

• Hорг
ядро = 91 .

Отсюда по формулам (8) и (10) вычислим индекс качества публикационной
активности СНИУ D ≈ 0.684 . Альтернативный способ подсчета на основании
количества ссылок дает значение D = 0.660 . Разница в значениях достаточно
небольшая и не превышает 7% . Объясняется такая разница областями приме-
нения уравнения (8). С ростом размера исследуемого университета и количества
его публикаций и цитирования разница между значениями индекса качества публи-
кационной активности, рассчитанного разными способами, будет возрастать. Если
принять, что квадрат индекса качества публикационной активности показывает
отношение общего количества ссылок в РИНЦ к количеству ссылок из его ядра,
то этот способ определения индекса предпочтительнее и для индивидуального ис-
следователя, и для университета в целом. Тем не менее в настоящее время принят
способ оценки достижений исследователя на основе индекса Хирша. Наша модель
позволяет объединить эти два подхода и дополнительно оценить качественную сто-
рону публикационной активности.

Далее сравним с показателем D , рассчитанным первым способом, индивидуаль-
ные показатели преподавателей и научных сотрудников СНИУ, собранные из их
профилей в eLibrary. Для этого были отобраны данные для 150 авторов, работаю-
щих в каждом из семи институтов СНИУ, имеющих наивысший индекс Хирша
Hавт

РИНЦ . В качестве наглядного примера в табл. 1 приведены данные о первых 20
из 150 авторов сводной таблицы.

В колонке «AuthorID» приведены уникальные персональные идентификаторы
авторов в РИНЦ, в колонке «Институт» – институт СНИУ, в котором работает
автор, а наименования остальных колонок были определены в предыдущем разде-
ле. Строки в таблице упорядочены по убыванию значений Hавт

РИНЦ . Если значение
Hавт

ядро равно нулю, то индексу d для удобства присваивается значение 1000.
Индекс качества публикаций d позволяет разделить всех преподавателей

в табл. 1 на две группы в сравнении с референсным значением D для СНИУ.
К первой можно отнести тех, у кого показатель качества d близок к D для СНИУ
(в таблице текст соответствующих строк написан обычным шрифтом). Ко второй
группе принадлежат те, у кого этот показатель значительно ниже (строки выделе-
ны полужирным шрифтом). Обращает внимание то, что значения d у этих двух
групп различаются очень сильно, а к промежуточным значениям можно отнести
лишь два случая (строки № 8 и № 13 выделены курсивом).
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Табл. 1
Индивидуальные показатели преподавателей СНИУ

№ AuthorID Институт GРИНЦ Kавт
РИНЦ Hавт

РИНЦ Kавт
ядро Hавт

ядро d

1 231299 Институт экономики
и управления

497 3482 38 59 3 0,079

2 250933 Юридический
институт

293 5738 37 137 1 0,027

3 622695 Институт информатики
и кибернетики

260 3581 33 3144 31 0,939

4 647784 Социально-гумани-
тарный институт

276 3200 33 184 4 0,121

5 456275 Институт экономики
и управления

289 2640 30 58 2 0,133

6 528748 Институт экономики
и управления

178 1878 30 24 0 0

7 44776 Естественнонаучный
институт

620 6415 28 6105 27 0,964

8 683888 Институт экономики
и управления

128 1998 27 88 5 0,185

9 252634 Естественнонаучный
институт

634 4921 26 3064 19 0,731

10 27638 Естественнонаучный
институт

232 2368 25 2135 24 0,96

11 271296 Юридический
институт

235 2651 24 94 1 0,042

12 2921 Естественнонаучный
институт

189 2192 24 1770 20 0,833

13 100073 Институт
авиационной и ракетно-
космической техники

294 1966 24 166 5 0,208

14 158894 Институт двигателей
и энергетических
установок

176 1677 23 1223 19 0,825

15 45596 Естественнонаучный
институт

468 3007 22 2880 21 0,955

16 4346 Институт авиационной
и ракетно-космической
техники

193 1973 22 1568 19 0,864

17 7773 Институт информатики
и кибернетики

162 1950 22 1702 21 0,955

18 20225 Естественнонаучный
институт

183 1533 22 1465 22 1,00

19 73518 Социально-гумани-
тарный институт

223 1889 21 149 2 0,095

20 343615 Юридический
институт

150 1856 21 61 2 0,095

При этом в первую группу входят авторы, работающие в институтах
естественно-научной и прикладной технической направленности, а во вторую груп-
пу (за одним исключением) – авторы из институтов гуманитарного и экономическо-
го профилей. В табл. 1 приведены данные только первых 20 научно-педагогических
работников, но они наглядно демонстрируют применение предложенного подхода.

Однако приведенных данных недостаточно для сравнения подразделений уни-
верситета. Чтобы провести сравнение образовательных подразделений СНИУ, бы-
ли проанализированы данные первых 150 преподавателей с учетом их принадлеж-
ности к подразделениям по основному месту работы. В результате были собраны
данные с индивидуальными показателями преподавателей-лидеров для всех ин-
ститутов, входящих в состав СНИУ, на основе которых был составлен рейтинг
институтов.

Пользователю eLIBRARY не обязательно указывать институт, где он работает,
поэтому в нашем случае принадлежность преподавателя к институту определялась
по персональной страничке на сайте СНИУ.

Так как число преподавателей институтов достаточно сильно варьирует-
ся, усреднение показателей было выполнено по следующей схеме: из 150
преподавателей-лидеров для всех институтов нами были выбраны по 10 лучших
представителей каждого института. Эти представители были ранжированы в по-
рядке убывания индекса Хирша по ядру РИНЦ H i

ядро , здесь i – порядковый номер
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преподавателя в списке 10 лучших по институту. В качестве численных характе-
ристик были выбраны индекс Хирша для пятого преподавателя в ранжированном
списке института H5

ядро и межквартильная широта ∆H = H3
ядро−H8

ядро для этого
списка. Результаты проделанной работы приведены в табл. 2.

Табл. 2
Характеристики публикационной активности институтов СНИУ

Усредненные значения
№ Подразделение (институт)

H5
ядро ∆H

1 Юридический институт 1 0
2 Институт экономики и управления 3 2
3 Социально-гуманитарный институт 4 0
4 Институт двигателей и энергетических

установок
10 4

5 Институт авиационной
и ракетно-космической техники

12 4

6 Институт информатики и кибернетики 14 2
7 Естественнонаучный институт 21 6

Как и в случае индивидуальных авторов, разрыв по H5
ядро между группами

естественно-научной и прикладной технической направленности и институтов гу-
манитарного и экономического профилей совершенно очевиден.

Приведенные оценки по публикационной активности индивидуальных авторов
и институтов СНИУ показывают два важных момента:

– индекс качества публикационной активности d никак не коррелирует со зна-
чениями индекса Хирша по РИНЦ;

– оценки качества публикационной активности как индивидуальных авторов,
так и институтов существенно зависят от сферы научных исследований.

Поэтому оценки результативности научной деятельности, основанные только на
индексе Хирша по РИНЦ, существенно искажают реальную картину. Например,
результаты расчета индивидуальных показателей преподавателей СНИУ, рассчи-
танных не по РИНЦ в целом, а по ядру РИНЦ, в отличие от табл. 1, дают следую-
щие результаты (не приводя dc , таблицу назовем «новый список»):

1) только 7 авторов из табл. 1 вошли в «новый список»,
2) все 20 авторов «нового списка» имеют значение ниже референсного значе-

ния D , т. е. новый метод оценки приводит к радикальной смене лидеров.

4. Выводы и заключение

В статье рассмотрен вопрос о новом подходе к оценке публикационной активно-
сти российских ученых из числа научно-педагогического персонала вузов России.
В российских вузах действует положение об эффективном контракте, нацеленном
на стимулирование работников, что позволяет вузу и преподавателям совместно
стремиться к решению задач, стоящих перед вузом, и научно-исследовательская
работа является одной из важных областей университетской жизни. Поэтому
должна быть выстроена четкая система, подтверждающая объективность, точ-
ность и качество этой работы.

В настоящее время нет единого подхода к ее оценке, за последние десятиле-
тия способы оценки изменялись неоднократно. Ситуация усложнилась и в связи
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с тем, что зарубежные библиографические базы данных стали во многом недо-
ступны. Поэтому предложен подход, основанный на данных российской системы
РИНЦ, для чего введен специальный показатель, названный индексом качества
публикационной активности, который для индивидуального исследователя равен
отношению индекса Хирша по РИНЦ в целом к индексу Хирша, рассчитанному
по ядру РИНЦ. Для организации, каковыми могут являться кафедра, факультет,
институт или вуз в целом, предложен метод для вычисления аналога такого по-
казателя, как и для индивидуального автора. Такой подход позволяет сравнивать
как авторов-исследователей, так и организации между собой, а также определять
«местоположение» автора в его организации.

Апробация предложенного подхода, выполненная на примере СНИУ, показа-
ла несколько важных результатов, которые, по-видимому, носят более общий ха-
рактер:

1) оценка достижений преподавателей с использованием индекса Хирша по
РИНЦ в целом существенно отличается от оценки по индексу качества публика-
ционной активности;

2) оценки качества публикационной активности как индивидуальных авторов,
так и организаций существенно зависят от сферы научных исследований.

В конкретном случае для СНИУ оценки естественно-научного и прикладного
технического направлений существенно выше, чем оценки для гуманитарного и
экономического профилей. Вполне возможно, что это связано со спецификой фор-
мирования научных направлений в вузе в целом, и для вуза, имеющего в основном
гуманитарную направленность, эта картина будет ровно обратной.

При этом возможен аргумент о том, что доля журналов гуманитарного про-
филя, входящих в ядро РИНЦ, гораздо ниже, чем доля журналов технического
профиля, и он заслуживает дополнительного изучения. Это не совсем так: до-
статочно общий анализ по тематикам РИНЦ показал, что из 4481 журнала по
экономике 1572 (35%) входят в ядро РИНЦ, в то время как для автоматики и вы-
числительной техники эти числа равны 1503/716/48 %. Проще говоря, журналов
по экономике в ядре РИНЦ достаточно.

Более общий вывод заключается в том, что такой результат следует учитывать
при заключении эффективных контрактов с преподавателями. Использование в
качестве индикатора индекса Хирша по РИНЦ в целом, по-видимому, нацеливает
на увеличение общего количества публикаций вуза, в то время как предложенный
в работе индекс качества публикационной активности ведет именно к росту их
качества. И здесь приоритеты должен определять и устанавливать вуз.

Что касается в эффективного контракта СНИУ, в котором оценка публикацион-
ной активности производится по наукометрическим показателям РИНЦ в целом,
то такой подход представляется ошибочным. Апробация предложенного авторами
подхода для СНИУ очевидным образом показывает, что в эффективных контрак-
тах необходим учет данных по ядру РИНЦ. Проведённый анализ показал отсут-
ствие у многих преподавателей высококачественных публикаций, что не может не
сказаться в дальнейшем на показателях вуза. По-видимому, в вузе следует обсудить
введение порогового значения Хирша по ядру РИНЦ в качестве квалификационно-
го критерия при прохождении конкурсных процедур, присвоении ученых званий,
участия в диссертационных советах и оппонирования диссертаций.

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
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Abstract

Current bibliographic databases incorporate vast volumes of information, thus necessitating
the identification of a “core” subset to evaluate the highest-quality research outputs. The Hirsch
index, an objective bibliometric indicator utilized in gauging an author’s performance and
impact, can be calculated for both the entire database or its core content. This study
introduces a novel quality index for measuring the publishing activity of individual authors and
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institutions, which is defined as the ratio between the Hirsch index values for the entire database
and its core. The approach enables multiple comparisons: between authors, departments,
universities, and even the roles of specific authors within institutions in terms of their publishing
activity. Its application was demonstrated through a case study of Samara National Research
University. Based on the results obtained, strategic recommendations to improve the quality
of the university’s publishing activity were outlined.

Keywords: bibliometrics, scientometrics, Hirsch index, bibliographic database, eLIB-
RARY
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Figure Captions

Fig. 1. Calculation of the Hirsch index.
Fig. 2. Analysis of the publishing activity of Samara National Research University (as of

July 23, 2024).
Fig. 3. Analysis of the author’s publishing activity (as of July 23, 2024).
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Аннотация

Исследована модель недетерминированных упорядоченных ветвящихся диаграмм
решений (NOBDD). Дан метод доказательства нижней оценки сложности квантовой
NOBDD. Представлены функция, имеющая линейную сложность в квантовой NOBDD
и константную сложность в классической NOBDD, а также функция, имеющая одинако-
вую сложность в квантовой и классической моделях. Описано соотношение сложностных
классов, определенных для модели OBDD.

Ключевые слова: ветвящаяся программа, упорядоченная ветвящаяся диаграмма ре-
шений, OBDD, сложность, квантовый алгоритм, недетерминизм, иерархия классов слож-
ности

Введение

Изучение вычислительных возможностей квантовых моделей в сравнении с их
классическими аналогами является актуальным направлением современных иссле-
дований. Ветвящиеся программы (BP – Branching Programs) – это известная модель
для вычисления булевых функций, имеющая множество приложений в различных
областях: в верификации моделей и программ, в базах данных и т. д. [1, c. 5–11].
Упорядоченные ветвящиеся диаграммы решений (OBDD – Ordered Binary Decision
Diagrams) – это частный случай модели BP, когда переменные считываются не бо-
лее одного раза в одном и том же порядке. Естественной мерой сложности для этой
модели является ширина. OBDD фиксированной ширины с одинаковыми преобра-
зованиями на каждом шаге (стабильные OBDD) можно рассматривать как конеч-
ные автоматы, обрабатывающие слова фиксированной длины. Различные вариан-
ты OBDD (детерминированные, недетерминированные, вероятностные, квантовые)
исследованы в ряде работ [2–6]: показано, что вероятностные OBDD могут быть
экспоненциально более эффективными, чем детерминированные и недетермини-
рованные [4], а квантовые OBDD – экспоненциально более эффективными, чем
детерминированные и стабильные вероятностные, и что данная оценка точна [5].
Квантовый и классический недетерминизмы для моделей OBDD рассмотрены в
работе [6], где показано превосходство квантового недетерминизма над классиче-
ским. В частности, представлена функция, вычислимая недетерминированными
квантовыми OBDD (NQOBDD) константной ширины, в то время как классические
недетерминированные OBDD (NOBDD) для этой функции имеют неконстантную
ширину.

470



КВАНТОВЫЕ И КЛАССИЧЕСКИЕ НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫЕ. . . 471

В настоящей работе исследованы NQOBDD линейной и сублинейной ширины.
Представлен метод доказательства нижней оценки ширины NQOBDD для про-
извольной булевой функции. Рассмотрена булева функция EXACTkn , зависящая от
параметра k и принимающая значение 1 на наборах, в которых число единиц рав-
но k . Показано, что такая функция требует ширины не менее max(k+1, n− k+1)
при вычислении на недетерминированных квантовых OBDD и ширины не менее
min(k + 1, n − k + 1) + 1 при вычислении на классических недетерминирован-
ных OBDD. Доказано, что обе нижние оценки точны. При значении параметра
k = n ширина NQOBDD для этой функции линейна, в то время как классическая
NOBDD имеет ширину 2. Отрицание функции EXACTkn , напротив, вычислимо кван-
товой NOBDD ширины 2 для любого значения k , в то время как классическая
NOBDD, вычисляющая эту функцию, имеет неконстантную ширину. Рассмотрена
также булева функция MOD

p
n , принимающая значение 1 на наборах с числом единиц,

кратным p , для которой недетерминированная и квантовая недетерминированная
OBDD имеют одинаковую сложность. На основе доказанных утверждений найдено
соотношение классов сложности, определённых для моделей недетерминированных
и квантовых недетерминированных OBDD.

Предварительная версия части результатов, изложенных в настоящей работе,
была представлена в материалах конференции [7]. Здесь мы уточняем некоторые
результаты, в частности, доказательство верхней и нижней оценок сложности клас-
сической NOBDD для функции EXACTkn .

Статья организована следующим образом. В разделе 1 представлены определе-
ния моделей. Раздел 2 содержит вспомогательные сведения, используемые в дока-
зательствах. Раздел 3 посвящен методу доказательства нижней оценки сложности
NQOBDD для произвольной булевой функции. В разделе 4 исследована сложность
вычисления функции EXACTkn , а также её отрицания в квантовых и классических
недетерминированных OBDD. Доказаны верхние и нижние оценки сложности для
обеих моделей. В разделе 5 рассмотрены функция MOD

p
n и сложность её вычисления

в недетерминированных и квантовых недетерминированных OBDD. В разделе 6
приведен результат о соотношении классов сложности, основанных на квантовых
и классических недетерминированных OBDD.

1. Определения моделей
Приведем краткие определения моделей ветвящихся программ и OBDD (для

более полной информации см., например, [8]). Мы используем верхний индекс для
нумерации векторов и наборов, а нижний индекс – для нумерации элементов век-
торов и наборов.

Детерминированная ветвящаяся программа (BP – Branching Program) над мно-
жеством переменных X = {x1, . . . , xn} – это ориентированный ациклический граф
с финальными вершинами, помеченными 0 и 1 (назовём их отвергающими и
принимающими вершинами соответственно). Внутренние вершины помечены пе-
ременными из множества X и имеют по два исходящих ребра, помеченных 0 и 1
соответственно. Входной набор σ ∈ {0, 1}n индуцирует вычислительный путь из
выделенной начальной вершины в финальную. BP представляет булеву функцию
f : {0, 1}n → {0, 1} , если для любого σ ∈ {0, 1}n значение достигнутой финальной
вершины совпадает со значением f(σ) .

Сложность Size(P ) ветвящейся программы P – это количество её внутренних
вершин. Длина Length(P ) ветвящейся программы P – это максимальная длина
пути из начальной вершины в конечную. Длина BP очевидным образом оценивает
время, требуемое для вычисления функции f в худшем случае. Сложность BP
оценивает память, затрачиваемую в процессе вычисления.
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Ветвящаяся программа называется один раз читающей, если на любом пути из
начальной вершины в финальную каждая переменная считывается не более одного
раза. Ветвящаяся программа называется уровневой, если её вершины могут быть
разбиты на уровни 0, 1, . . . таким образом, что для каждого i рёбра, исходящие
из вершин уровня i , ведут только в вершины уровня (i + 1) . Уровневая BP P
называется забывающей, если во всех вершинах одного уровня P тестируется одна
и та же переменная. Ширина Width(P ) уровневой BP P – это максимальное число
вершин на уровне. Очевидно, что Size(P ) ≤ Length(P )Width(P ) .

OBDD (Ordered Binary Decision Diagram) – это уровневая забывающая и один
раз читающая ветвящаяся программа.

Так как длина OBDD не превосходит n , естественной мерой сложности для
неё является ширина. Модель OBDD константной ширины с естественным поряд-
ком считывания переменных и одинаковыми преобразованиями на каждом уровне
эквивалентна модели конечных автоматов [9].

Недетерминированная OBDD (NOBDD) допускает переходы из вершины те-
кущего уровня в более чем одну вершину последующего уровня при считывании
одной и той же переменной. В этом случае для входного набора σ может существо-
вать несколько вычислительных путей. NOBDD P принимает входной набор σ , ес-
ли существует вычислительный путь, соответствующий данному набору, который
завершается в принимающей вершине. В противном случае P отвергает набор σ .

Для определения квантовой OBDD нам понадобятся некоторые сведения из
теории квантовых вычислений (для большей информации см., например, [10]).

Квантовая система (QS ) с d устойчивыми состояниями (использующая log d
квантовых битов) может быть описана при помощи d -мерного комплекснозначно-
го гильбертова пространства Hd . Чистое состояние QS – это элемент простран-
ства Hd , вектор-столбец |ψ⟩ = (z0, . . . , zd−1) с единичной нормой (унитарный век-
тор): || |ψ⟩ || =

p
⟨ψ|ψ⟩ = 1 (⟨ψ| – сопряженная к |ψ⟩ вектор-строка).

Комплексное число zi (i = 0, . . . , d − 1) называется амплитудой устойчивого
состояния |i⟩ , где |i⟩ обозначает унитарный вектор со значением 1 в позиции i
(нумерация элементов вектора осуществляется с 0).

Унитарная эволюция – это изменение состояния квантовой системы за опреде-
лённый период времени, она описывается d -мерной унитарной матрицей U .

Матрица U называется унитарной, если выполняется UU† = I , где U† – транс-
понированная комплексносопряжённая к U матрица, I – единичная матрица.

Квантовое измерение – это процедура извлечения классической информации из
квантового состояния. Ортогональное измерение QS описывается системой опера-
торов O = {P1, . . . , Pt} , действующих в Hd и таких, что Pi = P †

i , P 2
i = Pi ,

PiPj = 0 ,
Pt
i=1 Pi = I (i, j = 1, . . . , t , i ̸= j , t ≤ d). Если |ψ⟩ – состояние QS

до измерения, то результатом измерения является одно из значений из множества
{1, . . . , t} . При этом

a) pk = ||Pk|ψ⟩||2 – вероятность того, что исходом измерения является значе-
ние k ;

b) |ψ′⟩ = Pk|ψ⟩
||Pk|ψ⟩|| – состояние квантовой системы после измерения, результатом

которого является значение k .

Квантовая OBDD Q ширины d и длины l ((d, l)–QOBDD) определяется как

Q =
(
|ψ0⟩, R,Ofinal

�
,

где |ψ0⟩ – начальная суперпозиция; R – последовательность (длины l ) инструк-
ций, содержащих d -мерные унитарные преобразования квантовой системы QS
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с d устойчивыми состояниями, определенная следующим образом:

R = {⟨ji, Ui(0), Ui(1)⟩}li=1,

где Ui(0) и Ui(1) – унитарные (d×d)-матрицы, описывающие преобразования, при-
меняемые на i-ом шаге; Ofinal = {Paccept, Preject} – система операторов, задающих
финальное измерение с исходами accept и reject соответственно.

QOBDD Q обрабатывает вход σ = σ1 . . . σn ∈ {0, 1}n , начиная работу в суперпо-
зиции |ψ0⟩ . Пусть после текущего шага Q находится в состоянии |ψ⟩ . Тогда на сле-
дующем, i -ом шаге работы (i = 1, . . . , n) Q считывает очередной символ σji вход-
ного слова σ ∈ Σn , определяемый последовательностью R инструкций программы,
и преобразует текущую суперпозицию |ψ⟩ в суперпозицию |ψ′⟩ = Ui(σji)|ψ⟩ . По-
сле считывания входного набора производится измерение финальной суперпозиции
|ψfinal⟩ = Un(σin) · · ·U1(σi1)|ψ0⟩ . Если исход измерения accept , вход принимает-
ся, в противном случае – отвергается. Вероятность принятия слова σ определяет-
ся как

PrQaccept(σ) = ||Paccept|ψfinal⟩||2.

Q недетерминированно вычисляет функцию f , если Q принимает вход σ с
вероятностью больше 0 тогда и только тогда, когда f(σ) = 1 . Такую OBDD будем
называть недетерминированной квантовой OBDD (NQOBDD).

Q вычисляет функцию f без ошибки, если Q принимает с вероятностью 1 вхо-
ды σ , для которых f(σ) = 1 , и принимает с вероятностью 0 входы σ , для которых
f(σ) = 0 .

2. Сведения из линейной алгебры

Ниже приведены необходимые сведения из линейной алгебры (см., напри-
мер, [11]).

Пусть V – векторное пространство над полем комплексных чисел с нормой
|| · ||2 . Через 0 обозначим нулевой элемент V . Система векторов ψ1, ψ2, . . . , ψd ∈ V
называется линейно зависимой, если существуют такие числа α1, α2, . . . , αd ∈ C ,
одновременно не равные нулю, что α1ψ1 + · · · + αdψd = 0 . Если это равенство
выполняется только при α1 = α2 = · · · = αd = 0 , то система векторов называется
линейно независимой.

Два вектора ψ1 и ψ2 линейно зависимы тогда и только тогда, когда ψ1 = αψ2

или ψ2 = βψ1 при некоторых α , β , т. е. когда векторы ψ1 и ψ2 коллинеарны.

Лемма 1. Пусть ψ1, ψ2, . . . , ψd ∈ V – линейно независимая система век-
торов, U – унитарное преобразование в пространстве V . Тогда векторы
Uψ1, Uψ2, . . . , Uψd линейно независимы.

Доказательство. Унитарное преобразование является взаимнооднозначным,
его можно рассматривать как переход к другому базису. Взаимнооднозначное ли-
нейное преобразование сохраняет свойство линейной независимости преобразуемых
векторов.

Свойства нормы:

a) ||ψ|| = 0 ⇒ ψ = 0 ;

b) ∀ψ, ϕ ∈ V ||ψ + ϕ|| ≤ ||ψ||+ ||ϕ|| (неравенство треугольника);

c) ∀α ∈ C, ∀ψ ∈ V ||αψ|| = |α| · ||ψ|| .
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Лемма 2. Пусть векторы ψ1, . . . , ψm, ψ ∈ V , ψ1, . . . , ψm – линейно независи-
мы. Пусть U – такое линейное преобразование пространства V , что

||Uψi|| = 0, i = 1, . . . ,m, ||Uψ|| ≠ 0.

Тогда система векторов {ψ1, . . . , ψm, ψ} линейно независима.

Доказательство. Докажем утверждение от противного. Предположим,
что вектор ψ линейно зависим с системой ψ1, . . . , ψm . Тогда существуют
α1, α2, . . . , αm ∈ C , одновременно не равные нулю и такие, что ψ = α1ψ1 + · · · +
αmψm .

В силу линейности имеем Uψ = U(α1ψ1+ · · ·+αmψm) = α1Uψ1+ · · ·+αmUψm .
По свойству нормы ||Uψ|| ≤ |α1|||Uψ1|| + · · · + |αm|||Uψm|| . По условию леммы
||Uψ1|| = · · · = ||Uψm|| = 0 . Значит, ||Uψ|| = 0 . Получили противоречие.

3. Нижняя оценка ширины недетерминированной QOBDD

Пусть f : {0, 1}n → {0, 1} – произвольная булева функция, π = (i1, . . . , in) –
произвольная перестановка индексов {1, . . . , n} . Для X = {x1, . . . , xn} и целого k
(0 < k < n) обозначим Xπ

k = {xi1 , . . . , xik} . Набор значений σ ∈ {0, 1}k , сопостав-
ленный переменным из множества Xπ

k , определяет подфункцию fσπ,k : {0, 1}n−k →
{0, 1} .

Множество пар Sπk = {(σ, γ) : σ ∈ {0, 1}k, γ ∈ {0, 1}n−k} назовем строгим 1-
полным множеством (strong 1-fooling set) для функции f , если выполняются сле-
дующие условия:

a) fσπ,k(γ) = 1 для любой пары (σ, γ) ∈ Sπk ,
b) для любых пар (σ, γ), (σ′, γ′) ∈ Sπk выполняется fσπ,k(γ

′) = 0 и fσ
′

π,k(γ) = 0 .

Для двух наборов σ, σ′ ∈ {0, 1}k будем говорить, что набор γ ∈ {0, 1}n−k отличает
набор σ от набора σ′ , если выполняются fσπ,k(γ) > 0 и fσ

′

π,k(γ) = 0 . Отметим, что
данное свойство не является симметричным.

Теорема 1. Для любой QOBDD Q , недетерминированно вычисляющей функ-
цию f : {0, 1}n → {0, 1} и использующей порядок π = (i1, . . . , in) считывания
переменных,

Width(Q) ≥ max
k

|Sπk |.

Доказательство. Пусть d = maxk |Sπk | , где Sπk = {(σ1, γ1), . . . , (σd, γd)} –
строгое 1-полное множество для функции f . Предположим, что существует
NQOBDD Q , вычисляющая функцию f с использованием порядка π считы-
вания переменных, ширина которой меньше d . Рассмотрим уровень k . Пусть
Ψ = {|ψ(σj)⟩ | j = 1, . . . , d} – множество квантовых состояний, в которых нахо-
дится программа после обработки входов σ1, . . . , σd , т. е. |ψ(σj)⟩ = U(σj)|ψ0⟩ .

Лемма 3. Множество Ψ линейно независимо.

Доказательство. Проведем доказательство от противного. Предположим,
что множество векторов Ψ является линейно зависимым. Тогда существует со-
стояние |ψ⟩ = |ψ(σi)⟩ ∈ Ψ , которое может быть представлено в виде линейной
комбинации остальных векторов из множества Ψ :

|ψ(σi)⟩ =
dX

j=1
j ̸=i

αj |ψ(σj)⟩,

при этом неверно, что αj = 0 для всех j .
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Пусть γi такое, что (σi, γi) ∈ Sπk . Согласно определению строгого 1-полного
множества, для всех входов σj (j ̸= i) выполняется fσ

j

π,k(γ
i) = 0 , следовательно,

программа Q принимает входы σjγi с нулевой вероятностью:

PrQaccept(σ
jγi) = ||PacceptU(γi)|ψ(σj)⟩||2 = 0.

После обработки входа σiγi финальное состояние программы

|ψ(σiγi)⟩ = U(γi)|ψ(σi)⟩ = U(γi)

dX
j=1
j ̸=i

αj |ψ(σj)⟩,

и по свойству линейности преобразований

|ψ(σiγi)⟩ =
dX

j=1
j ̸=i

αjU(γi)|ψ(σj)⟩ =
dX

j=1
j ̸=i

αj |ψ(σjγi)⟩.

Тогда

PrQaccept(σ
iγi) = ||Paccept|ψ(σiγi)⟩||2 = ||

dX
j=1
j ̸=i

αjPaccept|ψ(σjγi)⟩||2 ≤

≤ (

dX
j=1
j ̸=i

|αj | ||Pacceptψ(σjγi)||)2 = 0.

Следовательно, программа Q неверно вычисляет функцию f , поскольку прини-
мает набор σiγi , для которого fσ

i

π,k(γ
i) > 0 , с нулевой вероятностью. Получили

противоречие. Следовательно, наше предположение о том, что множество Ψ ли-
нейно зависимо, неверно.

Так как множество Ψ состояний программы, достижимых на уровне k , линейно
независимо, размерность пространства состояний программы Q не может быть
меньше d . Следовательно, Width(Q) ≥ d .

4. Функция Exact

Определим функцию EXACTkn : {0, 1}n → {0, 1} :

EXACTkn(σ) =

�
1, если#1(σ) = k,
0, иначе,

где #1(σ) обозначает число единиц в наборе σ . При k = n имеем EXACTkn ≡ ANDn ,
где функция ANDn : {0, 1}n → {0, 1} принимает значение 1 на единственном наборе,
где все переменные равны 1.

Теорема 2. Ширина любой QOBDD, недетерминированно вычисляющей функ-
цию EXACTkn , не менее чем max{k + 1, n− k + 1} .

Доказательство. Пусть Q – NQOBDD, вычисляющая функцию EXACTkn и
считывающая переменные в порядке π = (i1, . . . , in) . Покажем, что ширина Q не
может быть меньше max{k + 1, n− k + 1} .
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Вычисление на входе σ = σ1 · · ·σn начинается из начальной суперпозиции |ψ0⟩ .
На шаге l программа считывает переменную xil = σil и преобразует суперпози-
цию |ψ(σi1 · · ·σil−1

)⟩ в суперпозицию |ψ(σi1 · · ·σil)⟩ (положим |ψ0⟩ = |ψ(ϵ)⟩ , где ϵ –
пустое слово). После считывания входного слова Q производит измерение фи-
нальной суперпозиции |ψ(σi1 · · ·σin)⟩ и принимает входной набор с вероятностью
PrQaccept(σ) = ||Paccept|ψ(σi1 · · ·σin)⟩||2 .

Оценим размерность пространства состояний программы Q . Для этого для
каждого уровня l ( l = 0, . . . , n) рассмотрим множество квантовых состояний, до-
стижимых программой на этом уровне, и оценим количество линейно независимых
векторов из этого множества.

Обозначим Ψl = {|ψ(σ)⟩ |σ ∈ {0, 1}l} множество состояний, достижимых про-
граммой Q после шага l , т. е. |ψ(σ)⟩ = Ul(σil) · · ·U1(σi1)|ψ0⟩ .

Лемма 4. Пусть |ψ1⟩, . . . , |ψm⟩, |ψ⟩ ∈ Ψl (m ≥ 1) и |ψ1⟩, . . . , |ψm⟩ – линейно
независимы, где |ψi⟩ = |ψ(σi)⟩ для i = 1, . . . ,m и |ψ⟩ = |ψ(σ)⟩ . Если существует
строка γ ∈ {0, 1}n−l , отличающая строку σ от каждой из строк σ1, . . . , σm ,
то множество {|ψ1⟩, . . . , |ψm⟩, |ψ⟩} линейно независимо.

Доказательство. По условию леммы строка γ ∈ {0, 1}n−l отличает стро-
ку σ от каждой из строк σ1, . . . , σm . Это означает, что на наборе, где переменные
принимают значения xπ(1) = σ1, . . . , xπ(l) = σl, xπ(l+1) = γ1, . . . , xπ(n) = γn−l , функ-
ция EXACTkn равна 1, а на наборах, в которых переменные принимают значения
xπ(1) = σi1, . . . , xπ(l) = σil , xπ(l+1) = γ1, . . . , xπ(n) = γn−l (i = 1, . . . ,m), функция
EXACTkn равна 0. Пусть U = Un(γn−l) · · ·Ul+1(γ1) . Так как программа Q неде-
терминированно вычисляет EXACTkn , то выполняется ||PacceptU |ψi⟩|| = 0 для всех
i = 1, . . . ,m , и ||PacceptU |ψ⟩|| > 0 . Согласно лемме 2 множество {|ψ1⟩, . . . , |ψm⟩, |ψ⟩}
является линейно независимым.

Пусть Φl (Φl ⊆ Ψl ) – максимальное число линейно независимых векторов.
Обозначим d = max{k, n−k} . По индукции покажем, что |Φl| ≥ l+1 для l = 0, . . . d .
Рассмотрим отдельно два случая: k ≥ n/2 и k < n/2 .

Случай 1. Пусть k ≥ n/2 , т. е. d = k .
База индукции: на уровне l = 0 множество Ψ0 состоит из единственного век-

тора |ψ0⟩ , т. е. |Φ0| = 1 . На уровне l = 1 множество Ψ1 состоит из двух век-
торов |ψ(0)⟩, |ψ(1)⟩ . Векторы |ψ(0)⟩ и |ψ(1)⟩ линейно независимы, так как набор
γ = 1k−10n−k отличает строку 1 от строки 0 , то есть |Φ1| = 2 .

Индукционный шаг (для l = 2, . . . , d): по предположению индукции, на уровне
(l − 1) множество Φl−1 ⊆ Ψl−1 содержит не менее l векторов. Обозначим их
|ψj0⟩, . . . , |ψjl−1⟩, а соответствующие им входы – σj0 , . . . , σjl−1 ∈ {0, 1}l−1 .

На шаге l программа Q считывает значение переменной xil = σil . Согласно
лемме 1 множество Φ0

l = {Ul(0)|ψj0⟩, . . . , Ul(0)|ψjl−1⟩} является линейно независи-
мым. Очевидно, что вектор |ψ(1l)⟩ = Ul(1)Ul−1(1) · · ·U1(1)|ψ0⟩ не входит в мно-
жество Φ0

l . При этом строка 1k−l0n−k отличает строку 1l от каждой из строк
σj00, . . . , σjl−10 . Согласно лемме 4 множество Φ0

l ∪ {|ψ(1l)⟩} линейно независи-
мо. Получили, что множество Φl содержит по крайней мере (l + 1) векторов
Ul(0)|ψj0⟩, . . . , Ul(0)|ψjl−1⟩ и |ψ(1l)⟩ .

Поскольку множество Φd содержит не менее d+1 элементов, размерность про-
странства состояний программы Q не менее d+ 1 .

Случай 2. Пусть k < n/2 и, следовательно, d = n − k . Очевидно, что
EXACTkn(σ) = 1 тогда и только тогда, когда #0(σ) = n − k , где #0(σ) обозна-
чает число нулей в наборе σ , при этом n − k > n/2 . Доказательство проведем по
той же схеме, что и для случая 1.
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Для l = 0, . . . , d множество Φl содержит векторы |ψj0⟩, . . . , |ψjl⟩ такие, что
для соответствующих им входов выполняется ♯0(σ

ji) = i (i = 0, . . . , l ). Опишем
индукционный шаг для l = 1, . . . , d .

Пусть Φl−1 = {|ψj0⟩, . . . , |ψjl−1⟩} , где |ψji⟩ = |ψ(σji⟩ , σji ∈ {0, 1}l−1 . Тогда мно-
жество Φ1

l = {Ul(1)|ψj0⟩, . . . Ul(1)|ψjl−1⟩} линейно независимо по лемме 1. Строка
γ = 0n−k−l1k отличает строку 0l от каждой их строк σj01, . . . , σjl−11 , при этом
|ψ(0l)⟩ /∈ Φ1

l . Согласно лемме 4 множество Φl = Φ1
l ∪ {|ψ(0l)⟩} является линейно

независимым и при этом содержит l+1 вектор. На уровне l = d имеем |Φd| ≥ d+1.
Поскольку в обоих случаях |Φd| ≥ d+1 , получим, что размерность пространства

состояний программы Q не менее d+ 1 , где d = max{k, n− k} .

Следующая теорема показывает, что доказанная нижняя оценка точна.

Теорема 3. Существует QOBDD Q ширины d = max{k + 1, n − k + 1} , вы-
числяющая функцию EXACTkn без ошибки.

Доказательство. Рассмотрим случай k ≥ n/2 . QOBDD Q считывает пере-
менные в естественном порядке. Состояние программы хранится в регистре из k+1
состояния q0, . . . , qk−1, qk , где q0 – начальное состояние, а qk – принимающее со-
стояние. При считывании значения 0 программа Q применяет тождественное прео-
бразование, при считывании единицы Q – преобразование |qj⟩ → |qj+1 mod (k+1)⟩
для 0 ≤ j ≤ k . Очевидно, что при обработке входного набора, содержащего ров-
но k единиц, программа закончит работу в состоянии |qk⟩ и примет такой набор с
вероятностью 1. Если входной набор содержит число единиц, не равное k , то свой-
ство k ≥ n/2 гарантирует, что программа завершит обработку такого набора в
состоянии, отличном от k , следовательно, примет такой набор с вероятностью 0.

В случае k < n/2 программа устроена аналогичным образом, только произво-
дит подсчет нулей, а не единиц.

Теорема 4. Существует NOBDD N , вычисляющая функцию EXACTkn и та-
кая, что

Width(N) = min(k + 1, n− k + 1) + 1, если k ̸= n/2, n нечётно,
Width(N) = k + 1, если k = n/2, n чётно.

Доказательство. Пусть k < n/2 , n нечётно. Программа N считывает
переменные в естественном порядке π = (1, . . . , n) и использует состояния
q0, . . . , qk, qk+1 . Начальное состояние программы q0 , принимающее состояние qk .
Программа N детерминированно считает количество единиц во входном наборе,
выполняя преобразование qi → qi+1 (i = 0, . . . , k ) при считывании единицы и тож-
дественное преобразование при считывании нуля. При достижении состояния qk+1

программа остаётся в этом состоянии до конца обработки входа. Таким образом,
программа закончит работу в состоянии qk тогда и только тогда, когда в наборе
ровно k единиц.

Пусть k > n/2 , n нечётно (n − k < n/2). В этом случае программа устроена
аналогичным образом, за исключением того, что она считает количество нулей,
а не количество единиц.

Рассмотрим случай k = n/2 , n чётно. В этом случае программа N исполь-
зует состояния q0, . . . , qk , где состояние q0 – начальное, а состояние qk – при-
нимающее. При считывании единицы программа применяет преобразование qi →
qi+1 (mod k+1) (i = 0, . . . , k ), при считывании нуля выполняет тождественное преоб-
разование. Условие k = n/2 гарантирует, что если число единиц в наборе больше k ,
программа не успеет достигнуть состояния qk до конца обработки входа.
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Теорема 5. Для любой NOBDD, вычисляющей функцию EXACTkn ,

Width(N) ≥ min(k + 1, n− k + 1) + 1, если k ̸= n/2, n нечётно,
Width(N) ≥ k + 1, если k = n/2, n чётно.

Доказательство. Рассмотрим случай k < n/2 , n нечётно. Предположим,
что существует NOBDD N , которая вычисляет EXACTkn и имеет ширину меньше
k+2 . Рассмотрим множество вершин Vk+1 уровня k+1 программы N и подмно-
жество строк длины k + 1 , содержащих разное количество единиц: Sk+1 = {σj ∈
{0, 1}k+1 : σj = 0 · · · 0| {z }

k+1−j

1 · · · 1| {z }
j

, j = 0, . . . , k} . Принимающие пути, соответствующие

частичным наборам из множества Sk+1 , должны проходить через разные верши-
ны множества Vk+1 . Предположим, что это не так, и два принимающих пути,
соответствующих разным частичным наборам σ , σ′ ∈ Sk+1 , проходят через од-
ну и ту же вершину v ∈ V k+1 , и пусть σγ и σ′γ′ – наборы, соответствующие
этим принимающим путям. Обозначим a = ♯1(σ), a

′ = ♯1(σ
′) (a ̸= a′ , a, a′ ≤ k ).

Поскольку путь, соответствующий набору σγ , ведет в принимающую вершину, зна-
чит, ♯1(γ) = k−a . Так как пути, соответствующие наборам σγ и σ′γ′ , пересекаются
в вершине v , то путь, соответствующий σ′γ , также ведет в принимающую верши-
ну. Но поскольку ♯1(σ

′) ̸= a , следовательно, ♯1(σ′γ) ̸= k , и функция на данном
наборе равна нулю. Значит, программа неверно вычисляет функцию EXACTkn .

Теперь рассмотрим частичный набор σ ∈ {0, 1}k+1 , ♯1(σ) = k + 1 . Очевид-
но, этот набор не принадлежит Sk+1 . Вычислительный путь, соответствующий σ ,
не может проходить ни через одну из вершин уровня Vk+1 , через которые проходят
принимающие пути, соответствующие наборам из множества Sk+1 . В противном
случае программа будет принимать вход, содержащий более k единиц. Следова-
тельно, уровень k+1 содержит по крайней мере k+2 вершины и Width(N) ≥ k+2 .

Если k > n/2 (n нечётно), то n− k < n/2 . В этом случае мы применим те же
аргументы, что и для случая, рассмотренного выше, с заменой нулей на единицы
и единиц на нули.

Рассмотрим случай k = n/2 , n чётно. Уровень k не может содержать менее
k+ 1 вершины, через которые проходят принимающие пути, соответствующие ча-
стичным входам из множества Sk = {σj ∈ {0, 1}k : σj = 0 · · · 0| {z }

k−j

1 · · · 1| {z }
j

, j = 0, . . . , k} .

Следовательно, в этом случае ширина программы ≥ k + 1 .

Следствие 1. Функция ANDn вычислима NOBDD N ширины 2. Функция ANDn
вычислима NQOBDD Q ширины n+ 1 . При этом не существует QOBDD, неде-
терминированно вычисляющей функцию ANDn и имеющей ширину, меньшую n+1 .

Определим функцию notEXACTkn : {0, 1}n → {0, 1} :

notEXACTkn(σ) =

�
0, если#1(σ) = k,
1, иначе.

Теорема 6. Для любого k (k ≤ n) функция notEXACTkn вычислима недетер-
минированной QOBDD ширины 2.

Доказательство. QOBDD Q , недетерминированно вычисляющая функцию
notEXACTkn , имеет два состояния q1, q2 , состояние q2 является принимающим, а на-
чальное состояние программы |ψ0⟩ = cos(−kα)|q1⟩ + sin(−kα1)|q2⟩ , где α = π

2n .
При обработке входа программа Q применяет преобразование, осуществляющее
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поворот вектора состояния на угол α против хода часовой стрелки, если считан-
ное значение равно 1, и тождественное преобразование, если считанное значение
равно 0. Очевидно, что если входной набор σ содержит ровно k единиц, финальное
состояние программы |ψfinal⟩ = |q1⟩ , и программа примет такой набор с вероятно-
стью 0. Если число единиц во входном наборе не равно k , амплитуда у состояния q2
в состоянии |ψfinal⟩ не равна нулю, и такой набор принимается программой с нену-
левой вероятностью.

Теорема 7. Для любого k (k ≤ n) для любой детерминированной OBDD P ,
вычисляющей функцию notEXACTkn ,

Width(P ) ≥ min(k + 1, n− k + 1) + 1, если k ̸= n/2, n нечётно;
Width(P ) ≥ k + 1, если k = n/2, n чётно.

Доказательство. Идея доказательства аналогична доказательству теоре-
мы 5 с той разницей, что в детерминированной OBDD каждому σ ∈ {0, 1}n соот-
ветствует единственный вычислительный путь и вместо принимающих путей мы
анализируем отвергающие пути.

Пусть k < n/2 . Предположим, что существует детерминированная OBDD,
имеющая ширину d < k+2 и вычисляющая функцию notEXACTkn . Рассмотрим мно-
жество частичных входов Sk+1 = {σj ∈ {0, 1}k+1 : σj = 0 · · · 0| {z }

k+1−j

1 · · · 1| {z }
j

, j = 0, . . . , k} .

Покажем, что вычислительные пути, соответствующие частичным входам из мно-
жества Sk+1 , проходят через разные вершины уровня k + 1 .

Предположим, что это не так, и существуют такие σi, σj ∈ Sk+1 (σi ̸= σj ), что
вычислительные пути, соответствующие этим частичным входам, проходят через
одну и ту же вершину v . Рассмотрим такой набор γ ∈ {0, 1}n−k−1 , что ♯1(γ) = k−j .
Поскольку ♯1(σj)+♯1(γ) = k , вычислительный путь, соответствующий набору σjγ ,
ведет в отвергающую вершину. Но тогда и путь, соответствующий σiγ , также ведёт
в отвергающую вершину, что противоречит тому, что программа верно вычисляет
функцию. Кроме того, частичный набор σ ∈ {0, 1}k+1 такой, что ♯1(σ) = k + 1 ,
не может проходить ни через одну из k + 1 вершин, соответствующих наборам из
множества Sk+1 , так как все пути, соответствующие σ , должны вести в прини-
мающую финальную вершину.

Случаи k > n/2 , а также k = n/2 при чётном n могут быть обоснованы ана-
логично теореме 5.

Теорема 8. Для любого k (k ≤ n) ширина NOBDD, вычисляющей функцию
notEXACTkn , имеет ширину не менее log(m+1) , где m = min(k+1, n− k+1) , если
k ̸= n/2 , n нечётно, и m = k , если k = n/2 и n чётно.

Доказательство. Доказательство основано на хорошо известном соотноше-
нии между детерминированной и недетерминированной сложностями. Если функ-
ция f вычислима детерминированной OBDD ширины d , то ширина любой неде-
терминированной OBDD, вычисляющей f и использующей тот же порядок счи-
тывания переменных, не может быть меньше log d . В предыдущей теореме пока-
зано, что для любого порядка считывания переменных ширина детерминирован-
ной OBDD, вычисляющей функцию notEXACTkn , не может быть меньше m+1 , где
m = min(k + 1, n − k + 1) , если k ̸= n/2 , n нечётно, и m = k , если k = n/2 и n
чётно. Следовательно, ширина NOBDD, вычисляющей notEXACTkn , не может быть
меньше log(m+ 1) .
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5. Функция MOD

Представим функцию, для которой квантовая и классическая недетерминиро-
ванные OBDD имеют одинаковую сложность.

Функция MOD
p
n : {0, 1}n → {0, 1} определена следующим образом:

MODpn(σ) =

�
1, если #1(σ) ≡ 0 (mod p),
0, иначе,

где #1(σ) – число единиц в наборе σ .

Лемма 5 ([6]). Функция MOD
p
n вычислима NOBDD ширины p .

Доказательство. NOBDD N , вычисляющая функцию MOD
p
n , имеет p состоя-

ний s0, . . . , sp−1 , где состояние s0 – начальное и принимающее. При обработке
входа N детерминированным образом считает количество единиц по модулю p
во входном наборе, применяя преобразование qi → qi+1 (mod p) при считывании
единицы и тождественное преобразование при считывании нуля. Очевидно, что
программа завершит работу в состоянии q0 тогда и только тогда, когда число
единиц во входном наборе кратно p .

Следствие 2. Функция MOD
p
n вычислима NQOBDD ширины p .

Доказательство. Программа, построенная в доказательстве леммы 5, приме-
няет на каждом шаге обратимые преобразования, которые являются унитарными.
Следовательно, эта программа является квантовой.

Далее покажем, что построенные выше недетерминированная и квантовая неде-
терминированная программы являются оптимальными.

Теорема 9 ([6]). Для любого p ≤ n/2 ширина NOBDD, вычисляющей функцию
MOD

p
n , не меньше p .

Теорема 10. Для любого p ≤ n ширина NQOBDD, вычисляющей функцию
MOD

p
n , не меньше p .

Доказательство. Пусть p ≤ n/2 . Для любого порядка π считывания пере-
менных можно построить строгое 1-полное множество для функции MOD

p
n :

Sπn−p+1 = {(σi, γi) : i = 0, . . . , p− 1, σi = 0 · · · 0| {z }
n−p+1−i

1 · · · 1| {z }
i

, γi = 0 · · · 0| {z }
i−1

1 · · · 1| {z }
p−i

}.

Согласно теореме 1 ширина программы не может быть меньше, чем |Sπn−p+1| = p .
Рассмотрим случай p > n/2 . Использовав те же аргументы, что и при доказа-

тельстве теоремы 2, можно показать, что на (p−1) -м уровне программы множество
линейно независимых векторов, являющихся квантовыми состояниями, достижи-
мыми программой на этом уровне, содержит не менее p элементов. Это множество
состоит из векторов |ψ(σ0)⟩, . . . , |ψ(σp−1)⟩ , где σj = 1j0p−j−1, j = 0, . . . , p− 1.

6. Иерархия для NQOBDD

Обозначим через NOBDDd
n , NQOBDDd

n классы булевых функций, зависящих
от n переменных, вычислимых недетерминированными и квантовыми недетерми-
нированными OBDD ширины не более d соответственно.
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В работах [6,12] построена следующая иерархия классов для OBDD и NOBDD:
для любого целого n > 3 и 1 < d ≤ n

2

OBDDd−1
n ⊊ OBDDd

n и NOBDDd−1
n ⊊ NOBDDd

n.

Для любых целых n и d = d(n) , удовлетворяющих условию 16 ≤ d ≤ 2n/4 ,

OBDD⌊d/8⌋−1 ⊊ OBDDd и NOBDD⌊d/8⌋−1 ⊊ NOBDDd.

На основе изложенных результатов представим результат о соотношении классов
сложности для недетерминированных и квантовых недетерминированных OBDD
линейной и сублинейной ширины.

Теорема 11. Для любых n > 1 и 1 < d ≤ n имеем NQOBDDd−1
n ⊊ NQOBDDd

n.

Доказательство. Включение NQOBDDd−1 ⊆ NQOBDDd очевидно. При d ≤
n/2 , согласно следствию 2 и теореме 10, функция MODdn ∈ NQOBDDd и MODdn /∈
NQOBDDd−1

n . При d > n/2 , согласно теоремам 3 и 2, функция EXACTd−1
n ∈

NQOBDDd и EXACTd−1
n /∈ NQOBDDd−1

n .

Теорема 12. Для любых n > 1 и 2 ≤ d ≤ log n − 2 NOBDDd
n и NQOBDDd

n

несравнимы.

Доказательство. На основе функции ANDn для положительного целого k ≤ n
определим функцию ANDkn следующим образом: ANDkn зависит от первых k перемен-
ных и ANDkn ≡ ANDk . Согласно следствию 1 ANDdn ∈ NOBDDd

n и ANDdn /∈ NQOBDDd
n для

любых d таких, что 2 ≤ d ≤ n .
Согласно теоремам 6 и 8 функция notEXACT2

d

n /∈ NOBDDd и notEXACT2
d

n ∈
NQOBDDd для любых d таких, что 2 ≤ d ≤ log n− 2 .

Заключение

Исследованы классические и квантовые недетерминированные OBDD линейной
и сублинейной ширины, вычисляющие симметрические булевы функции. Значение
таких функций зависит от числа единиц во входном наборе и не зависит от по-
рядка их следования. Известно, что квантовые NOBDD для таких функций могут
превосходить по эффективности классические недетерминированные программы.
С использованием предложенного метода доказательства нижней оценки слож-
ности квантовых NOBDD показано, что классические NOBDD также могут пре-
восходить по эффективности квантовые аналоги. Этот факт является следствием
свойства обратимости квантовых преобразований.

В качестве направлений дальнейших работ предполагается исследовать модель
квантовых OBDD сверхлинейной ширины, вычисляющих несимметрические буле-
вы функции, для которых порядок считывания переменных может существенным
образом влиять на сложность. Также интересным представляется применение раз-
работанных техник доказательства нижних оценок для других вычислительных
моделей.
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Аннотация

Дано определение журнального импакт-фактора в классической форме и исследо-
ваны различные аспекты его применения в области математического моделирования
научной деятельности. Изучены свойства импакт-фактора, связанные с особенностями
дисциплинарной структуры науки, ограниченным набором источников в существующих
базах данных, статистической достоверностью, чувствительностью к типам публикуемых
документов, влиянием выбросов. Кроме того, обсуждается вопрос об искажениях, кото-
рые может внести самоцитирование журнала.

Ключевые слова: библиометрические индикаторы, импакт-фактор, Web of Science,
Journal Citation Reports, журнальное самоцитирование

Введение

Как известно, при математическом моделировании процессов развития науки
используют специальные индикаторы для характеристики деятельности различ-
ных участников научного процесса – ученых, лабораторий, факультетов, органи-
заций, стран. Те показатели, которые связаны со статистикой опубликованных ра-
бот, называются библиометрическими показателями. Они применяются также для
оценки отдельных научных изданий, в первую очередь – журналов. Среди жур-
нальных библиометрических характеристик хронологически первым и наиболее
известным является импакт-фактор журнала.

Цель настоящей работы – подробно изучить различные математические и ста-
тистические свойства импакт-фактора, проявляющиеся в эмпирических условиях,
т. е. на множестве реальных мировых научных журналов. Мы будем использовать
критический подход. Что имеется в виду? По смыслу создания импакт-фактор
должен позволять сравнивать «качество» журналов между собой. Однако в реаль-
ности есть ряд «недостатков» данного индикатора в смысле отклонения от выпол-
нения данной функции. Исследуя эти недостатки, отклонения и несовершенства,
можно более наглядно и отчетливо пронаблюдать эмпирические свойства импакт-
фактора. Однако прежде всего необходимо кратко охарактеризовать то множество,
«поле» журналов, на котором применяется импакт-фактор (как и иные журналь-
ные индикаторы), – библиометрические базы данных.

485
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1. Базы данных

Каждый библиометрический показатель, в том числе импакт-фактор научно-
го журнала, рассчитывается по той или иной базе данных научного цитирования.
Поскольку всего в мире имеется не менее 400 тыс. периодических изданий [1], из ко-
торых около 50 тыс. – академические журналы [2], невозможно подсчитать ссылки
по всей мировой совокупности изданий, полученные журналом/статьей/автором.
Поэтому опубликование каждого индикатора, помимо методики, сопровождает-
ся указанием инструмента, базы данных, на основании которого он рассчитан.
Значения показателя, рассчитанные по идентичной методике, но по разным ба-
зам данных, конечно же, будут отличаться. Наиболее часто используемыми и упо-
минаемыми в литературе являются базы данных Web of Science (WoS) компании
Clarivate и Scopus компании Elsevier. Они включают в себя ок. 22000 и ок. 27000
журналов соответственно. Кроме того, эти ресурсы содержат книги (ок. 150 тыс.
в WoS и ок. 350 тыс. в Scopus), а также труды конференций. Цитирования из книг
и трудов конференций также индексируются и учитываются. В России существует
собственная библиометрическая база данных – Российский индекс научного цити-
рования (РИНЦ) [3], https://elibrary.ru/project_risc.asp. Хотя говорить мы будем
об импакт-факторе, который рассчитывается по WoS, стоит упомянуть, что в базе
данных Scopus также есть методологически очень похожий показатель – CiteScore.

Во всех упомянутых базах данных научного цитирования приводятся сведе-
ния о числе ссылок, полученных отдельными статьями. Кроме того, эти данные
объединены по авторам («авторские профили») и организациям («профили орга-
низаций»), в результате чего можно посмотреть суммарную статистику публика-
ционной активности и цитируемости ученых или организаций. В случае Scopus и
РИНЦ в стандартном интерфейсе этих платформ можно также получить индика-
торы журналов как целого. В WoS эти индикаторы вынесены в специальную базу
данных, агрегирующую журнальные показатели, – Journal Citation Reports (JCR).

2. Импакт-фактор: краткая история и определение1

Импакт-фактор показывает среднюю цитируемость одной статьи в журнале.
Термин впервые был введен Юджином Гарфилдом в 1955 г., но для обозначе-
ния цитирования отдельных статей [5] без привязки к журналу. Позже, в 1963 г.,
Ю. Гарфилд и И. Шер [6] использовали термин в известной сейчас форме – в от-
ношении цитирования статей конкретного журнала.

Отметим малоизвестных предшественников импакт-фактора. В пионерской ра-
боте [7] авторы подсчитывали суммарное число ссылок на тот или иной журнал
из ведущего журнала в области химии «Journal of the American Chemical Society»,
однако без нормализации по объему цитируемых изданий. В 1936 г. И. Хак [8]
уже использовал нормализацию, но не на число отдельных статей, а на число вы-
шедших томов журнала. В 1960 г. еще один журнальный показатель был пред-
ложен Л. Рейзигом [9] под названием «индекс реализованного исследовательского
потенциала» – подсчитывалась доля хотя бы один раз процитированных статей
в журнале. Здесь отличие от импакт-фактора состоит в том, что не учитывалось,
сколько именно ссылок получила статья, – важен только факт цитирования статьи
(было/не было)2.

1См. также статью «Импакт-фактор» в Большой российской энциклопедии [4].
2Обратный этому показатель сейчас называют «коэффициент нецитируемости».
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Классический импакт-фактор IFJ в году Y для журнала J задаётся выра-
жением

IFJ(Y ) =

P2
i=1 CITJ(Y, Y − i)P2
i=1 PUBJ(Y − i)

=
CITJ(Y, Y − 1) + CITJ(Y, Y − 2)

PUBJ(Y − 1) + PUBJ(Y − 2)
, (1)

где CITJ(Y 1, Y 2) – число цитирований (ссылок), полученных в году Y 1 статья-
ми журнала J , вышедшими в году Y 2 ; PUBJ(Y ) – число статей, вышедших в
журнале J в году Y . Нормировка на число статей позволяет убрать преиму-
щество объемных журналов перед небольшими, а часто выходящих (например,
ежемесячных) – перед редко выходящими (например, ежегодниками). Таким об-
разом, классический импакт-фактор журнала – это среднее (в расчете на одну
статью) число цитирований, которое получают в отчетном году статьи, вышедшие
за два предыдущих года. Поскольку подсчитываются ссылки, полученные в одном
(отчетном) году документами, опубликованными в течение двух лет, говорят об
однолетнем «окне цитирования» и двухлетнем «публикационном окне».

Отметим, что в импакт-факторе не учитываются ссылки, полученные публи-
кациями в год их выхода. Для этого в системе индикаторов JCR есть отдельный
показатель – «индекс оперативности» (immediacy index), который учитывает толь-
ко такие цитирования. Кроме того, отметим, что среди ссылок, учитываемых в (1),
есть ссылки журнала на самого себя, т. н. «журнальное самоцитирование». Пока
уточним это как методологический момент, позднее самоцитирование будет иссле-
довано подробнее.

3. Методологические несовершенства и проблемы в использовании
импакт-фактора

Перейдем, как было заявлено во введении, к критике импакт-фактора, т. е. к ис-
следованию сложностей при его практическом использовании. Это позволит в де-
талях рассмотреть различные характеристики этого статистического индикатора.

3.1. Дисциплинарные различия. Серьезной, наиболее значимой пробле-
мой импакт-фактора является принципиальная невозможность прямого сравнения
его значений у журналов, относящихся к различным дисциплинам. Диапазоны и
медианные журнальные импакт-факторы в разных областях науки отличаются
практически на порядок, как показано в табл. 1. Этот эффект наблюдается как в
естественных/технических/медицинских, так и общественных науках.

Табл. 1
Медианные импакт-факторы журналов по различным научным дисциплинам

(JCR-2021)

Дисциплина Медианный импакт-фактор
Естественные науки

Cell Biology 4.7
Physics, Applied 2.7

Mathematics 1.0
Общественные науки

Management 4.5
Sociology 2.1
History 0.6
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Для примера: математический журнал с таким же импакт-фактором, какой
имеет медианный, средний журнал по клеточной биологии (4.7), занимал бы очень
высокую позицию в рейтинге из всех 333 математических журналов, представлен-
ных в JCR-2021, – он был бы на третьем месте.

Табл. 1 показывает, что разница в уровне цитируемости отдельных научных
направлений наблюдается как в естественных (hard sciences), так и в обществен-
ных науках (social sciences). Более того, если взять эти конгломераты наук как
целое, то и на таком «метауровне», объединяющем тысячи журналов, сущест-
вует тот же эффект. В [10, с. 187] вычислены показатели из JCR-2018: медиана
импакт-факторов журналов по всем естественным наукам (точнее, объединению
естественных, технических и медицинских наук) равна 1.91, а по общественным
наукам – 1.40.

3.2. Дисциплинарные границы, устанавливаемые на основе журна-
лов. Как следует из предыдущего раздела, напрямую сравнивать журналы по их
импакт-факторам имеет смысл только в рамках одной научной области. В базах
данных WoS/JCR есть деление статей по научным направлениям, однако дисци-
плина присваивается документам только на основании журнала, в котором они
опубликованы, особенности индивидуальных статей не учитываются. Поэтому к
той или иной научной дисциплине приписывается журнал как целое (при этом
журнал может быть отнесен сразу к нескольким, как правило, 2–3 дисциплинар-
ным категориям), и опубликованные в нем статьи автоматически получают ту же
самую научную классификацию.

Часто это оказывается некорректным, например, статья, посвященная биб-
лиометрическому анализу журнала по химии [11] и, по сути, относящаяся в
первую очередь к наукометрии/библиометрии, приписана в WoS/JCR к катего-
рии «Chemistry, Multidisciplinary», к которой относится опубликовавший ее журнал
«Успехи химии». В подобных случаях журналы, публикующие такие мультидис-
циплинарные статьи, получают преимущество, если они «захватывают» ссылки
из областей науки, в которых наблюдается более высокая средняя цитируемость,
и наоборот, если затрагивается менее цитируемая дисциплина.

3.3. Зависимость от контента базы данных. Это слабое место импакт-
фактора связано с особенностями дисциплин, которые обсуждались в п. 3.1, однако
иногда оно проявляется и на уровне отдельных журналов в рамках одного научно-
го направления. Контент WoS ограничен и не может включать в себя все мировые
источники. Среди типов научной литературы наиболее полно представлены жур-
налы, в то время как покрытие других типов (книги, диссертации и т. д.) во многом
недостаточно, если оценивать процент проиндексированных в WoS источников от
всех существующих в мире качественных научных изданий.

В результате дисциплины или отдельные журналы, которые получают больше
ссылок «извне» базы данных WoS, например из книг, препринтов, диссертаций, па-
тентов, официальных документов и др., оказываются в худшем положении, чем те,
которые цитируются преимущественно в журнальной литературе. Более того, эта
проблема существует и для изданий, которые получают ссылки из журналов, но ре-
гионального, локального значения – тех, что в худшей мере охвачены WoS/JCR.

3.4. Произвольный выбор публикационного окна и окна цитирова-
ния. В методике расчета импакт-фактора выбор двухлетнего публикационного
окна и однолетнего окна цитирования, в принципе, является произвольным и не
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имеющим специального обоснования. О случайностях и их последствиях при кон-
струировании используемой сейчас формулы импакта см. [12].

В известной мере этот выбор обусловлен тем, что в самом начале указатели
цитирования (которые в дальнейшем стали базой данных WoS) были созданы
Ю. Гарфилдом для биомедицинских наук, в которых научное знание достаточ-
но быстро устаревает. В таком случае имеет смысл брать небольшие временные
интервалы выхода публикаций и их цитирования, иначе не получится оценить те-
кущий, актуальный уровень журнала, который со временем может изменяться.

Однако для других, менее динамичных отраслей естественных наук и в особен-
ности наук общественных двухлетний интервал оценки цитируемости может ока-
заться недостаточным. Его не хватает, чтобы профессиональное сообщество смогло
должным образом оценить выходящие в свет публикации, статьи «не успевают на-
брать цитирования». Показательно здесь исследование В. Гленцля и Х. Мута [13],
которые собрали данные по цитируемости с течением времени однолетнего мас-
сива статей из социологического и медицинского журналов. Табл. 2 показывает,
что если в год выхода (1980) медицинская статья получила в среднем в три раза
больше ссылок, чем статья по социологии, то на интервале, примерно соответ-
ствующем импакт-фактору, 1980–1982, показатели двух журналов сравниваются.
Если же «отойти» на десять лет от года выхода статей (1980–1989), то окажется,
что социологическая статья в сумме получила в полтора раза больше цитирований,
чем статья по медицине.

Табл. 2
Среднее число ссылок на статью в социологическом и медицинском журналах при

варьировании окна цитирования (источник: [13])

Окно цитирования Среднее число ссылок,
(время наблюдения) полученное одной статьей,

вышедшей в 1980 г.
American Sociological Review Lancet

1980 0.2 0.6
1980–1981 1.8 2.4
1980–1982 4.3 4.5
1980–1985 12.1 9.7
1980–1989 20.9 14.0

Эффект долгого «старения знания» и, соответственно, необходимости долгой
аккумуляции ссылок для оценки статей и журналов продемонстрирован в табл. 2
на примере общественно-научного журнала. Однако и в сфере естественных и тех-
нических наук также существуют медленно устаревающие дисциплины (например,
зоология и геология). Более того, наиболее динамичные в этом плане области все
равно выходят за рамки двух лет, отмеренных импакт-фактором: минимальная ме-
диана хронологического распределения ссылок, сделанных в журналах, согласно
JCR-2018, наблюдается в категориях «Электрохимия» и «Нанонауки и нанотех-
нологии», при этом она равна 5.7 лет [10, с. 216], т. е. половина литературы, ци-
тируемой даже в этих науках, старше пяти лет, если считать от момента выхода
цитирующих публикаций3.

3Интересно, что именно эта оценка наблюдалась самим Гарфилдом еще на заре эпохи ука-
зателей научных ссылок: «Наши исследования подтверждают, что учёные часто обращаются к
источникам, вышедшим достаточно давно. В индексе 1961 г. более половины ссылок ведут на
материалы старше пяти лет» [14].
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3.5. Погрешность при вычислении импакт-фактора. Следующая уяз-
вимость относится к статистическим характеристикам импакт-фактора. Значения
индикатора исходно публикуются в JCR и в дальнейшем анализируются, как
правило, без указания статистической погрешности. Создатель импакт-фактора
в соавторстве с А. Пудовкиным отстаивал утверждение, что, поскольку набор
журналов в базу данных JCR не является случайной выборкой из всех миро-
вых журналов, статистической погрешности в импакт-факторе не существует в
принципе [15]. Тем не менее сам процесс цитирования и получения/неполучения
ссылки тем или иным документом считается многими исследователями стохасти-
ческим процессом, который они моделируют, в частности, отрицательным бино-
миальным распределением ссылок [16], распределением Пуассона [17, 18] или нор-
мальным распределением [19]4. В итоге при построении значений импакт-факторов
в рамках выделенной дисциплины с отметкой доверительного интервала, а также
диапазона рангов, которые могли бы занимать журналы с учетом статистической
погрешности, получаются графики, подобные рис. 1, взятому из [17]. Обычно опре-
деленность присутствует в самых верхних и самых нижних позициях, остальные
значения импакта и места журналов в получающемся ранжировании в значитель-
ной мере размыты, и доверительные интервалы сильно перекрывают друг друга
(рис. 1).

Это также приводит к оспариванию точности, с которой в JCR публикуются
значения импакт-фактора. Многие годы этот показатель размещался в базе данных
с точностью до третьей цифры после запятой, что рядом специалистов считалось
избыточным и вводящим в заблуждение [20–22]. Под влиянием дискуссии компания
Clarivate с 2023 г. стала публиковать значения импактов с одним знаком после
запятой [23].

3.6. Зависимость от выбросов. Проблема среднего значения. По-
скольку импакт-фактор – это среднее значение, среднее число ссылок, получен-
ных одной статьей, то на него, как и на любой средний показатель, сильно влияют
выбросы. Неординарно большое число ссылок, полученное всего одной-двумя ста-
тьями журнала, могут кардинально повысить журнальный импакт-фактор.

В принципе, как уже упоминалось, распределение цитирований по отдельным
статьям журнала далеко от нормального, оно сильно асимметричное. Обычно
существуют малый процент статей в журнале, которые получили много ссылок,
и большая доля низкоцитируемых или вообще не процитированных статей. Такие
закономерности в библиометрии объединяют термином «гиперболические распре-
деления» [24, с. 71 и далее]. Таким образом, по импакт-фактору журнала трудно
судить о цитируемости каждой отдельной статьи в нем.

Однако бывают крайне рельефные случаи, как в показанном на рис. 2 приме-
ре журнала «Acta Crystallographica A». Благодаря высокой цитируемости одной-
единственной статьи, вышедшей в 2008 г., этот журнал на короткое время (пока
статья попадала в публикационное окно вычисления импакт-фактора) вошел в
верхушку рейтинга всей базы JCR.

Рис. 2 наглядно показывает, что высокий импакт-фактор не является следст-
вием какого-то значительного улучшения качества и повышения научного уровня
рассматриваемого журнала: когда статья, получившая на данный момент (2024)
более 75 тысяч ссылок, перестала попадать в интервал расчета, импакт-фактор
издания резко упал до прежнего скромного уровня.

4Последний вариант, увидевший свет в журнале по экономике, скорее является ошибочным,
поскольку распределение ссылок по статьям существенно негауссовое, асимметричное.
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Рис. 1. Журналы тематической категории «Medicine, Research, and Experimental». Вверху:
значения импакт-факторов с доверительными интервалами. Внизу: позиции в ранжиро-
вании по импакт-фактору с доверительными интервалами. Источник: [17]

3.7. Зависимость от типа публикаций. Если детально рассмотреть
методику вычисления импакт-фактора, в реальности используемую компанией
Clarivate, то обнаружится различие в учете типов документов в числителе и зна-
менателе формулы (1). В числителе, количестве полученных ссылок, учитываются
цитирования, полученные всеми возможными публикациями оцениваемого жур-
нала, вне зависимости от их типа. Однако в знаменателе подсчитываются только
так, как их обозначают в JCR, – «документы, которые могут быть процитиро-
ваны» (citable items). Это исследовательские статьи (Article) и научные обзоры
(Review). Остальные виды публикаций, например редакционные статьи, письма,
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обзоры конференций и др., исключены [23]. Такое различие в подходе к типам доку-
мента числителя и знаменателя продолжительное время отстаивается владельцем
JCR [25], однако иногда продолжает считаться слабым местом методики расчета
импакт-фактора.

Рис. 2. Динамика импакт-фактора журнала «Acta Crystallographica A», 1997–2013.
Источник: JCR

Вероятно, еще более серьезной проблемой является то, что разные типы до-
кументов цитируются по-разному. Многие исследования показали, что в среднем
научные обзоры цитируются в несколько раз активнее, чем оригинальные иссле-
довательские статьи (разумеется, при сравнении в рамках одной и той же области
науки) [26, 27]. Это означает, что журнал, публикующий много обзоров (или исклю-
чительно обзоры, как, например, «Успехи химии» или журналы «Annual Review
of . . . »), получает только на этом основании преимущество в импакт-факторе перед
иными изданиями. Это, вероятно, несправедливо и вводит в заблуждение, посколь-
ку не имеет отношения к научному уровню публикуемых материалов.

3.8. Нечувствительность к научному уровню цитирующих источни-
ков. Еще одним недостатком методики расчета импакт-фактора можно считать
его «безразличие» к тому, откуда оцениваемый журнал получает ссылки. Все при-
ходящие ссылки одинаковы, импакт-фактор «не замечает», из какого именно ис-
точника получено то или иное цитирование. Каждое из них считается как «+1» в
числителе индикатора, замена одного цитирующего журнала на другой, который
дает столько же ссылок, никак не повлияет на результат. Нередко такой подход под-
вергается критике: должно ли упоминание журнала в мировых лидерах, например
«Nature», «Reviews of Modern Physics», «Acta Numerica» и т. д., быть равнознач-
ным ссылке из ординарного и лишь локально известного издания? В частности,
в таком случае сложно отличить лидеров на мировой арене от звезд регионально-
го масштаба, получающих ссылки из узкого круга знающих их авторов (см. также
следующий пункт про самоцитирование).

3.9. Зависимость от журнального самоцитирования5. Эта сложность
при использовании импакт-фактора для оценки уровня журналов связана не с его
методологическими дефектами, а с теоретической возможностью достаточно легко

5Здесь термином «журнальное самоцитирование» мы обозначаем библиографическую ссылку
из публикации в некотором журнале на другую публикацию из того же самого журнала. Речь
не идет (как иногда бывает, когда применяют это понятие) о заимствовании текста автором из
своих предыдущих публикаций.
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манипулировать им. Как уже вкратце упоминалось, в определении формулы (1) в
числитель входят все ссылки, полученные статьями журнала, включая цитирова-
ния из самого оцениваемого журнала. Любая публикация в журнале, цитирующая
его же статью одно- или двухлетней давности, увеличивает импакт-фактор этого
журнала. Предполагается, что этим могут манипулировать, например, редакции
журналов, чтобы увеличить библиометрические показатели своих изданий. Ино-
гда такие попытки наблюдались [28, 29].

Надо отметить, что общий вывод исследований журнального самоцитирова-
ния, как правило, таков: самоцитированием можно ощутимо изменить позицию
слабого журнала, находящегося в «хвосте» ранжирования по импакт-фактору в
своей дисциплине. Но, за крайне редкими исключениями, невозможно пробиться
в топ рейтинга или существенно улучшить свое положение в нем. Тем не менее
существует разумная рекомендация обращать внимание на роль самоцитирования
в импакт-факторе и при возможности сопоставлять данные по метрикам с уче-
том и без учета ссылок журнала на самого себя. Подробнее см. обзор исследований
журнального самоцитирования и «картелей» журналов, взаимно цитирующих друг
друга, а также политики базы данных JCR по отношению к этим явлениям в [30].

Заключение

Как ответ на явные и часто серьезные недостатки импакт-фактора, перечис-
ленные в разделе 3, профессиональное наукометрическое сообщество непрерывно
работает над новыми, улучшенными метриками и уже выдвинуло множество ин-
тересных решений: пятилетний импакт-фактор, CieScore, взвешенные индикаторы
и индикаторы, построенные на методиках постатейного, а не пожурнального клас-
сификатора.

К сожалению, в сфере библиометрических журнальных индикаторов недоста-
точно предложить ту или иную методику, «идеальную формулу». Для полного ее
принятия и внедрения в повседневные практики необходимы мощности и структу-
ры, производящие массовые и регулярные расчеты нового индикатора по огромно-
му массиву мировых научных журналов. Необходима «вычислительная фабрика»,
из года в год производящая результаты согласно вновь созданному алгоритму.
Из сотен показателей, предложенных в теории, научных журналах и книгах по
библиометрии, лишь часть получила такую поддержку от ведущих наукометри-
ческих компаний, которые теперь публикуют их на регулярной основе в тех или
иных базах данных научного цитирования. Тем не менее сотрудничество ученых-
наукомеров и производителей баз данных продолжается и становится всё более
продуктивным.

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
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Abstract

Using a commonly agreed definition of the journal impact factor, its various applications in
the mathematical modeling of scientific research were investigated. Special attention was paid
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discussed.
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Figure Captions

Fig. 1. Journals in the “Medicine, Research and Experimental” category. Above: journal
impact factors with confidence intervals. Below: journal rankings based on the journal impact
factors with confidence intervals. Source: [17].

Fig. 2. Impact factor trend for “Acta Crystallographica A”, 1997–2013. Source: JCR.
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Аннотация

Рассмотрен спутник на круговой кеплеровской околоземной орбите. Исследована зада-
чи стабилизации положения относительного равновесия спутника в орбитальной системе
координат при помощи собственного магнитного момента и момента Лоренца. Коэффи-
циенты системы динамических уравнений вращательного движения спутника изменяются
во времени из-за изменения геомагнитной индукции в процессе орбитального движения
спутника. Линеаризованная система дифференциальных уравнений движения также яв-
ляется нестационарной, но допускает, как показано в статье, приведение к стационарной
системе более высокого порядка даже при использовании достаточно точных мульти-
польных моделей геомагнитного поля. На этом основании предложен способ построения
закона управления, обеспечивающего стабилизацию спутника. Проведен анализ управляе-
мости системы и построен оптимальный алгоритм стабилизации на основе LQR-метода.
Эффективность предложенного подхода подтверждена компьютерным моделированием.

Ключевые слова: спутник, стабилизация ориентации спутника, геомагнитное поле,
управляемость, оптимальное управление

Введение

Среди силовых факторов, используемых в динамике управляемого вращатель-
ного движения спутников, важную роль играют моменты сил, формируемые за
счет взаимодействия спутника с магнитным полем Земли. К числу этих моментов
относятся момент, образующийся при взаимодействии с геомагнитным полем соб-
ственного момента спутника, создаваемого магнитными катушками, и момент сил
Лоренца, возникающий при наличии на спутнике электрического заряда. Оба упо-
мянутых момента могут использоваться в качестве управляющих моментов для
решения задач стабилизации стационарных движений спутника. При этом неиз-
бежно возникает вопрос выбора математической модели магнитного поля Земли
той или иной степени сложности: «прямой» магнитный диполь, «наклонный» маг-
нитный диполь, квадрупольное и октупольное приближения и др. [1].

Как правило, в большинстве теоретических исследований проблем стабилиза-
ции, как с помощью внутренних магнитных моментов, так и с помощью момен-
тов сил Лоренца (см. обзоры [2–7]), на этапе предварительных исследований ис-
пользуется самая простая модель магнитного поля Земли – «прямой» магнитный
диполь. Модель «наклонного» магнитного диполя не является корректной, как
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показано в [8]. Для дальнейших исследований задач стабилизации следует исполь-
зовать более точные модели магнитного поля Земли, например, квадрупольное и
октупольное приближения и др. [1].

Математические модели рассматриваемых задач представляют собой систе-
мы дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами, так как
управляющий момент является функцией геомагнитного поля, которое изменяет-
ся во время движения спутника по орбите вокруг Земли. Для простой модели поля
авторами были решены различные задачи стабилизации стационарных движений
спутника (относительного равновесия и регулярных прецессий), когда центр масс
спутника движется по круговой орбите [2–6, 9–13]. Уравнения управляемого вра-
щательного движения спутника являются существенно нестационарными. Для их
исследования был предложен способ приведения нестационарных систем к ста-
ционарным системам большего порядка. Этот подход оказался весьма успешным и
применялся ранее для решения других задач [14,15]. Следует отметить, что в отли-
чие от метода функций Ляпунова, хорошо зарекомендовавшего себя при решении
аналогичных задач [16, 17], предлагаемый метод является строгим и достаточно
эффективным (при наличии управляемости построение стабилизирующего управ-
ления сводится к выбору параметров квадратичного функционала качества). Цель
статьи – применить указанный подход к решению задачи стабилизации положения
относительного равновесия спутника при использовании сложной модели геомаг-
нитного поля.

1. Постановка задачи
Рассмотрим движение спутника около центра масс в гравитационном и магнит-

ном полях Земли. Предположим, что центр масс спутника движется по круговой
экваториальной орбите. Спутник снабжен магнитными катушками и экраном, об-
ладающим электрическим зарядом. Используем две правые системы координат:
OXY Z – орбитальная система координат с началом в центре масс спутника:
ось OZ направлена по радиус-вектору центра масс относительно притягивающего
центра (центра Земли), OY – по нормали к плоскости орбиты, OX дополняет си-
стему до правой тройки; Oxyz – связанная система координат (подвижная), оси
которой направлены по главным центральным осям инерции спутника. Ориента-
ция системы Oxyz относительно орбитальной задается с помощью углов θ1, θ2, θ3 .
Элементы матрицы Θ = ||Θij || перехода от системы OXY Z к системе Oxyz имеют
вид [18]

Θ11 = cos θ1 cos θ3 − sin θ1 sin θ2 sin θ3,

Θ12 = − sin θ1 cos θ2, Θ13 = cos θ1 sin θ3 + sin θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ21 = sin θ1 cos θ3 + cos θ1 sin θ2 sin θ3, Θ22 = cos θ1 cos θ2,

Θ23 = sin θ1 sin θ3 − cos θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ31 = − cos θ2 sin θ3, Θ32 = sin θ2, Θ33 = cos θ2 cos θ3.

Компоненты абсолютной угловой скорости спутника ω в проекциях на оси си-
стемы координат Oxyz имеют вид [18]

ω1 = −dθ1
dt

cos θ2 sin θ3 +
dθ2
dt

cos θ3 + ω0Θ21,

ω2 =
dθ3
dt

+
dθ1
dt

sin θ2 + ω0Θ22,

ω3 =
dθ1
dt

cos θ2 cos θ3 +
dθ2
dt

sin θ3 + ω0Θ23,

где ω0 – величина угловой скорости орбитального движения спутника.
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Динамические уравнения движения спутника около центра масс имеют вид [18]

J
dω

dt
+ ω × Jω = 3ω2

0(Θ
⊤er)× J(Θ⊤er) +M. (1)

Здесь J = diag(J1, J2, J3) ; J1, J2, J3 – главные центральные моменты инерции спут-
ника, er – единичный вектор оси OZ , M – управляющий момент, который создает-
ся как за счет взаимодействия собственного дипольного магнитного момента спут-
ника с магнитным полем Земли (M(1) ), так и силами Лоренца, действующими на
заряженную поверхность спутника (M(2) ). В результате имеем M = M(1) +M(2) .

При наличии на спутнике магнитных катушек, создающих собственный магнит-
ный момент u за счет взаимодействия с геомагнитным полем с индукцией b(t) ,
можно сформировать механический момент [19]

M(1) = u× (Θ⊤b). (2)

Другой способ управления основан на использовании электродинамического
эффекта влияния лоренцевых сил, действующих на заряженную часть поверхности
спутника. Такой метод впервые был предложен одним из авторов [20]. В этой ра-
боте было показано, что путем изменения радиус-вектора центра заряда спутника
относительно его центра масс можно создать момент лоренцевых сил и использо-
вать его в качестве управляющего момента. Момент этих сил относительно центра
масс спутника определяется по формуле [15,21–23]

M(2) = qrq ×Θ⊤(Vc × b). (3)

Здесь q – электростатический заряд, rq = [xq, yq, zq]
⊤ – радиус-вектор центра заря-

да спутника относительно его центра масс; Vc = R0(ω 0− ωE)eτ – скорость центра
масс спутника, eτ – орт оси OX , R0 – радиус орбиты спутника, ωE – угловая
скорость суточного вращения Земли.

Поскольку оба момента (2) и (3) зависят от вектора b индукции геомагнитного
поля, неизбежным этапом решения задачи является рассмотрение аналитического
представления вектора b . Существуют многочисленные аппроксимации выраже-
ния для вектора b различной степени сложности: «прямой» магнитный диполь,
«наклонный» магнитный диполь, квадрупольное и октупольное приближения и
др. [1,15,23,24]. Как уже указывалось, в большинстве теоретических исследований
проблем стабилизации используется самая простая модель – «прямой» магнитный
диполь. Здесь рассмотрена наиболее полная из упомянутых – октупольная модель.
В октупольном приближении компоненты вектора магнитной индукции b(t) в ор-
битальной системе координат при движении в экваториальной плоскости имеют
вид [1]

b1 = µ0

h (
g11 sin τ − h1

1 cos τ
�
+ ν

(
g22 sin 2τ − h2

2 cos 2τ
�
+

+

√
6

12
ν2

�√
15(g33 sin 3τ − h3

3 cos 3τ)− (g13 sin τ − h1
3 cos τ)

� i
,

b2 = −µ0

�
g01 + ν

(
g12 cos τ + h1

2 sin τ
�
+

ν2

6

�√
15(g23 cos 2τ + h2

3 sin 2τ)− 3g03

��
, (4)

b3 = µ0

�
2(g11 cos τ + h1

1 sin τ) +

√
3

2
ν
�√

3(g22 cos 2τ + h2
2 sin 2τ)− g02

�
+

+

√
2

3
ν2

�√
5(g33 cos 3τ + h3

3 sin 3τ)−
√
3(g13 cos τ + h1

3 sin τ)
��

,
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где µ0 = (RE/R0)
3 , ν =

√
3RE/R0 . Здесь gmn , hm

n – гауссовы коэффициенты; τ =
(1−ε)t – безразмерная независимая переменная, ε = ωE/ω0 ; RE – средний радиус
Земли. Значения первых коэффициентов gmn , hm

n (в нТ = 10−9Т), согласно [24],
таковы:

g01 = −29557, g11 = −1671.8, h1
1 = 5080, g02 = −2340,

g12 = 3047, h1
2 = −2595, g22 = 1657, h2

2 = −517.

Выражения для компонент вектора магнитной индукции b1, b2, b3 содержат пе-
риодические функции с частотами, равными 1, 2, 3. Для пояснения сути пред-
ложенного ранее подхода к исследованию систем, нестационарных по управлению,
ограничимся в выражениях (4) квадрупольным приближением, т. е. рассмотрением
только частот 1 и 2:

b1 = µ0

�(
g11 sin τ − h1

1 cos τ
�
+ ν

(
g22 sin 2τ − h2

2 cos 2τ
��

,

b2 = −µ0

�
g01 + ν

(
g12 cos τ + h1

2 sin τ
��

,

b3 = µ0

�
2(g11 cos τ + h1

1 sin τ) + 1.5ν
(
g22 cos 2τ + h2

2 sin 2τ − g̃02
��
, где g̃02 = g02/

√
3.

Линеаризованные уравнения движения спутника в окрестности положения от-
носительного равновесия на круговой экваториальной орбите имеют вид [25]

ẍ1 − d̃1ẋ3 − κ̃1x1 = M1/J1,

ẍ2 − κ̃2x2 = M2/J2,

ẍ3 + d̃3ẋ1 − κ̃3x3 = M3/J3.

(5)

Здесь x1 = θ2 , x2 = θ3 , x3 = θ1 ; M1 , M2 , M3 – компоненты управляющего
момента; d̃j = dj/(1− ε) , κ̃i = κi/(1− ε)

2 , (j = 1, 2; i = 1, 2, 3), d1 = d/J1 ,
d3 = d/J3 , d = J2−J1−J3 ; κ1 = 4(J3−J2)/J1 , κ2 = 3(J3−J1)/J2 , κ3 = (J1−J2)/J3 .

В векторно-матричных обозначениях дифференциальная система (5) может
быть переписана в виде системы уравнений первого порядка, разрешенных отно-
сительно производных:

ẋ(1) = A1x
(1) + B̃1, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
,

ẋ(2) = A2x
(2) + B̃2, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
.

Здесь

A1 =

    
0 0 1 0
0 0 0 1

κ̃1 0 0 d̃1
0 κ̃3 −d̃3 0

    , A2 =

�
0 1
κ̃2 0

�
, B̃1 =

    
0
0

M1/J1
M3/J3

    , B̃2 =

�
0

M2/J2

�
.

Далее рассмотрим задачу стабилизации относительного равновесия спутника, ко-
гда управляющие моменты имеют различную физическую природу, – управление
при помощи магнитных катушек и управление моментами сил Лоренца.

2. Управление при помощи магнитных катушек

В этом случае компоненты управляющего момента M(1) имеют вид

M
(1)
1 = b3u2 − b2u3, M

(1)
2 = b1u3 − b3u1, M

(1)
3 = b2u1 − b1u2.

Собственные магнитные моменты, создаваемые магнитными катушками
u1, u2, u3 , служащие управлениями, формально независимы, однако компоненты
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механического момента M1,M2,M3 не являются независимыми (ранг матрицы
коэффициентов при управлении равен двум). Матрица управляющих коэффициен-
тов в рассматриваемой задаче не имеет полного ранга. Это является принципиаль-
ной трудностью, на что указывалось во многих работах. Поэтому без ограничения
общности можно рассматривать только две компоненты собственного магнитного
момента. Будем далее полагать, что u2 = 0 . Тогда

ẋ(1) = A1x
(1) +B1u, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
, u = [u1, u3]

⊤
, (6)

ẋ(2) = A2x
(2) +B2u, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
, (7)

B1 = µ∗

�
O2

B11

�
, B11 =

   0
−b2(τ)

J1
b2(τ)

J3
0

   , B2 = µ∗

  0 0
−b3(τ)

J2

b1(τ)

J2

  , (8)

где µ∗ =
µ0

ω2
0(1− ε)2

. Матрицы (8) коэффициентов при управлении содержат пять

независимых функций f(τ) = [1, cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ ]⊤ . Эти функции подчи-
няются системе линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами ḟ = Sf пятого порядка (m = 5). Замена переменных x =

(
f⊤ ⊗ En

�
y

(где ⊗ — символ кронекеровского произведения [26]) приводит нестационарную
систему (6), (7) к стационарной системе порядка mn = 30 [14, 15].

Замечание. Учет слагаемых с частотой 3 в выражении для индукции геомаг-
нитного поля лишь увеличит порядок приведенных стационарных систем до 42,
так как количество независимых функций будет m = 7 .

В данном случае блочная структура системы (6), (7) позволяет привести ее к
двум, связанным через управление, независимым стационарным системам порядка
N1 = 12 и N2 = 10 . Согласно [14,25], преобразование

x(1) = F⊤
1 Y1

(12×1)
, x(2) = F⊤

2 Y2
(10×1)

, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]
⊤
, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
,

F⊤
1 = f⊤

1 ⊗ E4, F
⊤
2 = f⊤

2 ⊗ E2; f
⊤
1 = [cos τ, sin τ, 1], f⊤

2 = [cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ, 1]

приводит исходную нестационарную систему (6), (7) к стационарной системе

Ẏ = GY +Byu, G = diag
�
G(1), G(2)

�
, By =

�
B(1),
B(2)

�
, (9)

G(1) = E3 ⊗A(1) − S1 ⊗ E4, G(2) = E5 ⊗A(2) − S2 ⊗ E2,

S1 =

�
S11 O12

O21 0

�
, S11 =

�
0 1
−1 0

�
, S2 =

  S11 O2 O21

O2 2S11 O21

O12 O12 0

  , (10)

B(1) =

   B
(1)
1

B
(1)
2

B
(1)
3

   , B(2) =

   B
(2)
1

. . .

B
(2)
5

   ,

B
(1)
1 = µ∗νg

1
2

�
O2

I

�
, B

(1)
2 = µ∗νh

1
2

�
O2

I

�
, B

(1)
3 = µ∗νg

0
2

�
O2

I

�
, I =

   0 − 1

J1
1

J3
0

   ,

B
(2)
1 =

µ0

J2

�
0 0

−2g11 −h1
1

�
, B

(2)
2 =

µ0

J2

�
0 0

−2h1
1 g11

�
,

B
(2)
3 =

µ0ν

J2

�
0 0

−1.5g22 −h2
2

�
, B

(2)
4 =

µ0ν

J2

�
0 0

−1.5h2
2 g22

�
, B

(2)
5 =

µ0ν

J2

�
0 0

1.5g02 0

�
.
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Здесь и далее через Em, Omn, Om обозначены единичные и нулевые матрицы раз-
мерности m× n и m×m соответственно.

Запишем систему (9) в виде пяти подсистем, связанных только через управ-
ления

Ẏ (i) = GiY
(i) +Hiu (i = 1, . . . , 5), (11)

Y (1) = [y1, . . . , y8]
⊤
, Y (2) = [y9, . . . , y12]

⊤
, Y (3) = [y13, . . . , y16]

⊤
,

Y (4) = [y17, . . . , y20]
⊤
, Y (5) = [y21, . . . , y22]

⊤
,

G1 =

�
G11 −E4

E4 G11

�
, G11 =

�
O2 E2

K1 D

�
,K1 =

�
κ̃1 0
0 κ̃3

�
,

D =

�
0 d̃16

−d̃3 0

�
, H1 =

"
B

(1)
1

B
(1)
2

#
, G2 = G11, H2 = B

(1)
3 , (12)

G3 =

�
G31 −E2

E2 G31

�
, G31 =

�
0 1
κ̃2 0

�
, H3 =

"
B

(2)
1

B
(2)
2

#
,

G4 =

�
G31 −2E2

2E2 G31

�
, H4 =

"
B

(2)
3

B
(2)
4

#
, G5 = G31, H5 = B

(2)
5 .

Система уравнений (G5, H5) относительно переменных y21, y22 содержит лишь
управление u1 . Эта система управляема.

Рассмотрим системы уравнений относительно переменных y9, . . . , y20 при на-
личии только управления u1 .

1) Система (G2, H2) управляема, если d1κ̃1 ̸= 0 (при наличии только управле-
ния u3 условие управляемости d3κ̃3 ̸= 0).

2) Система (G3, H3) управляема, если κ̃2 + 1 ̸= 0 (при наличии только управ-
ления u3 это условие управляемости сохраняется).

3) Система (G4, H4) по каждому из управлений управляема всегда.
Система (G1, H1) при d = 0 расщепляется на две подсистемы: для переменных

y1, y3, y5, y7 с управлением u3 , которая управляема, и для переменных y2, y4, y6, y8 ,
которая не является полностью управляемой.

Итак, условиями неуправляемости системы (11) при наличии одного управле-
ния являются следующие условия:

d1κ̃1 = 0 (d3κ̃3 = 0) ; κ̃2 + 1 = 0; d = 0.

Замечание. В работе [9], где использована дипольная модель геомагнитного
поля, показано, что приведенная стационарная система при движении спутника по
экваториальной орбите неуправляема.

3. Управление моментами, создаваемыми силами Лоренца

Момент лоренцевых сил относительно центра масс спутника определяется по
формуле (3). Величины v1=xq , v2=yq , v3=zq (координаты центра электрического
заряда относительно центра масс) рассматриваются как управляющие параметры.
Выражения для линеаризованного момента в уравнениях (5) имеют вид

M
(2)
1 = µ∗∗ (b2v2 + b3v3) , M

(2)
2 = −µ∗∗b2v1, M

(2)
3 = −µ∗∗b3v1.

Здесь µ∗∗ = q · µ∗ ; выражения для bi определены формулами (4).
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Линеаризованные уравнения движения в этом случае (считаем, что v3 = 0)
имеют вид, аналогичный системе (6), (7):

ẋ(1) = A1x
(1) +B1v, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
, v = [v1, v2]

⊤, (13)

ẋ(2) = A2x
(2) +B2v, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
, (14)

B1 =

�
O2

B11

�
, B11 = µ0

k∗∗

�
0 b2/J1

b3/J3 0

�
, B2 = −µm∗

�
0 0

b2/J2 0

�
.

Замена переменных

x(1) = F⊤
3 Y1

(20×1)
, x(2) = F⊤

4 Y2
(6×1)

, x(1) = [x1x3ẋ1ẋ3]
⊤
, x(2) = [x2ẋ2]

⊤
,

F⊤
3 = f⊤

2 ⊗ E4, F⊤
4 = f⊤

1 ⊗ E2

приводит систему (13), (14) к стационарной системе 26-го порядка

Ẏ = GY +Byv, G = diag
�
G(1), G(2)

�
, By =

�
B(1)

B(2)

�
, (15)

где

G(1) = E5 ⊗A(1) − S2 ⊗ E4, G
(2) = E3 ⊗A(2) − S1 ⊗ E2, i = 1, 5,

B(1) = µ∗∗

   B
(1)
1

. . .

B
(1)
5

   , B(2) = µ∗∗

   B
(2)
1

B
(2)
2

B
(2)
3

   , B(1)
i =

�
O2

B
(1)
i1

�
, I1 =

   0
1

J1

− 1

J3
0

   ,
B

(1)
11 = 2g11I1, B

(1)
21 = 2h1

1I1, B
(1)
31 =

3

2
νg22I1, B

(1)
41 =

3

2
νh2

2I1, B
(1)
51 = −3

2
νg̃02I1,

B
(2)
1 =

νg12
J2

I2, B
(2)
2 =

νh1
2

J2
I2, B

(2)
3 =

g01
J2

I2, I2 =

�
0 0
1 0

�
.

(16)

Система (15), как и в случае использования магнитных катушек, состоит из
пяти, связанных только через управление, подсистем (Gi, Hi) относительно пере-
менных y1, . . . , y8 ; y9, . . . , y16 ; y17, . . . , y20 ; y25, y26 :

G1 =

�
G11 −E4

E4 G11

�
, H1 = µ∗∗

    
O2

B11

O2

B21

    , G2 =

�
G11 −2E4

2E4 G11

�
, H2 = µ∗∗

    
O2

B31

O2

B41

    , G3 = G11,

H3 = µ∗∗

�
O2

B51

�
, G4 =

�
G31 −E2

E2 G31

�
, H4 = µ∗∗

"
B

(2)
1

B
(2)
2

#
, G5 = G31, H5 = µ∗∗B

(2)
3 .

Здесь Gij и Bij и B
(2)
i определены формулами (12) и (16) соответственно.

Очевидно, что для управляемости систем (Gi, Hi) (i = 4, 5, 6) необходимо, что-
бы v1 ̸= 0 . В случае v1 = 0 системы относительно переменных y21, . . . , y26 , оче-
видно, неуправляемы. Системы (G1, H1) и (G2, H2) неуправляемы, если κ̃1 = κ̃3 .
Системы (G3, H3) и (G4, H4) неуправляемы, если κ̃2 + 1 = 0 .

В [11] показано, что если орбита экваториальная, то при использовании модели
геомагнитного поля «прямой магнитный диполь» необходимым условием управ-
ляемости является наличие лоренцевых сил. Если используются только моменты,
создаваемые магнитными катушками, система (6) стационарна и неуправляема.

В приложении рассмотрено применение предложенной методики в случае ком-
бинированного управления при одновременном использовании двух управляющих
моментов: M = M(1) +M(2) .
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4. Алгоритм стабилизации положения относительного равновесия
спутника

Алгоритм стабилизации построим на основе приведенных стационарных систем.
Предположим, что стационарные системы управляемы. Управление сформируем в
виде обратной связи с постоянными коэффициентами. Такое управление обеспечит
асимптотическую устойчивость приведенной стационарной системы. Стабилизи-
рующее управление u(τ) построим в виде обратной связи по состоянию

u = −KyY (τ), (17)

а матрицу коэффициентов управления Ky =const выберем так, чтобы замкнутая
система

Ẏ = (G−BKy)Y

была асимптотически устойчивой.
Постоянную матрицу Ky можно выбрать, например, так, чтобы характеристи-

ческий многочлен замкнутой системы совпал с любым наперед заданным многочле-
ном n -ой степени с действительными коэффициентами. Другой вариант построе-
ния управления – выбор коэффициентов обратной связи из условия минимума
квадратичного функционала

Φ =
1

2

Z ∞

0

�
Y ⊤(t)QY (t) + u⊤(t)Ru(t)

�
dt. (18)

Здесь Q и R – заданные неотрицательно и положительно определенные постоян-
ные матрицы соответственно. Оптимальное управление имеет вид (17), где

Ky = R−1ByP.

Матрица P является положительно определенным решением матричного алге-
браического уравнения Риккати

PG+G⊤P − PByR
−1By

⊤P +Q = 0.

Синтезированное управляющее воздействие является функцией перемен-
ных Y (τ) стационарной системы более высокого порядка, чем исходная нестацио-
нарная система (n = 6). Для введения управления непосредственно в исходную
систему следует выразить вектор Y (τ) через исходный вектор состояния x(τ) и
некоторый дополнительный вектор. Размерность стационарной системы в случае
использования моментов магнитных катушек N1 = 22 и N2 = 26 в случае исполь-
зования моментов сил Лоренца. Введем дополнительные векторы ξ(i) (ξ(1)(16× 1)
в первом случае и ξ(2)(20×1) во втором). Тогда можно ввести ограниченные невы-
рожденные преобразования

X(i) = T (i)Y (i) (i = 1, 2), где X(i) =
h
x, ξ(i)

i⊤
, x = [x1, x3, ẋ1, ẋ3, x2, ẋ2]

⊤
.

Выражения для матриц T (i) приведены ниже.
Затем можно построить расширенную нестационарную систему относительно

вектора X(i) , включающую исходные системы (6), (7) или (13), (14) как под-
системы

Ẋ(i) = AXX(i) +BXu, (19)
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и ввести управление, найденное для соответствующих стационарных систем, в виде

u = −Ki
Y T

−1
i X(i). (20)

Расширенная нестационарная система (19), замкнутая управлением (20), имеет вид

Ẋ =
�
Ṫ + T (G−ByKY )

�
T−1X. (21)

Нестационарная система (21), в силу выбора коэффициентов управления и огра-
ниченности преобразования T , асимптотически устойчива.

4.1. Преобразование уравнений в случае магнитного управления.
Построим преобразование X = TY для управления магнитными катушками (верх-
ний индекс для краткости опускаем). В этом случае вектор расширенной нестацио-
нарной системы X представим в виде совокупности векторов

X =

�
X(1)

X(2)

�
, X(1) =

�
x(1)

ξ(1)

�
=
h
x(1), ξ

(1)
11 , ξ

(1)
12

i⊤
, X(2) =

h
x(2), ξ

(1)
21 , ξ

(1)
22 , ξ

(1)
23 , ξ

(1)
24

i⊤
,

ξ
(1)
11 (4× 1), ξ

(1)
12 (4× 1), ξ

(1)
21 (2× 1), ξ

(1)
22 (2× 1), ξ

(1)
23 (2× 1), ξ

(1)
24 (2× 1).

Дополнительные векторы можно построить различными способами, но так, что-
бы матрица преобразования T была невырожденной и ограниченной. Матрицу
T = diag (T1, T2) можно сформировать, например, в виде

X = TY, T1
12×12

=

  F⊤
1

P⊤
11

P⊤
12

  , T2
10×10

=

    
F⊤
2

P⊤
21

. . .
P⊤
24

    , (22)

P⊤
1j = F⊤

1 Hj
1 , P

⊤
2k = F⊤

2 Hk
2 (j = 1, 2, k = 1, ..., 4),

F⊤
1 = f⊤

1 ⊗ E4, F
⊤
2 = f⊤

2 ⊗ E2; f
⊤
1 = [cos τ, sin τ, 1], f⊤

2 = [cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ, 1],

H1 = S⊤
1 ⊗ E4, H2 = S⊤

2 ⊗ E2.

В уравнениях (21) матрицы Ṫ = diag(Ṫ1, Ṫ2) представимы в виде

Ṫ1 =

  Ḟ⊤
1

Ṗ⊤
11

Ṗ⊤
12

  , Ṫ2 =

    
Ḟ⊤
2

Ṗ⊤
21

. . . .

Ṗ⊤
24

    . (23)

С учетом того, что ḟ⊤
i = f⊤

i Si (i = 1, 2) , имеем

Ḟ⊤
1 = f⊤

1 S⊤
1 ⊗ E4, Ṗ⊤

11 = Ḟ⊤
1 H1, Ṗ⊤

12 = Ḟ⊤
1 H2

1 ,

Ḟ⊤
2 = f⊤

2 S⊤
1 ⊗ E2, Ṗ⊤

21 = Ḟ⊤
2 H2, . . . , Ṗ

⊤
24 = Ḟ⊤

2 H4
2 .

Таким образом, все элементы замкнутой расширенной нестационарной системы
определены.
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4.2. Преобразование уравнений в случае лоренцева управления. Для
управления при помощи моментов лоренцевых сил преобразование, приводящее
систему (13), (14) к стационарным системам, имеет вид

X = TY, T = diag (T1, T2) , T1
20×20

=

    
F⊤
3

P⊤
31

. . .
P⊤
34

    , T2
6×6

=

  F⊤
4

P⊤
41

P⊤
42

  , (24)

F⊤
3 = f⊤

2 ⊗ E4, F⊤
4 = f⊤

1 ⊗ E2,

P⊤
3j = F⊤

3 Hj
2 , P⊤

4k = F⊤
4 H⊤

1 (j = 1, . . . , 4, k = 1, 2).

В этом случае блоки матрицы Ṫ = diag
�
Ṫ1, Ṫ2

�
в уравнениях (21) имеют вид

T1
20×20

=

    
Ḟ⊤
3

Ṗ⊤
31

· · ·
Ṗ⊤
34

    , T2
6×6

=

  Ḟ⊤
4

Ṗ⊤
41

Ṗ⊤
42

  , (25)

где
Ḟ⊤
3 = f⊤

2 S⊤
2 ⊗ E4, Ṗ⊤

31 = Ḟ⊤
3 H2, Ṗ⊤

12 = Ḟ⊤
3 H2

2 ,

Ḟ⊤
4 = f⊤

1 S⊤
1 ⊗ E2, Ṗ⊤

41 = Ḟ⊤
4 H1, . . . , Ṗ⊤

44 = Ḟ⊤
4 H4

1 .

Все элементы замкнутой расширенной нестационарной системы определены по
формулам (21), (24), (25).

5. Компьютерное моделирование

Предложенные алгоритмы стабилизации имеют ряд достоинств:
– управление строится для приведенных стационарных систем в виде обрат-

ной связи с постоянными коэффициентами. Оно обеспечивает асимптотическую
устойчивость стационарной системы;

– выбор коэффициентов обратной связи в законе управления стационарной си-
стемой осуществляется либо в соответствии со стандартной процедурой LQR (при
этом требуется задать лишь параметры функционалов), либо путем назначения
корней характеристического уравнения стационарной системы.

При выборе параметров управления следует учитывать ограничения, связанные
с требованиями к технической реализации управления.

Здесь при моделировании выберем параметры функционала в оптимальном
управлении такими, чтобы управляющие моменты в среднем были по модулю того
же порядка, что и гравитационные моменты.

Задача стабилизации относительного равновесия моделировалась для случаев
использования собственных магнитных моментов, создаваемых при помощи маг-
нитных катушек, и моментов сил Лоренца.

Моделирование проведено при помощи стандартного пакета Matlab 7.1. Коэф-
фициенты управления выбраны на основе стандартной программы LQR для соот-
ветствующих стационарных систем:

1) для управления магнитными катушками – (6), (7) порядка N1 = 22 ;
2) при управления моментами сил Лоренца – (13), (14) порядка N2 = 26 .
Построенные управления введены в нестационарную систему (21) при помощи

преобразований (22) и (24).
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5.1. Моделирование в случае магнитного управления. Для случая ис-
пользования магнитных катушек матрицы функционала (18) имеют вид Q =
diag(γ1E12, γ2E10) , R = βE2 . Начальные отклонения по углам x1(0) = x3(0) = 0.15 ,
x2(0) = 0.16 ; по скоростям ẋ1(0) = ẋ3(0) = 0.1 , ẋ2(0) = −0.1 .

На рис. 1, 2 представлено поведение координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управ-
ления u(τ) для спутника с тензором инерции J = [5.8 3.6 2.5] кг · м2 [28].

Рис. 1. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 1.0

Рис. 2. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 100.0

На рис. 1 г), 2 г) показано, как величина параметра β влияет на величину управ-
ления u(τ) . На рис. 3, 4 показаны результаты моделирования процессов стабили-
зации для спутника с тензором инерции J = [1600 1000 800] кг · м2 [9, 25, 27].

Рис. 3. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 0.01 ; β = 0.01

Увеличение параметра β позволило уменьшить величину управления, но время
стабилизации при этом увеличилось.

5.2. Моделирование в случае лоренцева управления. В том случае,
когда для управления используются моменты, создаваемые за счет сил Лоренца,
действующих на заряженный экран спутника, матрицы функционала (18) имеют
вид Q = diag(γ1E20, γ2E6) , R = βE2 . Начальные отклонения по углам x1(0) =
x3(0) = 0.15 , x2(0) = 0.16 ; по скоростям ẋ1(0) = ẋ3(0) = ẋ2(0) = −0.1 .

На рис. 5 представлено поведение координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управле-
ния u(τ) для спутника с тензором инерции J = [5.8 3.6 2.5] кг · м2 [27].
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Рис. 4. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ1 = 0.1 , γ2 = 1.0 ; β = 100.0

Рис. 5. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0

Для спутника с тензором инерции J = [1600 1000 800] кг · м2 [10, 25] поведение
координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управления u(τ) представлено на рис. 6.

Рис. 6. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0

Проведенное математическое моделирование подтвердило эффективность пред-
ложенных алгоритмов стабилизации.

Заключение

Для достаточно полной модели геомагнитного поля исследована задача стаби-
лизации положения относительного равновесия спутника в орбитальной системе
координат как при использовании собственного магнитного момента спутника, так
и момента сил Лоренца.

Предложен строгий аналитический подход к решению указанной задачи стаби-
лизации, который позволяет синтезировать управление, обеспечивающее асимпто-
тическую устойчивость рассматриваемого движения. Преимущество предлагаемо-
го подхода заключается в его конструктивности и возможности алгоритмизации.
Приведенные результаты компьютерного моделирования подтвердили эффектив-
ность предложенной методики.
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Приложение

При комбинированном управлении, использующем одновременно возможности
двух управляющих моментов – собственного магнитного момента и лоренцева мо-
мента, приведенная стационарная система имеет порядок mn = 30 :

Ż = LZ +HU, Z(30× 1), U = [u1u3v1v2]
T,

L = diag( G̃1
(8×8)

, G̃2
(8×8)

, G̃3
(4×4)

G3
(4×4)

, G4
(4×4)

, G5
(2×2)

),

H = [H(1)TH(2)TH(3)TH(4)TH(5)TH(6)T]T,

H(1) =

    
O24

H1
1

O24

H1
2

    , H1
1 =

"
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νg1
2

J1
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#
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�
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1

�
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1
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2
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1
2 0

0 0 0 0
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    , H(5) =
−µν

J2

    
0 0 0 0

1, 5g22 h2
2 0 0

0 0 0 0
1, 5h2

2 −g22 0 0

    ,

H(6) =
1

J2

�
0 0 0 0

1, 5µνg02 0 µ∗g
0
1 0

�
.

Благодарности. Исследование выполнено за счет гранта Российского научно-
го фонда № 24-21-00104, https://rscf.ru/project/24-21-00104/.

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.

Литература

1. Антипов К.А., Тихонов А.А. Мультипольные модели геомагнитного поля: построе-
ние N-го приближения // Геомагн. аэрон. 2013. Т. 53, № 2. С. 271–281.
https://doi.org/10.7868/S0016794013020028.

2. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. Стабилизация стационарных движений спут-
ника около центра масс в геомагнитном поле // Итоги науки и техн. Сер. Соврем.
матем. и ее прил. Темат. обз. 2023. Т. 220. С. 71–85.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-220-71-85.

3. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. Стабилизация стационарных движений спут-
ника около центра масс в геомагнитном поле // Итоги науки и техн. Сер. Соврем.
матем. и ее прил. Темат. обз. 2023. Т. 221. С. 71–92.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-221-71-92.



512 В.И. КАЛЕНОВА и др.

4. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. Стабилизация стационарных движений спут-
ника около центра масс в геомагнитном поле // Итоги науки и техн. Сер. Соврем.
матем. и ее прил. Темат. обз. 2023. Т. 222. С. 42–63.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-222-42-63.

5. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. Стабилизация стационарных движений спут-
ника около центра масс в геомагнитном поле // Итоги науки и техн. Соврем. матем.
и ее прил. Темат. обз. 2023. Т. 223. С. 84–106.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-223-84-106.

6. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. Стабилизация стационарных движений спут-
ника около центра масс в геомагнитном поле // Итоги науки и техн. Соврем. матем.
и ее прил. Темат. обз. 2023. Т. 224. С. 115–124.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-224-115-124.

7. Овчинников М.Ю., Ролдугин Д.С. Современные алгоритмы активной магнитной
ориентации спутников // Космич. апп. и технол. 2019. Т. 3, № 2. С. 73–86.
https://doi.org/10.26732/2618-7957-2019-2-73-86.

8. Тихонов А.А. Уточнение модели «наклонный диполь» в задаче об эволюции враща-
тельного движения заряженного тела в геомагнитном поле // Космич. исслед. 2002.
Т. 40, № 2. С. 171–177.

9. Морозов В.М., Каленова В.И. Управление спутником при помощи магнитных момен-
тов: управляемость и алгоритмы стабилизации // Космич. исслед. 2020. Т. 58, № 3.
С. 199–207. https://doi.org/10.31857/S0023420620030048.

10. Kalenova V.I., Morozov V.M. Novel approach to attitude stabilization of satellite using
geomagnetic Lorentz forces // Aerosp. Sci. Technol. 2020. V. 106. Art. 106105.
https://doi.org/10.1016/j.ast.2020.106105.

11. Морозов В.М., Каленова В.И. Стабилизация положения относительного равновесия
спутника при помощи магнитных и лоренцевых моментов // Космич. исслед. 2021.
Т. 59, № 5. С. 393–407. https://doi.org/10.31857/S0023420621050058.

12. Морозов В.М., Каленова В.И., Рак М.Г. О стабилизации регулярных прецессий спут-
ника при помощи магнитных моментов // ПММ. 2021. Т. 85, № 4. С. 436–453.
https://doi.org/10.31857/S003282352104010X.

13. Морозов В.М., Каленова В.И. Стабилизация относительного равновесия спутника
при помощи магнитных моментов с учетом аэродинамических сил // Космич. исслед.
2022. Т. 60, № 3. С. 246–253. https://doi.org/10.31857/S0023420622030074.

14. Каленова В.И., Морозов В.М. Линейные нестационарные системы и их приложения
к задачам механики. М.: Физматлит, 2010. 207 с.

15. Kalenova V.I., Morozov V.M., Rak M.G. On methodology for solving control problems
of one class of time-varying systems // Lobachevskii J. Math. 2023. V. 44, No 11.
P. 4994–5000. https://doi.org/10.1134/S1995080223110197.

16. Aleksandrov A.Yu., Aleksandrova E.B., Tikhonov A.A. Stabilization of a programmed ro-
tation mode for a satellite with electrodynamic attitude control system // Adv. Space Res.
2018. V. 62, No 1. P. 142–151. https://doi.org/10.1016/j.asr.2018.04.006.

17. Antipov K.A., Tikhonov A.A. On satellite electrodynamic attitude stabilization // Aerosp.
Sci. Technol. 2014. V. 33, No 1. P. 92–99. https://doi.org/10.1016/j.ast.2014.01.004.

18. Белецкий В.В. Движение спутника относительно центра масс в гравитационном поле.
М.: Изд-во Моск. ун-та, 1975. 308 с.

19. Wertz J. (Ed.) Spacecraft Attitude Determination and Control. Ser.: Astrophysics and
Space Science Library. V. 73. Dordrecht: D. Reidel Publ. Co., 1978. xviii, 858 p.
https://doi.org/10.1007/978-94-009-9907-7.

20. Тихонов А.А. Метод полупассивной стабилизации космического аппарата в геомаг-
нитном поле // Космич. исслед. 2003. Т. 41, № 1. С. 69–80.



ЗАДАЧА СТАБИЛИЗАЦИИ УГЛОВОГО ДВИЖЕНИЯ. . . 513

21. Петров К.Г., Тихонов А.А. Момент сил Лоренца, действующих на заряженный спут-
ник в магнитном поле Земли. Ч. 2. Вычисление момента и оценки его составляю-
щих // Вестн. C.-Петерб. ун-та. Сер. 1. 1999. Вып. 3 (№ 15). С. 81–91.

22. Aleksandrov A.Yu., Tikhonov A.A. Averaging technique in the problem of Lorentz
attitude stabilization of an Earth-pointing satellite // Aerosp. Sci. Technol. 2020. V. 104.
Art. 105963. https://doi.org/10.1016/j.ast.2020.105963.

23. Nababi M., Barati M. Mathematical modeling and simulation of the Earth’s magnetic field:
A comparative study of the models on the spacecraft of attitude control application //
Appl. Math. Modell. 2017. V. 46. P. 365–381. https://doi.org/10.1016/j.apm.2017.01.040.
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Abstract

A satellite moving along a circular Keplerian orbit in near-Earth space was explored,
focusing on its attitude stabilization in the orbital coordinate system using the intrinsic
magnetic and Lorentz force moments. Fluctuations in geomagnetic induction that occur as
the satellite orbits cause the coefficients in the dynamical equations governing the satellite’s
attitude motion to vary over time. The results show that, although the linearized system of
differential equations of the satellite’s motion is non-stationary, it can be reduced to a stationary
system of higher order, which holds even for high-precision multipole models of the geomagnetic
field. Thus, a control law design was proposed to stabilize the satellite. The controllability of
the system was analyzed, and an optimal stabilization algorithm based on the LQR method was
developed. The effectiveness of the proposed approach was validated by computer modeling.

Keywords: satellite, satellite attitude stabilization, geomagnetic field, controllability,
optimal control
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Figure Captions

Fig. 1. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 1.0 .

Fig. 2. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 100.0 .

Fig. 3. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 0.01 ; β = 0.01 .

Fig. 4. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ1 = 0.1 , γ2 = 1.0 ; β = 100.0 .

Fig. 5. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0 .

Fig. 6. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0 .



ЗАДАЧА СТАБИЛИЗАЦИИ УГЛОВОГО ДВИЖЕНИЯ. . . 515

References

1. Antipov K.A., Tikhonov A.A. Multipole models of the geomagnetic field: Construction of
the N th approximation. Geomagn. Aeron., 2013, vol. 53, no. 2, pp. 257–267.
https://doi.org/10.1134/S0016793213020023.

2. Morozov V.M., Kalenova V.I., Rak M.G. Stabilization of stationary motions of a satellite
near the center of mass in a geomagnetic field. Itogi Nauki Tekh. Ser. Sovrem. Mat. Ee
Prilozh. Tematich. Obz., 2023, vol. 220, pp. 71–85.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-220-71-85. (In Russian)

3. Morozov V.M., Kalenova V.I., Rak M.G. Stabilization of stationary motions of a satellite
near the center of mass in a geomagnetic field. Itogi Nauki Tekh. Ser. Sovrem. Mat. Ee
Prilozh. Tematich. Obz., 2023, vol. 221, pp. 71–92.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-221-71-92. (In Russian)

4. Morozov V.M., Rak M.G., Kalenova V.I. Stabilization of stationary motions of a satellite
near the center of mass in a geomagnetic field. Itogi Nauki Tekh. Ser. Sovrem. Mat. Ee
Prilozh. Tematich. Obz., 2023, vol. 222, pp. 42–63.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-222-42-63. (In Russian)

5. Morozov V.M., Kalenova V.I., Rak M.G. Stabilization of stationary motions of a satellite
near the center of mass in a geomagnetic field. Itogi Nauki Tekh. Ser. Sovrem. Mat. Ee
Prilozh. Tematich. Obz., 2023, vol. 223, pp. 84–106.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-223-84-106. (In Russian)

6. Morozov V.M., Kalenova V.I., Rak M.G. Stabilization of stationary motions of a satellite
near the center of mass in a geomagnetic field. Itogi Nauki Tekh. Ser. Sovrem. Mat. Ee
Prilozh. Tematich. Obz., 2023, vol. 224, pp. 115–124.
https://doi.org/10.36535/0233-6723-2023-224-115-124. (In Russian)

7. Ovchinnikov M.Yu., Roldugin D.S. Current algorithms for active magnetic attitude control
of satellites. Kosm. Appar. Tekhnol., 2019, vol. 3, no. 2, pp. 73–86.
https://doi.org/10.26732/2618-7957-2019-2-73-86. (In Russian)

8. Tikhonov A.A. Refinement of the oblique dipole model in the evolution of rotary motion
of a charged body in the geomagnetic field. Cosmic Res., 2002, vol. 40, no. 2, pp. 157–162.
https://doi.org/10.1023/A:1015149420500.

9. Morozov V.M., Kalenova V.I. Satellite control using magnetic moments: Controllability
and stabilization algorithms. Cosmic Res., vol. 58, no. 3, pp. 158–166.
https://doi.org/10.1134/S0010952520030041.

10. Kalenova V.I., Morozov V.M. Novel approach to attitude stabilization of satellite using
geomagnetic Lorentz forces. Aerosp. Sci. Technol., 2020, vol. 106, art. 106105.
https://doi.org/10.1016/j.ast.2020.106105.

11. Kalenova V.I., Morozov V.M. Stabilization of satellite relative equilibrium using magnetic
and Lorentzian moments. Cosmic Res., 2021, vol. 59, no. 5, pp. 343–356.
https://doi.org/10.1134/S0010952521050051.

12. Morozov V.M., Kalenova V.I., Rak M.G. On the stabilization of the regular precessions of
satellites by means of magnetic moments. Mech. Solids, 2021, vol. 56, no. 8, pp. 1486–1499.
https://doi.org/10.3103/S0025654421080136.

13. Morozov V.M., Kalenova V.I. Stabilization of satellite relative equilibrium using magnetic
moments and aerodynamic forces. Cosmic Res., 2022, vol. 60, no. 3, pp. 213–219.
https://doi.org/10.1134/S0010952522030066.

14. Kalenova V.I., Morozov V.M. Lineinye nestatsionarnye sistemy i ikh prilozheniya k
zadacham mekhaniki [Linear Time-Varying Systems and Their Application to the
Problems of Mechanics]. Moscow, Fizmatlit, 2010. 207 p. (In Russian)

15. Kalenova V.I., Morozov V.M., Rak M.G. On methodology for solving control problems
of one class of time-varying systems. Lobachevskii J. Math., 2023, vol. 44, no. 11,
pp. 4994–5000. https://doi.org/10.1134/S1995080223110197.



516 В.И. КАЛЕНОВА и др.

16. Aleksandrov A.Yu., Aleksandrova E.B., Tikhonov A.A. Stabilization of a programmed
rotation mode for a satellite with electrodynamic attitude control system. Adv. Space Res.,
2018, vol. 62, no. 1, pp. 142–151. https://doi.org/10.1016/j.asr.2018.04.006.

17. Antipov K.A., Tikhonov A.A. On satellite electrodynamic attitude stabilization. Aerosp.
Sci. Technol., 2014, vol. 33, no. 1, pp. 92–99.
https://doi.org/10.1016/j.ast.2014.01.004.

18. Beletskii V.V. Dvizhenie sputnika otnositel’no tsentra mass v gravitatsionnom pole
[Motion of an Artificial Satellite about its Center of Mass in the Gravitational Field].
Moscow, Izd. Mosk. Univ., 1975. 308 p. (In Russian)

19. Wertz J. (Ed.) Spacecraft Attitude Determination and Control. Ser.: Astrophysics and
Space Science Library. Vol. 73. Dordrecht, D. Reidel Publ. Co., 1978. xviii, 858 p.
https://doi.org/10.1007/978-94-009-9907-7.

20. Tikhonov A.A. A method of semipassive attitude stabilization of a spacecraft in the
geomagnetic field. Cosmic Res., 2003, vol. 41, no. 1, pp. 63–73.
https://doi.org/10.1023/A:1022355730291.

21. Petrov K.G., Tikhonov A.A. The moment of Lorentz forces acting on a charged satellite in
the Earth’s magnetic field. Part 2. the determination of the moment and estimations of its
components. Vestn. S.-Peterb. Univ. Ser. 1, 1999, vol. 3, no. 15, pp. 81–91. (In Russian)

22. Aleksandrov A.Yu., Tikhonov A.A. Averaging technique in the problem of Lorentz
attitude stabilization of an Earth-pointing satellite. Aerosp. Sci. Technol., 2020, vol. 104,
art. 105963. https://doi.org/10.1016/j.ast.2020.105963.

23. Nababi M., Barati M. Mathematical modeling and simulation of the Earth’s magnetic
field: A comparative study of the models on the spacecraft of attitude control application.
Appl. Math. Modell., 2017, vol. 46, pp. 365–381.
https://doi.org/10.1016/j.apm.2017.01.040.
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Аннотация

В работе представлена компьютерная модель, реализующая двухступенчатую систему
определения мест возникновения повреждений на основе анализа отражённых сигналов.
Приведены результаты моделирования для линии электропередачи с различным количе-
ством ответвлений от магистрали. Проведен анализ зависимости эффективности локали-
зации мест повреждений от величины коэффициента битовых ошибок в сети. Выполнен
анализ зависимости показателя надёжности диагностики от количества ответвлений и
вида повреждений.

Ключевые слова: двухступенчатая система диагностики, линия электропередачи с
древовидной топологией, битовая ошибка, компьютерное моделирование, FSK-модуляция

Введение

Развитие современных технологий приводит к быстрому росту потребления
электроэнергии. Это подчеркивает важность модернизации электрических сетей
для обеспечения надежного и качественного энергоснабжения потребителей. Од-
ним из многообещающих направлений является реализация концепции «Smart
grid», подразумевающая комплексную автоматизацию и информатизацию процес-
сов производства, передачи и потребления электроэнергии. Внедрение интеллек-
туальных технологий особенно эффективно в распределительных электрических
сетях, отличающихся сложной топологией с многочисленными ответвлениями от
магистралей. Использование автоматизированных систем мониторинга позволяет
существенно повысить надежность таких сетей за счет быстрого обнаружения и
локализации неисправностей сети [1–3].

Рассматриваемая в данной работе линия электропередачи (ЛЭП) с древовид-
ной топологией представляет собой наиболее сложный объект для исследования
локационным методом, так как ввиду большого числа переотражений регистрация
сигнала происходит при низком отношении сигнал/шум. Примером такой ЛЭП
является ЛЭП 6–10 кВ. Древовидная топология представляет собой схему построе-
ния распределительных электросетей, в которой линии электропередач расходятся
радиально, без замкнутых контуров, от одной центральной подстанции или источ-
ника питания к периферийным потребителям. Такая схема напоминает структуру
дерева с расходящимися от одного ствола ветвями, питающими рассредоточенных
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абонентов на местности. Основное её отличие от других топологий – наличие един-
ственного централизованного узла выдачи мощности в сеть и отсутствие резервных
замкнутых контуров.

Статья построена следующим образом. Во введении подчеркивается актуаль-
ность задачи диагностики повреждений в распределительных электрических сетях
со сложной топологией. Обосновывается целесообразность применения двухэтап-
ной системы диагностики методов, основанных на анализе отраженных сигналов.
В первом разделе описывается предложенная в работах [4,5] концепция построения
«Smart grid» для такого типа энергосистем. Приводятся особенности реализации
двухэтапного алгоритма диагностики повреждений с использованием информации
о битовых ошибках в каналах связи. Затем описывается структура разработанной
авторами компьютерной модели, приводятся результаты серии вычислительных
экспериментов для сетей с количеством ответвлений от 0 до 3. Анализирует-
ся зависимость показателей эффективности локализации повреждений от таких
факторов, как тип повреждения и количество ответвлений. В заключении фор-
мулируются основные выводы о работоспособности двухэтапного алгоритма для
сетей с заданной конфигурацией.

1. Концепция двухступенчатой системы диагностики

В качестве примера рассмотрим электрическую сеть с тремя отпайками (рис. 1).
Сеть состоит из одного центрального и четырех оконечных пунктов: RX1, RX2,
RX3, RX4, RX5. Диагностическая система представляет собой информационную
сеть, состоящую из трех основных элементов.

Рис. 1. Топология ЛЭП с тремя отпайками

1. Локатор. Центральный пункт RX1 оснащен локатором, который подключен
к электрической сети 6–10 кВ через устройство присоединения. Импульсное зон-
дирование позволяет определить только расстояние до места повреждения, но не
решает проблему определения сегмента, на котором произошло повреждение, так
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как для некоторых расстояний от RX1 это может произойти на любой отпайке
(сегменте ЛЭП, связанным с любым оконечным пунктом).

2. Диагностическая информационная сеть, с помощью которой снимается неод-
нозначность определения места повреждения. Каждый оконечный пункт осна-
щен модемами, которые подключены к обмоткам понижающего трансформатора,
для определенности считаем, что они подключены к фазе A. Каждый оконечный
пункт напрямую связан с двумя другими оконечными пунктами. По определен-
ному протоколу осуществляется мониторинг уровня битовых ошибок на каждом
из пунктов. Данные об уровне ошибок передаются по управляющей информацион-
ной сети на центральный пункт, где по возрастанию уровня ошибок в двух каналах
связи, связанных с конкретным оконечным устройством, определяется наличие по-
вреждения и нужный сегмент.

3. Управляющая информационная сеть реализована в виде дополнительных ка-
налов связи, по которым вся информация передается в центр управлениям RX1, где
и принимается решение о наличии повреждения, расстоянии и месте повреждения.

Целью данной работы является разработка модели двухступенчатой системы
диагностики линий электропередачи на базе зондирующего локационного метода.
Работа посвящена разработке алгоритма второй ступени диагностики древовидных
сетей электропередач, основанной на статистической оценке изменения уровня би-
товых ошибок в диагностической информационной сети и проведения исследования
эффективности и достоверности разработанной двухступенчатой системы диагно-
стики.

2. Описание компьютерной модели

Структура модели на первом этапе рассмотрена в работе [6]. На рис. 2 пред-
ставлена блок-схема второй ступени диагностики.

Рис. 2. Блок-схема модели второй ступени диагностики

Вторая ступень диагностики включает три основных функциональных блока:
1) блок генерации зондирующего сигнала; 2) блок моделирования среды распро-
странения; 3) блок обработки данных. Блок генерации сигнала выполняет форми-
рование зондирующих диагностических радиоимпульсов. Выполнен данный блок
в программной среде MATLAB.
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Входные данные, задаваемые в этом блоке:

• U – амплитуда сигнала, 1 В;

• вид модуляции: в данном имитационном эксперименте была выбрана FSK-
модуляция.

Входные данные для M-FSK модуляции (библиотека, задаваемая в MATLAB
fskmod):

• NT – тестовая битовая последовательность (при моделировании длина по-
следовательности выбиралась равной 1000 символов);

• M – общее количество возможных передаваемых символов (в данном случае
M = 2 для двоичной FSK);

• fc – центральная несущая частота передатчика, 50 кГц;

• T – длительность радиоимпульса, соответствующая времени передачи одного
символа, 0.1 мс;

• fs – частота дискретизации, 1 МГц.

Математическая модель частотно-манипулированного радиоимпульса записы-
вается следующим образом [7,8]:

sm(t) = Re [sml(t) exp(j2πfct)] = U cos(2πfct+ 2πfmt), 1 ≤ m ≤M, 0 ≤ t ≤ T,

где
sml(t) = U exp(j2π∆ft), 1 ≤ m ≤M, 0 ≤ t ≤ T, (1)

fm – частота, соответствующая m -му символу. Для логического 0: f1 = fc −∆f ,
а для логической 1: f2 = fc +∆f .

Величина частотного сдвига между двумя уровнями FSK-сигнала определяет-
ся как

∆f = f1 − f2.

Минимальное значение ∆f , при котором сигналы остаются ортогональными:

∆f =
1

2T
.

На выходе мы получаем сигнал с двоичной FSK-модуляцией, который поступает
в блок среды распространения (этот блок также используется на первом этапе диа-
гностики). Блок среды распространения состоит из блока линии электропередач и
блока регистрации и записи результатов моделирования.

Моделирование блока линии электропередач с разветвленной топологией реали-
зован в программной среде PSCAD/EMTDC с использованием специального ком-
понента «T-Line» [9]. В работе используется фазовая частотно-зависимая модель
ЛЭП [10,11], учитывающая взаимные влияния между линиями постоянного и пере-
менного токов. Реализованная модель позволяет проводить исследования электро-
линий с произвольной топологией (от линейных до сколь угодно разветвленных).

Входные данные, задаваемые в этом блоке:

• топология линии;

• вид повреждения (короткие замыкания, междуфазные замыкания, обрывы
фаз);
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• L0 – расстояние до места повреждения, км;

• l – длина линии, км;

• lОТВ – длина ответвления, км.

Также задаются такие специфические характеристики ЛЭП, как марка про-
вода – AC120/19; количество фаз – 3; геометрический параметр расположения
каждого проводника – треугольный; характеристическое сопротивление линейно-
го тракта для присоединения фаза – земля ZЛТ , 450Ом; удельное сопротивление
земли ρg , 100 Ом ·м; тип опоры – ПС10П14АМ.

Ослабление сигнала при передаче по воздушным линиям определяется по
формуле

A = α1l + αдоп,

где α1 – коэффициент ослабления в трехпроводных несимметричных линиях:

α1 = (K11K3

p
f +K21K4f)× 10−3,

K11 , K21 , K3 и K4 – коэффициенты ослабления, учитывающие потери в прово-
дах; определяемые маркой провода K11 , расположением проводов и типом опоры
K21 , и числом проводов в расщепленной фазе (K3 и K4 ), которые приведены в
табличных данных [12, 13].

Дополнительное ослабление

αдоп = αдоп1 + αотв,

где αдоп1 определяется для воздушных линий без учета ответвления согласно
формуле

αдоп1 = 20 log

�
1

C1

�
,

в которой значение коэффициента C1 , характеризующего расположение провод-
ников, приведено в табличных данных [12,13].

αотв – дополнительное затухание, обусловленное ответвлением

αотв = 20 log

���� 1

Tотв

���� ,
Tотв – коэффициент передачи через место ответвления напряжения падающей вол-
ны основной для данного тракта модальной составляющей. Значение Tотв зависит
от схемы обработки ответвления, параметров линии, нагрузки на конце ответвле-
ния и места включения ответвления:

1

Tотв
=

�
1 +

j

2
tan(ψ)

�
,

ψ = βlОТВ − arctan

�
K4Zлт

380

�
+
π

2
,

где

β =
2πf

300
+K4K

′
51,

коэффициенты K4 , K ′
51 определяются согласно табличным значениям в [12, 13],

которые характеризуются типом опоры, расположением проводов и номиналом на-
пряжения в линии.
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Таким образом, на выходе мы получаем выражение для сигнала на приемном
конце с учетом ослабления:

r(t) = sm(t)× 10−A/20,

после чего мы записываем r(t) в файл и передаем записанный сигнал в блок об-
работки данных.

Блок обработки данных состоит из блока демодуляции сигнала и блока вы-
числения вероятности битовой ошибки. На входе блока демодуляции сигнала мы
получаем принятый сигнал r(t) . Входные параметры для демодулятора, задавае-
мые в MATLAB библиотеке fskdemod:

• r(t) – принятый сигнал;

• M – общее количество возможных передаваемых символов (в данном случае
M = 2 для двоичной FSK);

• fc – центральная несущая частота передатчика, 50 кГц;

• T – длительность радиоимпульса, соответствующая времени передачи одного
символа, 0.1 мс;

• fs – частота дискретизации, 1 МГц.

Демодуляция реализуется в соответствии с работой [14]. Для каждой частоты
вычисляется величина

Rm = arg max
1≤m≤M

 
TX

t=0

r(t) cos(2πfmt)

!
, (2)

где t принимает значения 0, ∆t , 2∆t , . . . , T ; ∆t – шаг дискретизации времени,
обычно задается как

∆t =
1

fs
. (3)

Решение о том, какой символ был принят, принимается на основе сравнения
суммарных произведений на двух различных частотах fm . Если R1 > R2 , то счи-
тается, что принят символ 0, в противном случае – символ 1.

На выходе мы получаем выходную битовую последовательность NR , которая
после поступает в блок для вычисления вероятности битовой ошибки Pb . В бло-
ке вычисление вероятности битовой ошибки Pb осуществляется путём сравнения
выходной битовой последовательности NR с тестовой NT .

В ходе имитационного эксперимента оценивается значение Pbf при заданном
повреждении, после чего сравнивается с эталонным значением Pbnf , вычисленным
в отсутствии повреждений. По увеличению Pbf выявляется поврежденный участок
сети. По сути, отношением Pbf к Pbnf характеризуется показатель надёжности
диагностики: h = Pbf/Pbnf .

В данной статье представлены результаты моделирования ЛЭП в древовидных
сетях с прямолинейной структурой без отпаек, ЛЭП с одной отпайкой, с двумя
отпайками и тремя отпайками. В каждом случае моделируются различные типы
повреждений такие, как обрыв фазы, короткое замыкание на землю и межфазные
короткие замыкания.

На первом этапе моделирования определяется расстояние L до места повре-
ждения и точность определения этого расстояния ∆L : ∆L = |L−L0| . Величина L
получается путем усреднения по 100 модельным рефлектограммам.

На втором этапе моделирования производится уточнение, на каком сегменте
сети произошло повреждение.
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3. Результаты моделирования

В данной статье сделан упор на второй этап системы диагностики. Но для пол-
ного представления работы системы диагностики приведены результаты модели-
рования на первом этапе, которые представляют собой значения средней ошиб-
ки измерения расстояния до повреждения ∆L при заданных характеристиках
приемо-передающей аппаратуры. Параметры сигнала: амплитуда – 1В, длитель-
ность импульса – 5мкс. Расстояние от RX1 до места повреждения во всех случаях
L0 = 30 км. Таким образом, затухание во всех случаях одинаково, а уровень шума
будет отличаться из-за различного числа отпаек.

Прямолинейная ЛЭП без ответвлений представляет собой объект с наименьшим
уровнем помех, в которой нет явления переотражений. Результаты моделирования
на первом этапе для различных видов повреждений: ∆L – от 0.001 до 0.003 км.
Так как ответвлений нет, то второй этап диагностики не проводился.

Топология ЛЭП и результаты моделирования системы с одной отпайкой пред-
ставлены на рис. 3.

Рис. 3. Топология ЛЭП с одной отпайкой

Результаты моделирования на первом этапе для различных видов повреждений:
∆L – от 0.13 до 0.16 км.

На гистограммах рис. 4 приведен уровень битовой ошибки. Пунктирной ли-
нией представлен уровень ошибок Pbnf в диагностической сети, зарегистриро-
ванный в ЛЭП без повреждения. Реализована следующая информационная сеть:
RX1↔RX2, RX2↔RX3, RX3↔RX1. При обрыве фазы А, к которой подключен
модем, в каналах связи, связанных с RX3, уровень ошибок значительно выше, чем
в канале RX1↔RX2, где показатель надёжности h = 24.3 . При обрыве фаз В и С
это превышение не так выражено (h = 1.8), но повреждение хорошо локализуется.
То же самое можно сказать о результатах, полученных при двухфазных и трех-
фазных обрывах, у которых h = 26.9 для двух фаз (А и В, А и С), а для трёх фаз
(А и В и С) h = 47.9 . Аналогичная картина наблюдается при коротком замыкании
на землю и межфазных замыканиях.
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Рис. 4. Результаты моделирования ЛЭП с одной отпайкой

Топология ЛЭП и результаты моделирования системы с двумя отпайками пред-
ставлены на рис. 5. Повреждение имитируется на сегменте RX4 на расстоянии 30 км
от RX1. Результаты моделирования ошибки измерения расстояния до повреждения
на первом этапе для различных видов повреждений: ∆L – от 0.29 до 0.36 км.

На гистограммах рис. 6 приведен уровень битовой ошибки. Реализована сле-
дующая информационная сеть: RX1↔RX2, RX2↔RX3, RX3↔RX4, RX1↔RX4.
При обрыве фазы А, к которой подключен модем, в каналах связи, связанных
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с RX4, уровень ошибок значительно выше, чем в каналах, не связанных с RX4,
и показатель h = 6.3 . При обрыве фаз В и С это превышение не так выражено
(показатель h = 3.4), но повреждение хорошо локализуется. То же самое можно
сказать о результатах, полученных при двухфазных и трехфазных обрывах. Здесь
показатель надежности при двухфазных повреждениях (А и В, А и С) h = 12.5 ,
а для трех фаз (А и В и С) составляет 26.2 . Аналогичная картина наблюдается
при коротком замыкании на землю и межфазных замыканиях.

Рис. 5. Топология ЛЭП с одной отпайкой

Топология ЛЭП и результаты моделирования системы с тремя отпайками пред-
ставлены на рис. 1. Повреждение моделируется на сегменте RX4. Ошибки измере-
ния расстояния до повреждения на первом этапе для различных видов поврежде-
ний меняются от 1.02 до 1.04 км.

На рис. 7 представлены шесть групп результатов: обрыв фазы А, обрыв фазы В,
обрыв фазы С, обрыв пары фаз А и В, А и С, В и С и обрыв трех фаз АВС.
В каждой группе приведены измерения битовой ошибки по шести каналам связи:
RX1 ↔ RX2, RX2 ↔ RX3, RX3 ↔ RX4, RX4 ↔ RX5, RX5 ↔ RX1. Как мы
видим, каждый сегмент дает напрямую вклад в два канала связи (но есть влияние
и других каналов).

Для однофазных обрывов однозначно правильно определяется сегмент RX4,
который дает основной вклад в третий и четвертый столбцы. При этом показа-
тель надёжности h = 6.5 . В случае обрыва фаз В и С сегмент с повреждением
определяется однозначно, но уровень ошибок и, соответственно, надежность вы-
водов ниже, показатель надёжности h = 2.1 . При коротком замыкании на землю
представленные тенденции сохраняются, но выражены несколько слабее (h = 1.4).
При межфазных замыканиях фаз В и С определить нужный сегмент не удается и
h = 0.8 .
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Рис. 6. Результаты моделирования ЛЭП с двумя отпайками

Заключение

Разработана имитационная компьютерная модель двухступенчатой системы
диагностики ЛЭП с древовидной структурой. В модели реализована работа локато-
ра, с помощью которого определяется расстояние до места повреждения, и модель
диагностической информационной системы, на основе которой реализуется опре-
деление сегмента, где произошло повреждение.

Результаты моделирования позволяют надеяться, что предлагаемая двухсту-
пенчатая модель позволит использовать радиолокационный метод для диагностики
не только ЛЭП без ответвлений, но и ЛЭП с древовидной структурой.
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Figure Captions

Fig. 1. Topology of a power transmission line with three branches.
Fig. 2. Block diagram of the second diagnostic stage model.
Fig. 3. Topology of a power transmission line with a single branch.
Fig. 4. Simulation results for a power transmission line with a single branch.
Fig. 5. Topology of a power transmission line with a single branch.
Fig. 6. Simulation results for a power transmission line with two branches.
Fig. 7. Simulation results for a power transmission line with three branches.

References

1. Bani Ahmad A.Y.A., William P., Uike D., Murgai A., Bajaj K.K., Deepak A.,
Shrivastava A. Framework for sustainable energy management using smart grid panels
integrated with machine learning and IOT based approach. Int. J. Intell. Syst. Appl.
Eng., 2024, vol. 12, no. 2s, pp. 581–590.

2. Bishnoi D., Chaturvedi H. A review on emerging trends in smart grid energy management
systems. Int. J. Renewable Energy Res., 2021, vol. 11, no. 3, pp. 952–966.
https://doi.org/10.20508/ijrer.v11i3.11832.g8228.

3. Gungor V.C., Sahin D., Kocak T., Ergut S., Buccella C., Cecati C. Smart grid technologies:
Communication technologies and standards. IEEE Trans. Ind. Inf., 2011, vol. 7, no. 4,
pp. 529–539. https://doi.org/10.1109/TII.2011.2166794.



КОМПЬЮТЕРНАЯ МОДЕЛЬ ДВУХСТУПЕНЧАТОЙ СИСТЕМЫ. . . 531

4. Shagiev R.I., Karpov A.V., Kalabanov S.A. The model of the power line’s fault location
method using time domain reflectometry. J. Phys.: Conf. Ser., 2017, vol. 803, art. 012137.
https://doi.org/10.1088/1742-6596/803/1/012137.

5. Shagiev R.I., Karpov A.V., Kalabanov S.A. A method of fault location detection on
branched power transmission lines. J. Electr. Eng., 2019, vol. 90, no. 2, pp. 135–139.
https://doi.org/10.3103/S106837121902010X.

6. Karpov A., Sarychev A., Kalabanov S. Computer model of “Smart Grid” for power
transmission lines with tree-like topology. Proc. 2023 Int. Russ. Smart Ind. Conf.
(SmartIndustryCon). Sochi, IEEE Xplore, 2023, pp. 600–605.
https://doi.org/10.1109/SmartIndustryCon57312.2023.10110719.

7. Proakis J.G., Salehi M. Digital Communications. 5th ed. New York, NY, McGraw-Hill,
2001. 1150 p.

8. Watson B. FSK: Signals and demodulation. Watkins–Johnson Tech-Notes, 1980, vol. 7,
no. 5, pp. 1–15.

9. Manitoba HVDC Research Centre. User’s Guide on the Use of PSCAD. Winnipeg, 2010.
492 p. URL:
https://hvdc.ca/uploads/ck/files/reference_material/PSCAD_User_Guide_v4_3_1.pdf.

10. Gustavsen B., Irwin G., Mangelrød R., Brandt D., Kent K. Transmission line models for
the simulation of interaction phenomena between parallel AC and DC overhead lines. Proc.
IPST’99 — Int. Conf. on Power Systems Transients. Budapest, 1999, art. 99IPST002-1.5,
pp. 61–68.

11. Morched A., Gustavsen B., Tartibi M. A universal model for accurate calculation of
electromagnetic transients on overhead lines and underground cables. IEEE Trans. Power
Delivery, 1999, vol. 14, no. 3, pp. 1032–1038. https://doi.org/10.1109/61.772350.

12. Corporate Standard of OAO ROSSETI. STO 56947007-33.060.40.322-2022. Guidelines
for calculating parameters and selecting high-frequency channels on 35–750 kV AC
transmission lines. Moscow, Otrasl. Stand. OAO “ROSSETI”, 2022. 87 p. (In Russian)

13. Corporate Standard of OAO ROSSETI. STO 56947007-33.060.40.052-2010. Methodical
Guidelines for calculating parameters and selecting schemes of high-frequency paths on
35–750 kV AC transmission lines. Moscow, Otrasl. Stand. OAO “ROSSETI”, 2010. 49 p.
(In Russian)

14. Simon M.K., Alouini M.S. Digital Communication over Fading Channels: A Unified
Approach to Performance Analysis. 1st ed. New York, NY, Wiley, 2000. xix, 544 p.

* Для цитирования: Карпов А.В., Сарычев Д.В. Компьютерная модель двухсту-
пенчатой системы диагностики ЛЭП с древовидной топологией // Учен. зап. Казан.
ун-та. Сер. Физ.-матем. науки. 2024. Т. 166, кн. 4. С. 518–531.
https://doi.org/10.26907/2541-7746.2024.4.518-531.

+

* For citation: Karpov A.V., Sarychev D.V. Computer model of a two-stage diagnostic
system for power transmission lines with tree topology. Uchenye Zapiski Kazanskogo
Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki, 2024, vol. 166, no. 4, pp. 518–531.
https://doi.org/10.26907/2541-7746.2024.4.518-531. (In Russian)

+



УЧЕНЫЕ ЗАПИСКИ КАЗАНСКОГО УНИВЕРСИТЕТА.
СЕРИЯ ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ НАУКИ

2024, Т. 166, кн. 4
С. 532–554

ISSN 2541–7746 (Print)
ISSN 2500–2198 (Online)

О РИ Г ИН А ЛЬ Н АЯ СТ А Т ЬЯ

УДК 531.551.1: 681.5 doi: 10.26907/2541-7746.2024.4.532-554

ФОРМАЛЬНЫЙ ПОДХОД
К ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОМУ

МОДЕЛИРОВАНИЮ ИГРОВЫХ СИСТЕМ

В.В. Кугуракова
Казанский (Приволжский ) федеральный университет, г. Казань, 420008, Россия

Аннотация
Представлен инновационный унифицированный подход к формальному моделирова-

нию игровых сущностей и их взаимодействий – FAST-GM (Formal Approach to Spatio-
Temporal Game Modeling). Предложенная модель интегрирует темпоральные и вероят-
ностные аспекты, обеспечивая комплексное описание динамики игровых систем. Подход
FAST-GM основан на расширенной темпоральной логике и теории вероятностей, что поз-
воляет точно описать сложные игровые механики и их эволюцию во времени. Рассмотре-
но формальное определение игровых сущностей, их состояний и взаимодействий, а также
методы интеграции темпоральных и вероятностных элементов. Особое внимание уделено
применению модели для анализа игрового баланса, формальной верификации игровых
сценариев и автоматизированной генерации тестовых случаев. Обсуждены масштабируе-
мость и адаптивность модели для различных игровых жанров. Ожидается, что предло-
женный подход FAST-GM станет значительным шагом вперед в формальном моделиро-
вании игровых систем, предоставляя разработчикам мощный инструмент для анализа,
верификации и оптимизации игровых механик на различных этапах разработки.

Ключевые слова: формальное моделирование, игровая сущность, взаимодействие в
играх, темпоральная логика, вероятностная модель, анализ игрового баланса, верифика-
ция игровых сценариев, FAST-GM, game studies, геймдизайн

Введение

В современной индустрии разработки компьютерных игр наблюдается постоян-
ное усложнение игровых систем и механик. Это приводит к возрастающей потреб-
ности в более формализованных и структурированных подходах к проектирова-
нию, анализу и балансировке игр. Традиционные методы, основанные преиму-
щественно на интуиции и опыте разработчиков, становятся недостаточными для
обеспечения качества и сбалансированности сложных игровых систем.

Формальное моделирование игровых сущностей и их взаимодействий представ-
ляет собой перспективный подход к решению названных проблем. Однако суще-
ствующие формальные модели часто ограничены в своей способности охватить всю
сложность современных игр, особенно в аспектах, связанных с временной динами-
кой и вероятностными элементами.

Цель данного исследования – разработка унифицированного подхода к фор-
мальному моделированию игровых сущностей и их взаимодействий, который инте-
грирует темпоральные и вероятностные аспекты. Предлагаемая модель, названная
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FAST-GM (Formal Approach to Spatio-Temporal Game Modeling), призвана обеспе-
чить комплексное описание динамики игровых систем, позволяющее более точно
анализировать и прогнозировать поведение игровых механик.

Работа развивает наши предыдущие исследования в области формализации и
анализа игровых механик [1,2], а также опирается на разработанный нами подход
к созданию универсальной структуры корпуса текстов видеоигр [3].

Основные задачи исследования включают:

• разработку формального аппарата для описания игровых сущностей, учиты-
вающего их атрибуты, состояния и поведение во времени;

• интеграцию вероятностных элементов в модель для отражения неопределен-
ности и случайности, присущих многим игровым механикам;

• создание методологии применения разработанной модели для анализа игро-
вого баланса и формальной верификации игровых сценариев;

• исследование масштабируемости и адаптивности модели для различных жан-
ров игр.

Предлагаемый подход основан на расширенной темпоральной логике и теории
вероятностей, что позволяет точно описывать сложные игровые механики и их
эволюцию во времени. Особое внимание уделено обеспечению практической при-
менимости модели в реальном процессе разработки игр.

Мы опираемся на принципы системной инженерии, в частности на концепции,
представленные в [4]. Это позволяет рассматривать игровые системы как сложные
иерархические структуры с четко определенными уровнями абстракции. В основе
модели FAST-GM лежит трехуровневая структура абстракции, характерная для
системной инженерии.

• Концептуальный уровень: описывает общие понятия и взаимосвязи игровых
сущностей.

• Логический уровень: предоставляет формальное представление сущностей и
их взаимодействий.

• Физический уровень: описывает конкретную реализацию в игровых движках
или системах.

Эта структура позволяет последовательно переходить от общих концепций к кон-
кретным реализациям, обеспечивая целостность и согласованность модели на всех
уровнях.

Структура статьи такова: сначала представлен обзор существующих подходов к
формальному моделированию в game studies1 [5], затем подробно описана предла-
гаемая модель FAST-GM, включая её математический аппарат и методологию при-
менения. Далее рассмотрены примеры использования модели для анализа игрового
баланса и верификации сценариев. В заключительной части проведено сравнение
FAST-GM с существующими подходами и обсуждены перспективы дальнейших
исследований в этой области.

Ожидается, что разработанный подход внесет значительный вклад в развитие
методов формального анализа и проектирования игровых систем, способствуя по-
вышению качества и сбалансированности современных компьютерных игр.

1Game studies (исследования игр) – это междисциплинарная область академических исследова-
ний, фокусирующаяся на играх, в частности видеоиграх, их дизайне, игроках и их роли в обществе
и культуре. Эта область объединяет подходы из различных дисциплин, включая компьютерные
науки, культурологию, психологию, социологию, антропологию и медиаисследования.
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1. Связанные работы

В области формального моделирования игровых систем существует ряд значи-
мых исследований, которые служат основой для представленной работы.

1.1. Модель реальных и фиктивных элементов. В монографии [6] пред-
ложена общая модель игр – её можно назвать моделью реальных и фиктивных
элементов. Она менее детализирована, чем наша модель, но представляет со-
бой важный шаг в формализации игровых систем. Эта модель фокусируется на
взаимосвязи между правилами игры и фиктивным миром, что частично отражено
в нашем подходе к моделированию игровых сущностей:

Game = (Rules, F iction, P layerInteraction),

где Rules – правила игры, Fiction – фиктивный мир игры, PlayerInteraction –
взаимодействие игрока с игрой.

1.2. Архитектура интерактивной драмы. В статье [7] разработаны фор-
мальные модели для интерактивных драматических сценариев в рамках построе-
ния своей системы Facade. Такие сценарии можно рассматривать как специфиче-
ский случай игрового моделирования:

Scene = (Beats, Characters,DramaticArc),

где Beats – ключевые моменты сцены, Characters – персонажи, участвующие в
сцене, DramaticArc – драматическая структура сцены.

1.3. Формальная игровая грамматика. В [8] предложена формальная
грамматика для описания игровых механик, что близко к нашему подходу. Этот
подход больше похож на язык программирования для игр:

Mechanic ::= Action|Rule|Resource,

где Action – действие в игре, Rule – правило игры, Resource – ресурс в игре.

1.4. Онтология игровых механик. В работе [9] в рамках Game Ontology
Project разработана общая онтология для описания элементов игрового дизайна,
что можно рассматривать как попытку обобщения игровых элементов:

Interface← Presentation← Rules← Goals← Entities,

где Interface – интерфейс игры, Presentation – представление игровых элемен-
тов, Rules – правила игры, Goals – цели игры, Entities – сущности в игре.

1.5. Химия игрового дизайна. В [10] предложена система атомарных эле-
ментов геймплея, которая хотя и менее формальна, но стремится к обобщению
игровых механик:

Game = Atom1+Atom2+ ...+AtomN , где Atomi = (Action, Simulation, Feedback),

где Atomi – атомарный элемент геймплея, Action – действие игрока, Simulation –
симуляция результата действия, Feedback – обратная связь игроку.



ФОРМАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОМУ. . . 535

1.6. Паттерны игрового дизайна. В книге [11] предложена система паттер-
нов игрового дизайна, которая может рассматриваться как попытка формализации
и обобщения игровых элементов. Эта работа послужила источником вдохновения
для разработки нами подхода к моделированию повторяющихся элементов в раз-
личных жанрах игр:

Pattern = (Name,Description, Consequences, Using),

где Name – название паттерна, Description – описание паттерна, Consequences –
последствия применения паттерна, Using – примеры использования паттерна.

1.7. Генеративный анализ Петри-сетей. В статье [12] использованы фор-
мальные методы для генерации игрового контента посредством интегрирования
логических и вероятностных элементов и применения подходов, близких к нашему:

Content = GenerateStructure(Logic)×ApplyProbabilities(Structure),

где Content – сгенерированный игровой контент, GenerateStructure – функ-
ция генерации структуры контента, Logic – логические правила генерации,
ApplyProbabilities – функция применения вероятностных элементов, Structure –
структура контента, × – оператор композиции или последовательного применения
функций. Сначала применяется функция GenerateStructure для создания базовой
структуры контента на основе логических правил, а затем к полученной структуре
применяется функция ApplyProbabilities для добавления вероятностных элемен-
тов. Таким образом, × здесь обозначает последовательность операций в процессе
генерации игрового контента.

1.8. Формальные модели в гейм-дизайне. С.М. Грюнфогелем в [13] была
рассмотрена роль формальных моделей в дизайне компьютерных игр. Эта работа
важна для нашего исследования, так как она закладывает основу для применения
формальных методов в game studies и разработке игр. С.М. Грюнфогель пред-
ложил использовать различные математические подходы, включая теорию игр,
теорию автоматов и теорию динамических систем, для моделирования игровых
механик. Его подход подчеркивает необходимость гибкости формальных моделей
для охвата разнообразия игровых жанров и механик:

Game = FormalModel(Mechanics,Dynamics,Aesthetics),

где Mechanics – правила и системы игры, Dynamics – поведение игры во время
выполнения, Aesthetics – эмоциональные реакции, вызываемые у игрока.

1.9. Предлагаемый формальный подход к пространственно-
временному игровому моделированию. Наше исследование развивает и
дополняет существующие подходы, предлагая более детализированную и уни-
версальную модель. Мы представляем унифицированный подход к формально-
му моделированию игровых сущностей и их взаимодействий, который интегри-
рует темпоральные и вероятностные элементы, а также учитывает специфику
различных игровых жанров. Этот подход, названный нами Formal Approach
to Spatio-Temporal Game Modeling (FAST-GM), или «Формальный подход к
пространственно-временному игровому моделированию», представляет собой ком-
плексное решение для анализа и разработки современных игровых систем.
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FAST-GM стремится преодолеть ограничения существующих подходов, предо-
ставляя более полный и гибкий инструментарий для моделирования игровых си-
стем. Детальное описание структуры и компонентов модели представлено в сле-
дующем разделе.

FAST-GM отличается (см. табл. 1) от других рассмотренных методологий по
нескольким ключевым особенностям:

• высокий уровень абстракции, позволяющий моделировать сложные игровые
системы;

• интеграция темпоральных и вероятностных аспектов в единую модель;

• адаптивность к различным игровым жанрам;

• ориентация на практическое применение в анализе и разработке игр.

Таким образом, FAST-GM – это комплексный подход к моделированию игровых
систем, объединяющий сильные стороны существующих методологий и расширяю-
щий их возможности для решения современных задач игровой разработки.

2. Формальная модель игровых сущностей

При разработке формальной модели игровых сущностей мы опирались на
опыт создания онлайн-инструмента для балансировки видеоигр [14], что позво-
лило учесть практические аспекты применения формальных методов в игровом
дизайне (в свою очередь, подход FAST-GM, предложенный в настоящей работе,
послужит основой для усовершенствования этого онлайн-инструмента, что позво-
лит более точно и эффективно анализировать и балансировать игровые механики).

2.1. Определение базовых игровых сущностей. Базовые игровые сущ-
ности можно классифицировать следующим образом [9]:

A. Активные сущности:

a) игровые персонажи (управляемые игроком и NPC),
b) интерактивные объекты (двери, рычаги, транспортные средства),
c) искусственный интеллект (боты, системы управления).

B. Пассивные сущности:

a) статические объекты окружения (здания, ландшафт),
b) ресурсы (здоровье, энергия, валюта),
c) информационные элементы (задания, журналы, карты).

C. Системные сущности:

a) игровые правила и механики,
b) системы физики и коллизий,
c) системы загрузки и сохранения.

D. Мета-сущности:

a) игровые сессии,
b) профили игроков,
c) достижения и статистика.
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Табл. 1
Сравнение подходов к моделированию игровых систем

Под-
ход

Уровень
абстракции

Темпоральные
аспекты

Вероятност-
ные
элементы

Вычисли-
тельная
сложность

Практическая
применимость

2.1 Концеп-
туальный

Не представлены Не включены Низкая Высокая
для теоретичес-
кого анализа

2.2 Логический Представлены
в контексте
нарратива

Частично
в диалоговых
системах

Средняя Средняя,
специфична
для нарративных
игр

2.3 Логический Не представлены
явно

Не включены Средняя Высокая
дляформального
описания
механик

2.4 Концеп-
туальный

Не представлены
явно

Не включены Низкая Высокая
для классифи-
кации
элементов
игрового
дизайна

2.5 Концеп-
туальный

Частично
в механике
обратной связи

Частично
в механике
обратной
связи

Низкая Средняя, фокус
на творческом
аспекте дизайна

2.6 Логический Частично
в некоторых
паттернах

Не включены
явно

Низкая Высокая
для анализа
и дизайна
игровых
механик

2.7 Логический Частично
в анализе
Петри-сетей

Интегриро-
ваны

Высокая Средняя, фокус
на генерации
контента

2.8 Концеп-
туальный,
Логический

Рассматриваются
в контексте
динамических
систем

Частично
рассматри-
ваются

Средняя Средняя,
теоретический
фокус

2.9 Концеп-
туальный,
Логический,
Физический

Интегрированы
с использованием
темпоральной
логики

Являются
неотъемле-
мой частью
модели

Высокая
(PSPACE-
полная
для LTL)

Высокая,
с ограничениями
для крупномас-
штабных систем

2.1.1. Уровни абстракции игровых сущностей. На концептуальном
уровне игровая сущность определяется как абстрактный объект, обладающий опре-
деленными характеристиками и способный взаимодействовать с другими сущно-
стями.

На логическом уровне мы формализуем сущность E (сокр. от англ. Entity ) как
фундаментальный элемент игровой системы, обладающий уникальными характе-
ристиками, состоянием и поведением, который формально можно определить как

E = ⟨I, A, S, T,B⟩,
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где I (Identifier ) – уникальный идентификатор, A (Attributes) – множество ат-
рибутов, S (State) – текущее состояние, T (TemporalProperties) – темпоральные
свойства, B (Behavior ) – общее вероятностное поведение, причём каждый атрибут
a ∈ A представляет собой характеристику сущности, т. е. A = a1, a2, ..., an , где n –
количество атрибутов сущности.

На физическом уровне сущность представляется как конкретная структура дан-
ных или объект в игровом движке.

Выбор абстракций для представления сущностей в FAST-GM обусловлен сле-
дующими факторами:

• универсальность – модель должна быть применима к широкому спектру иг-
ровых жанров и стилей;

• гранулярность – уровень детализации должен быть достаточным для точного
моделирования, но не избыточным для эффективного анализа;

• расширяемость – возможность легко добавлять новые типы сущностей и ат-
рибуты без изменения базовой структуры модели;

• совместимость – способность интегрироваться с существующими игровыми
движками и инструментами разработки.

Листинг 1

Пример формального определения игрового персонажа в FAST-GM

Character = (I: ‘‘player_001’’, A: {health_max, strength, speed},
S: [будет детально определено позже],
T: {health_regen: 1/s, ability_cooldown: {fireball: 30s}},
B: {crit_chance: 0.1, dodge_probability: 0.05})

2.2. Формальное представление состояний сущностей. Формально
определим состояние игровой сущности как кортеж

S = ⟨V,C, τ, P ⟩,

где V – функция, сопоставляющая атрибутам из множества A их текущие значе-
ния (V alues), C – множество ограничений на значения атрибутов (Constraint),
τ – временная метка (time), P – вероятностные характеристики текущего состоя-
ния (Probability ).

2.2.1. Значения атрибутов. V определяется как функция, отображающая
атрибуты в их текущие значения:

V : A →W,

где A – множество атрибутов, W – объединение всех множеств допустимых зна-
чений для всех атрибутов.

Для каждого атрибута a ∈ A , V (a) = w , где w ∈ Da и Da – множество
допустимых значений для атрибута a .
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Da представляет собой все возможные значения, которые может принимать
конкретный атрибут a , например:

• для числового атрибута ’здоровье’ Da может быть определено как Da =
x ∈ N | 0 ⩽ x ⩽ 100 , что означает, что здоровье может принимать любое целое
значение от 0 до 100;

• для атрибута ’имя персонажа’ Da может быть множеством всех допустимых
строк определенной длины, например, Da = s | s – строка, 1 ⩽ длина(s) ⩽ 20 ;

• для атрибута ’класс персонажа’ в ролевой игре Da может быть конеч-
ным множеством предопределенных значений, например, Da = ’воин’, ’маг’,
’лучник’, ’целитель’;

• для атрибута ’координаты’ в двумерном пространстве Da может быть опре-
делено как Da = (x, y) |x, y ∈ R, 0 ⩽ x ⩽ 1000, 0 ⩽ y ⩽ 1000 , где x и y – дей-
ствительные числа в пределах игрового поля размером 1000 × 1000.

2.2.2. Ограничения. Множество C содержит ограничения на значения ат-
рибутов C = c1, c2, ..., cm , где каждое ci представляет собой предикат над значе-
ниями атрибутов.

2.2.3. Временная метка. Величина τ представляет момент времени, к кото-
рому относится данное состояние. Это позволяет отслеживать эволюцию состояния
сущности во времени.

Рассмотрим сущность «игрок» (player) в ролевой игре, определив её компонен-
ты как Eplayer =< I,A, S, T,B > , где
I = “player_001”,
A = {здоровье, сила, опыт} ,
T = {скорость_регенерации : 1 ед/мин, длительность_баффов : 5 минут} ,
B = {вероятность_крит_удара : 0.1, шанс_уклонения : 0.05} .

Состояние игрока S в конкретный момент времени может быть описано как
S = < V,C, τ, P > , где V = {здоровье→ 100, сила→ 15, опыт→ 200} ,
C = {здоровье ⩾ 0, сила > 0, опыт ⩾ 0} ,
τ = τ0 ,
P = {вероятность_след_уровня : 0.7} .

Это состояние можно интерпретировать следующим образом: в момент вре-
мени t0 игрок имеет 100 единиц здоровья, 15 единиц силы и 200 единиц опыта.
Существуют ограничения на значения атрибутов: здоровье и опыт не могут быть
отрицательными, а сила должна быть строго положительной. Вероятность дости-
жения следующего уровня в текущем состоянии составляет 0.75.

Такое представление позволяет точно описать как общие характеристики сущ-
ности «игрок», так и ее конкретное состояние в определенный момент времени,
включая вероятностные аспекты.

2.2.4. Темпоральные аспекты. Для моделирования изменения состояний
во времени введём оператор Next(S) , который определяет следующее состояние
сущности Next(S) = S′ , где S′ – новое состояние после некоторого игрового со-
бытия или действия (оператор Next(S) соответствует темпоральному оператору
Next(X) , описанному в разделе 3.3.1. Таким образом, Next(S) = S′ эквивалент-
но XS в нотации темпоральной логики).
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2.2.5. Вероятностные аспекты. Для учета вероятностных элементов вве-
дём функцию P (S → S′) , которая определяет вероятность перехода из состояния S
в состояние S′ .

2.2.6. Формальная верификация. Использовав это представление, мы мо-
жем сформулировать и проверить свойства игровых сущностей. Например:

∀(здоровье(t) > 0) – игрок всегда имеет положительное здоровье,

G(опыт(t+ 1) ⩾ опыт(t)) – опыт игрока не уменьшается со временем.

2.2.7. Пример комплексного определения игровой сущности.
Character = ⟨ I : “player_001” , A : {health_max, strength, speed}, S : ⟨V :
{health_max → 100, strength → 20, speed → 5, current_health → 75, position
→ (10, 0, 5)}, C : {health_max > 0, strength > 0, speed > 0, current_health ⩽
health_max}, τ : t_current, P : {poison_active: true}⟩ , T : {health_regen: 1/s,
ability_cooldown: {fireball: 30s}} , B : {crit_chance: 0.1, dodge_probability: 0.05}⟩

Такое представление позволяет точно описать сущность, ее текущее состояние,
включая возможное поведение, временные характеристики и вероятностные аспек-
ты поведения – всё, что является основой для дальнейшего анализа и моделирова-
ния игровой системы в рамках FAST-GM.

2.3. Темпоральные операторы для описания эволюции сущностей.
Для описания изменения состояний сущностей во времени в модели FAST-GM ис-
пользован набор темпоральных операторов, основанных на линейной темпоральной
логике (LTL) [15]. Эти операторы позволяют формально описывать и анализиро-
вать динамику игровых сущностей.

2.3.1. Определение базового набора темпоральных операторов.

• Next(X) : Xφ означает, что свойство φ будет истинным в следующем со-
стоянии.

• Always(G) : Gφ означает, что свойство φ будет истинным во всех будущих
состояниях.

• Eventually(F ) : Fφ означает, что свойство φ станет истинным в некотором
будущем состоянии.

• Until(U) : φUψ означает, что свойство φ будет истинным до тех пор, пока не
станет истинным свойство ψ .

2.3.2. Формальное описание изменения состояний сущностей во вре-
мени. Пусть S(t) обозначает состояние сущности в момент времени t , тогда можно
привести следующие примеры для описания различных переходов от одного вре-
мени к другому:

• XS(t) = S(t+ 1) : следующее состояние сущности,

• G(S(t).health > 0) : здоровье сущности всегда положительно,

• F (S(t).level = 10) : в какой-то момент в будущем сущность достигнет 10
уровня,

• (S(t).status = “poisoned”)U(S(t).status = “normal”) : сущность будет отрав-
лена, пока не вернется в нормальное состояние.



ФОРМАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОМУ. . . 541

2.3.3. Темпоральные операторы для типичных игровых сценариев.
Приведём примеры использования темпоральных операторов для типичных игро-
вых сценариев.

• Регенерация здоровья:
G(S(t).health < S(t).max_health→ XS(t).health > S(t).health)
– “всегда, если текущее здоровье меньше максимального, в следующий момент
времени оно увеличится”.

• Откат способности:
G(S(t).ability_used→ FS(t).ability_available)
– “всегда после использования способности, в конечном итоге она снова станет
доступной”.

• Прогресс квеста:
(S(t).quest_status = “in_progress”)U(S(t).quest_status = “completed”)
– “квест будет в процессе выполнения, пока не будет завершен”.

• Временный бафф:
G(S(t).buff_applied→ F (S(t).buff_duration = 0))
– “всегда, если применен бафф, в конечном итоге его длительность станет
равной нулю”.

• Периодическое событие:
G(F (S(t).event_trigger = true))
– “всегда верно, что в конечном итоге произойдет событие (и это будет повто-
ряться)”.

Использование этих темпоральных операторов позволяет формально описать
сложные временные зависимости и поведение игровых сущностей. Это дает воз-
можность не только смоделировать игровые механики, но и провести формальную
верификацию игровых сценариев, обеспечив корректность и предсказуемость по-
ведения игровой системы во времени.

2.4. Вероятностные элементы в модели сущностей. Вероятностные эле-
менты играют ключевую роль в моделировании многих аспектов игровых систем –
от случайных событий до неопределенностей в поведении сущностей. В модели
FAST-GM мы интегрируем вероятностные элементы, использовав концепции из
теории вероятностей и стохастических процессов [16].

2.4.1. Введение вероятностных функций и распределений. Вероят-
ностные элементы (дискретные вероятности / непрерывные распределения / услов-
ные вероятности) представлены следующим образом:

• дискретные вероятности: P (X = x) , где X – случайная величина, x – кон-
кретное значение.
Пример: P (критический_удар = true) = 0.1 ;

• непрерывные распределения: f(x) , где f – функция плотности вероятности.
Пример: урон может быть распределен нормально с параметрами µ (среднее)
и σ (стандартное отклонение);

• условные вероятности: P (A|B) , вероятность события A при условии B .
Пример: P (победа | уровень_игрока > 10) = 0.7 .
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2.4.2. Моделирование случайных событий и неопределенностей в по-
ведении сущностей. Приведём примеры, как могут быть представлены случай-
ные события и неопределенности в поведении сущностей.

• Генерация случайных событий:

Event(e) = {true, если rand() < P (e); false, иначе}.

Например, генерация случайного события «критический удар»:

Critical_Hit() = {true, если rand() < character.crit_chance; false, иначе}.

• Стохастические изменения состояния:

S(t+ 1) = f(S(t), ε), где ε – случайная величина.

Например, изменение в следующий тик времени уровня здоровья с учетом
заложенного уровня регенерации:

character.health(t+1) = character.health(t)+regeneration_rate+Normal(0, 5).

• Марковские цепи для моделирования поведения NPC:

P (S(t+ 1) = sj |S(t) = si) = pij .

Например, вероятность изменения поведения NPC в следующий тик времени:

P (NPC_state(t+ 1) = “атака” |NPC_state(t) = “патруль”) = 0.3.

2.4.3. Интеграция вероятностных элементов с темпоральными ас-
пектами. Для объединения вероятностных и темпоральных аспектов мы исполь-
зуем концепции из вероятностной темпоральной логики [17]:

• P=r[φ] : вероятность того, что формула φ истинна, равна r .
Пример: P=0.8[F (character.level ⩾ 10)] – “вероятность того, что в конечном
итоге персонаж достигнет 10 уровня, равна 0.8”;

• P⩾r[φ] : вероятность того, что формула φ истинна, не менее r .
Пример: P⩾0.95[G(item.durability > 0)] – “с вероятностью не менее 0.95 пред-
мет никогда не сломается”;

• E[reward] : ожидаемое значение награды.
Пример: E[G(quest.completion_reward)] ⩾ 100 – “ожидаемая награда за вы-
полнение квеста всегда не менее 100”.

Использование этих конструкций позволяет формально описать и проанализи-
ровать сложные игровые механики, включающие как временные, так и вероятност-
ные аспекты.

Пример комплексного описания игровой механики:

P⩾0.7[G(character.health > 0)U(boss.health = 0)]

– “с вероятностью не менее 0.7 персонаж останется жив до победы над боссом”.
Интеграция вероятностных элементов в модель FAST-GM позволяет более точ-

но описывать реалистичное поведение игровых сущностей, учитывая элементы слу-
чайности и неопределенности, присущие многим игровым системам.



ФОРМАЛЬНЫЙ ПОДХОД К ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННОМУ. . . 543

2.5. Взаимодействие между сущностями. Взаимодействие между игро-
выми сущностями является ключевым аспектом любой игровой системы. В модели
FAST-GM мы формализуем различные типы взаимодействий, учитывая их времен-
ные и вероятностные характеристики.

2.5.1. Формальное определение типов взаимодействий. В нашей моде-
ли мы выделяем следующие типы взаимодействий:

• прямые взаимодействия: I_d(E1, E2) – непосредственное влияние сущно-
сти E1 на E2 ;

• косвенные взаимодействия: I_i(E1, E2, E3) – влияние E1 на E2 через посред-
ника E3 ;

• синхронные взаимодействия: I_s(E1, E2, t) – взаимодействие, происходящее
в конкретный момент времени t ;

• асинхронные взаимодействия: I_a(E1, E2,∆t) – взаимодействие, растянутое
во времени на интервал ∆t .

2.5.2. Моделирование влияния взаимодействий на состояния сущно-
стей. Влияние взаимодействия на состояние сущности можно описать как функ-
цию перехода S′(E) = f(S(E), I(E1, E2), t) , где S(E) – текущее состояние сущно-
сти E , S′(E) – новое состояние после взаимодействия, I(E1, E2) – взаимодействие
между сущностями E1 и E2 , а t – момент времени.

Player.health′ = f(Player.health, Id(Enemy, P layer), t) =

= max(0, P layer.health− Enemy.damage ∗ (1− Player.defense/100))

2.5.3. Описание сложных взаимодействий с использованием темпо-
ральных и вероятностных элементов. Для описания сложных взаимодействий
мы комбинируем темпоральные операторы и вероятностные элементы:

• отложенное воздействие:
X[∆t]I_d(Potion, P layer.health) – “через ∆t единиц времени зелье повлияет
на здоровье игрока”;

• вероятностное взаимодействие:
P0.3[I_d(Player.attack,Enemy.health)] – “атака игрока с вероятностью 0.3 по-
влияет на здоровье врага”;

• периодическое взаимодействие:
G[F [I_d(Environment.radiation, P layer.health)]] – “всегда в будущем будет
момент, когда радиация окружения повлияет на здоровье игрока”;

• условное взаимодействие:
(Player.level ⩾ 10) → I_d(Player,Environment.special_zone) – “если уро-
вень игрока не менее 10, то он может взаимодействовать со специальной
зоной”.
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2.5.4. Пример комплексного взаимодействия. Рассмотрим сценарий
«Отравленный клинок» в ролевой игре:

I_poison_blade = {trigger : I_d(Player.weapon,Enemy), effect :
P0.2[G[0, 30](XEnemy.health

′ = Enemy.health− 5)], duration : 30seconds}

Листинг 2

Пример использования навыка «Отравленный клинок»

I_poison_blade = {
trigger: I_d(Player.weapon , Enemy),
effect: P_0.2[G[0,30] (X Enemy.health ’
= Enemy.health - 5)],
duration: 30 seconds

}

Это взаимодействие означает:

• триггер: прямое взаимодействие оружия игрока с врагом,

• эффект: с вероятностью 0.2 в течение следующих 30 секунд каждую секунду
враг будет терять 5 единиц здоровья,

• длительность эффекта: 30 секунд.

Такое формальное описание позволяет точно моделировать сложные игровые
механики, учитывая их временные, вероятностные и условные аспекты. Это обес-
печивает основу для анализа баланса, выявления потенциальных проблем и опти-
мизации игрового процесса. Интеграция взаимодействий в модель FAST-GM позво-
ляет создавать детальные и точные представления игровых систем, что особенно
важно для сложных многопользовательских игр и игр с открытым миром, где
взаимодействия между сущностями могут быть чрезвычайно разнообразными и
комплексными.

2.6. Масштабируемость и адаптивность модели. Модель FAST-GM раз-
работана с учетом необходимости ее применения к различным масштабам игро-
вых систем и адаптации к специфическим требованиям различных игровых жан-
ров [18]. В этом разделе мы рассмотрим, как модель обеспечивает масштабируе-
мость и адаптивность.

2.6.1. Применимость модели к различным масштабам игровых си-
стем. FAST-GM может быть применена к игровым системам различного масштаба:

A. Микроуровень. Моделирование отдельных игровых механик или взаимодей-
ствий.
Пример: детальное описание системы крафтинга в игре.

B. Мезоуровень. Описание подсистем или групп взаимодействующих сущностей.
Пример: моделирование экономики виртуального города.

C. Макроуровень. Моделирование целых игровых миров или глобальных игро-
вых систем.
Пример: описание эволюции фракций в масштабной стратегической игре.
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Для обеспечения масштабируемости используется иерархический подход:

E_macro = {E_meso1, E_meso2, ..., E_meson}E_meso =
= {E_micro1, E_micro2, ..., E_microm}),

где E_macro – макросущность, E_meso – мезосущности, E_micro – микросущ-
ности.

2.6.2. Адаптация модели к различным игровым жанрам. Адаптив-
ность FAST-GM к различным игровым жанрам [18] является ключевым фактором
её универсальности и практической применимости. Для обеспечения масштабируе-
мости и гибкости модели мы предлагаем следующие стратегии и механизмы.

A. Оптимизация обработки событий:

a) иерархическое представление событий – группировка микрособытий в
макрособытия для снижения вычислительной нагрузки;

b) приоритизация событий – обработка наиболее критичных событий в
реальном времени, остальные – в фоновом режиме;

c) использование приближенных методов – для жанров, где точность менее
критична (например, казуальные игры), применение упрощенных мо-
делей.

B. Жанрово-специфическая адаптация:

a) жанровые шаблоны – использование предопределенных наборов сущ-
ностей, атрибутов и взаимодействий, характерных для конкретных
жанров.

RPG_Template = {Entities : {Character,NPC, Item,Quest},
Attributes : {level, experience, inventory},

Interactions : {combat, dialog, trade}}

RTS_Template = {Entities : {Unit, Building,Resource},
Attributes : {health, attack_power, build_time},

Interactions : {gather, construct, attack}}

b) расширяемые множества операторов – возможность определения новых
темпоральных и вероятностных операторов для специфических игровых
механик.

Combo_Operator(moves) = X[t1]move1∧X[t2]move2∧...∧X[tn]moven

Respawn_Operator(player) = G(player.health = 0→
→ F [respawn_time]player.health > 0)

C. Параметризация модели – для отражения особенностей конкретного жанра.

Simulation_Precision = time_step : 0.01, physics_iterations : 10

Card_Game_Parameters =
= deck_size : 60,max_hand_size : 7, turn_per_round : 1
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Эти механизмы адаптации позволяют FAST-GM эффективно моделировать ши-
рокий спектр игровых жанров от быстрых аркадных игр до сложных стратегий
и ролевых игр с открытым миром. Гибкость модели обеспечивает её примени-
мость как к существующим, так и к новым, формирующимся игровым жанрам,
делая FAST-GM мощным инструментом для анализа и разработки разнообразных
игровых систем.

2.6.3. Примеры расширения модели для сложных игровых сценариев.

OpenWorld = {World_State : {time,weather, global_events},
Dynamic_Quests : f(Player_Actions,World_State)→ Quest,

Emergent_Behavior : P [G(∀e ∈ Entities : Unexpected_Interaction(e))] > 0}

MMORPG = {Server_Shards : S1, S2, ..., Sk,

Cross_Shard_Interaction : I(E1 ∈ Si, E2 ∈ Sj),

Latency_Model : delay(Action) = Normal(µ, σ)}

Procedural_Generation = {Seed : s,

Generation_Rules : R = r1, r2, ..., rn, Content : C = f(s,R, t),

Consistency_Constraint : G(∀c ∈ C : Consistent(c,World_Logic))}

2.6.4. Обеспечение согласованности при масштабировании. Для обес-
печения согласованности модели при масштабировании и адаптации используются
следующие принципы:

• инвариантность базовых определений – основные концепции (сущности, со-
стояния, взаимодействия) остаются неизменными на всех уровнях масштаба;

• композиционность – сложные системы могут быть построены из более про-
стых компонентов с сохранением свойств и ограничений;

• абстракция и детализация – возможность представления систем на разных
уровнях абстракции с сохранением ключевых свойств.

Пример:

Abstract_Combat(E1, E2) = P [Win(E1)] = f(E1.power,E2.power)

Detailed_Combat(E1, E2) =

= Sequence⟨Attack(E1, E2), Defence(E2), Counter(E2, E1), ...⟩

Здесь Abstract_Combat представляет высокоуровневую абстракцию боевого взаи-
модействия, где результат определяется вероятностной функцией от силы участни-
ков, а Detailed_Combat показывает более детальную последовательность действий
в бою.

Масштабируемость и адаптивность FAST-GM позволяют применять модель к
широкому спектру игровых проектов, от простых мобильных игр до сложных мно-
гопользовательских миров, сохраняя при этом формальную строгость и аналити-
ческую мощь подхода.
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2.7. Интеграция компонентов FAST-GM. Модель FAST-GM представ-
ляет собой комплексный подход к формальному описанию игровых систем, инте-
грируя различные аспекты игрового дизайна и механик. Ниже рассмотрим, как
основные компоненты модели взаимодействуют между собой.

2.7.1. Сущности и их состояния. Каждая игровая сущность E опреде-
ляется как E = ⟨I,A, S, T,B⟩ , где S = ⟨V,C, τ, P ⟩ . Это позволяет описать как
статические характеристики сущностей (через атрибуты A), так и их динамиче-
ское поведение (через состояние S ).

2.7.2. Темпоральные аспекты. Временная эволюция сущностей описывает-
ся с помощью темпоральных операторов (X,G,F, U) . Эти операторы связывают
текущее состояние сущности с её будущими состояниями, позволяя моделировать
изменения во времени.

2.7.3. Вероятностные элементы. Вероятностное поведение сущностей ин-
тегрируется через компонент P в определении состояния. Это позволяет модели-
ровать неопределенность и случайность в игровых механиках.

2.7.4. Взаимодействия. Взаимодействия между сущностями описываются
функцией I : E × E × T → S′ , которая учитывает как сами сущности, так и
временной аспект их взаимодействия.

2.7.5. Масштабируемость. Иерархическая структура модели (микро-,
мезо- и макроуровни) позволяет применять FAST-GM к игровым системам раз-
личной сложности и масштаба.

Интеграция этих компонентов позволяет создавать целостные модели игровых
систем, учитывающие статические свойства, динамическое поведение, временную
эволюцию и вероятностные аспекты игровых сущностей и их взаимодействий. Это
обеспечивает мощный инструментарий для анализа, верификации и оптимизации
игровых механик на различных этапах разработки игры.

2.8. Формальное описание логик и анализ сложности. В основе FAST-
GM лежат линейная темпоральная логика (LTL) и вероятностная логика, которые
обеспечивают мощный инструментарий для моделирования динамических аспек-
тов игровых систем. LTL, впервые предложенная Пнуэли [15], позволяет формаль-
но описывать и анализировать поведение систем во времени, используя операто-
ры X (Next), G (Globally), F (Future) и U (Until). Вероятностная логика, развитая
в работах [19], [20], предоставляет формальный аппарат для работы с неопреде-
ленностью и случайностью в игровых механиках. Детальное формальное описание
этих логик, включая аксиомы, правила вывода и доказательства ключевых теорем,
выходит за рамки данной статьи и будет представлено в отдельной работе.

Интеграция темпоральной и вероятностной логик в FAST-GM существенно по-
вышает выразительность модели, но также увеличивает её вычислительную слож-
ность. Как показано в работе [21], проверка модели для LTL является PSPACE2-
полной задачей, что накладывает определенные ограничения на применение моде-
ли к крупномасштабным игровым системам. Анализ сложности вероятностных вы-

2PSPACE-полная задача (или задача PSPACE-полноты) является одной из наиболее труд-
ных задач в классе сложности PSPACE, включающем все задачи, которые могут быть решены с
использованием полиномиального объема памяти (или Polynomial Space).
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числений, основанный на результатах Пападимитриу [22], указывает на необходи-
мость применения приближенных методов для практической реализации модели.

Для практического применения FAST-GM будут предложены очевидные опти-
мизации такие, как применение техник символьной верификации [23], ограничение
глубины темпорального анализа [24] и использование приближенных методов для
вероятностных вычислений [25].

Детальное исследование вычислительной сложности FAST-GM и разработка
эффективных алгоритмов для её практического применения являются предметом
наших текущих исследований и будут представлены в последующих публикациях.

3. Моделирование взаимодействий между сущностями

3.1. Формальное определение взаимодействий. Взаимодействие между
сущностями в FAST-GM определяется как функция (19):

I : E × E × T → S′,

где E – множество сущностей, T – временной домен, S′ – новое состояние сущно-
сти после взаимодействия.

Формально взаимодействие I(e1, e2, t) описывает, как сущность e1 влияет на
сущность e2 в момент времени t , изменяя ее состояние.

3.2. Графовое представление взаимодействий. Взаимодействия между
сущностями можно представить в виде направленного графа (20):

G = (V,E),

где V – множество вершин, представляющих сущности, а E – множество ребер,
представляющих взаимодействия. Каждое ребро e ∈ E имеет метку (21):

l(e) = (I, t, p),

где I – тип взаимодействия (Interaction), t – временная характеристика, p –
вероятность (для стохастических взаимодействий).

3.3. Темпоральные аспекты взаимодействий. Для описания временных
аспектов (немедленное / отложенное / периодическое) взаимодействий исполь-
зуются следующие темпоральные операторы:

• I_immediate(e1, e2) : немедленное взаимодействие,

• I_delayed(e1, e2,∆t) : отложенное взаимодействие с задержкой ∆t ,

• I_periodic(e1, e2, T ) : периодическое взаимодействие с периодом T .

I_periodic(Sun, P lants, 24h) =
= effect : Plants.energy+ = f(Sun.intensity), period : 24h

3.4. Вероятностные характеристики взаимодействий. Вероятност-
ные взаимодействия описываются с использованием функции вероятности
P (I|e1, e2, t) – вероятность взаимодействия I между e1 и e2 в момент t .

P (Critical_Hit|Player,Enemy, t) =
= Player.critical_chance+ f(Player.luck,Enemy.vulnerability)
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Заключение

Представлен унифицированный формальный подход к моделированию игровых
сущностей и их взаимодействий – FAST-GM. Этот подход объединяет темпораль-
ные и вероятностные аспекты игровых систем, обеспечивая комплексное описа-
ние динамики игровых механик. Основные достижения проведенного исследова-
ния включают разработку формальной модели FAST-GM, способной описывать
широкий спектр игровых сущностей и их взаимодействий, метод интеграции тем-
поральных и вероятностных элементов в единую модель, а также демонстрацию
универсальности и масштабируемости модели для различных игровых жанров и
систем разной сложности.

По сравнению с существующими подходами, FAST-GM отличается высокой сте-
пенью формальной строгости и интеграцией темпоральных и вероятностных аспек-
тов в единую модель. Это открывает новые возможности для автоматизированного
анализа и верификации игровых механик, включая количественную оценку игрово-
го баланса, формальную верификацию игровых сценариев и автоматизированную
генерацию тестовых случаев. Такой подход позволяет более эффективно выявлять
потенциальные дисбалансы, ошибки и несоответствия в игровой логике, что осо-
бенно важно в контексте растущей сложности современных игровых систем.

Практическая реализация FAST-GM сопряжена с рядом технических вызовов,
требующих инновационных решений. Для управления большими объемами дан-
ных предлагается использование распределенных систем хранения и применение
техник анализа больших данных. Оптимизация вычислений может быть достиг-
нута путем параллельной обработки и использования GPU для ускорения вероят-
ностных вычислений. Интеграция FAST-GM с существующими игровыми движка-
ми потребует разработки специализированных интерфейсов и адаптеров. Решение
этих задач откроет путь к широкому применению FAST-GM в реальных проектах
разработки игр.

Несмотря на свои преимущества, модель FAST-GM имеет ряд ограничений, в
частности, высокую вычислительную сложность для больших игровых миров и по-
тенциальные трудности в реализации для некоторых игровых жанров. Будущие ис-
следования будут направлены на разработку более эффективных алгоритмов для
темпорального и вероятностного анализа, создание специализированных инстру-
ментов для работы с FAST-GM, а также расширение модели для более полного
охвата эмерджентных явлений в играх. Планируется провести обширное эмпири-
ческое тестирование модели на реальных игровых проектах разных масштабов и
жанров, а также исследовать возможности применения машинного обучения для
автоматизации анализа и оптимизации игровых систем на основе данной модели.

Практическое применение модели может быть дополнительно усилено исполь-
зованием структурированного корпуса текстов видеоигр [3], что позволит более
эффективно извлекать и анализировать игровые элементы и механики.

В заключение отметим, что предложенный подход представляет собой мощный
инструмент для анализа, верификации и оптимизации игровых механик, способный
значительно повысить качество и эффективность разработки игр, открывая новые
горизонты в game studies и индустрии разработки игр.
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Abstract

This article introduces FAST-GM (Formal Approach to Spatio-Temporal Game Modeling),
a new unified approach to formal modeling of game entities and their interactions that
integrates temporal and probabilistic dimensions, thus offering a comprehensive framework
for capturing the dynamics of game systems. Built upon the principles of extended temporal
logic and probability theory, FAST-GM accurately describes complex game mechanics and how
they evolve. A formal definition of game entities was considered. Their states and interactions
were explored. The methods for integrating temporal and probabilistic elements into gameplay
were discussed. The applicability of FAST-GM for game balancing, formal verification of game
scenarios, and automated generation of test cases was analyzed. Its scalability and adaptability
in various game genres were assessed. The results obtained show that FAST-GM should advance
the formal modeling of game systems, equipping developers with a powerful toolset for analysis,
verification, and optimization of game mechanics throughout the process of creating a video
game.
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ТЕПЛОМАССОПЕРЕНОС В АНИЗОТРОПНЫХ
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Аннотация

Проведено математическое моделирование тепломассопереноса в анизотропных тепло-
защитных композиционных материалах (ТКМ) в условиях фазовых превращений связую-
щих ТКМ с образованием пористого коксового остатка и пиролизных газов, фильтрую-
щихся к наружной границе сквозь пористый остаток. В математической модели использо-
ваны идентифицированные ранее законы разложения связующих и нелинейной фильтра-
ции, выведенные для произвольных ТКМ. Определены скорость движения и координаты
двумерной зоны разложения связующих ТКМ и двумерных областей пористо-газового
остатка и первоначальной фазы, разделенных нестационарно подвижной зоной разло-
жения связующих. Во вновь образованной пористо-газовой области решена двумерная
нестационарная задача анизотропной теплопроводности с учетом нелинейной анизотроп-
ной фильтрации газовой компоненты, а в первоначальной области, не затронутой разло-
жением связующих, – двумерная нестационарная задача анизотропной теплопроводности.
Массовая и линейная скорости движения зоны разложения (пиролиза) связующего опре-
делены из условий Стефана непрерывности тепловых потоков и температур. Для реше-
ния всей комплексной модели использован разработанный ранее экономичный абсолютно
устойчивый метод переменных направлений с экстраполяцией. Получены и обсуждены
новые результаты.

Ключевые слова: анизотропия, нелинейная фильтрация, тепловой поток, темпера-
тура, тензор теплопроводности, тензор проницаемости, подвижная зона пиролиза, урав-
нение анизотропной теплопроводности и фильтрации, численный метод

Введение

Теплозащитные композиционные материалы (ТКМ) состоят из тонковолокни-
стых нитей наполнителей (асбестовых, стеклянных, углеродных и др.), пропитан-
ных низкотемпературными органическими смолами, разлагающихся (подвергаю-
щихся пиролизу) при температурах ∼ 600–900 K с образованием пористого коксо-
вого остатка и пиролизных газов, фильтрующихся через коксовый остаток под
действием давления торможения газов в зоне пиролиза. В результате теплота
при аэродинамическом нагреве высокоскоростных летательных аппаратов (ЛА)
отводится за счет следующих факторов: теплопроводности внутрь конструкции,
поглощения теплоемкостью, эндотермических реакций разложения связующих с
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образованием пиролизных газов и пористого остатка, фильтрации, вдува пиро-
лизных газов в высокотемпературный пограничный слой, излучения от наружной
стенки.

Математическое моделирование всех перечисленных физико-химических про-
цессов в ТКМ при аэродинамическом нагреве частично было рассмотрено в [1]. За-
кон разложения связующих ТКМ, обходящий трудно формализуемую химическую
кинетику разложения связующих, а потому пригодный для большинства ТКМ,
разработан в [2], закон нелинейной анизотропной фильтрации пиролизных газов
через пористый остаток идентифицирован в [3]. Теплопроводность в изотропных
телах была исследована также в работах [4–10], а в анизотропных телах в различ-
ных постановках – в работах авторов [11–15]. Экономичные абсолютно устойчивые
методы численного решения задач анизотропной теплопроводности предложены
в [16,17]. Такие задачи особенно важны при создании перспективных теплозащит-
ных композиционных материалов для ракетно-космической техники [18,19].

В настоящей работе рассмотрены математическое моделирование и численные
решения задач тепломассопереноса в анизотропных теплозащитных композицион-
ных материалах в условиях фазовых превращений связующих ТКМ с образова-
нием пиролизных газов и пористого остатка, через который газы фильтруются к
внешней границе тела, вдуваются в пограничный слой, чем уменьшаются конвек-
тивные тепловые потоки к телу.

1. Постановка задачи

В прямоугольной области l1× l2 рассмотрим следующую задачу анизотропного
тепломассопереноса в декартовой системе координат xOy .

1. Граничное условие на внешней границе w тела в виде баланса конвективно-
кондуктивных, лучистых тепловых потоков и тепловых потоков, поглощаемых за
счет возможного уноса массы с наружной границы с тепловым эндотермическим
эффектом (эффективной энтальпией материала при уносе массы) Q∗ :�

α
cp

�
w
(Ie − Iw)− Λgrad T |w − εwσT

4
w − (ΠcpρV )gTw =

= ṁQ∗ (Ie) η (Tw − T ∗) , (x, y) ∈ w, t > 0,

(1)

где (α/cp)w определяется формулой [20]�
α

cp

�
w

=

�
α

cp

�
w0

− β(ρgVg)w, β = 0.56

�
Me

M̄

�0.29 �
Iw
Ie

�
, (2)

здесь (α/cp)w0 – относительный коэффициент теплоотдачи при отсутствии вдува
пиролизных газов на наружной границе тела w .

2. Граничное условие на внутренней свободной границе тела w2 в виде баланса
конвективно-кондуктивных и лучистых тепловых потоков

αw2 (Te2 − Tw2) + Λ0gradT |w2 − εw2σT
4
w2 = 0,

(x, y) ∈ w2, t > 0.
(3)

3. Уравнение анизотропной теплопроводности в пористом коксовом остатке
(x, y) ∈ Ωkc с учетом фильтрации

ceff (T ) ·ρeff
∂T

∂t
= div (ΛeffgradT )−Π(cpρ V )ggradT, (x, y) ∈ Ωkc, t > t∗∗fn, (4)

где индекс kc относится к области коксового остатка, а g – к пиролизным газам.
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4. Уравнение энергии в зоне разложения связующего (x, y) ∈ Ωn со средней
линией fw1

ceff (T ) ρeff (T )
∂T
∂t = div (ΛeffgradT )− ρ̇ (x, y, t) ·Q∗∗−

−Π∗∗ (x, y) (cpρV )ggradT, (x, y) ∈ Ωn, t > t∗∗st .
(5)

5. Закон изменения плотности в зоне разложения связующего y ∈
h
f∗∗
st , f

∗∗
fn

i
идентифицирован в [2]:

ρ (|r| , t) = ρst
tk

|r|/|ṙcp| − t
exp

     
�

|r|
|r∗∗st |

ln (|r̄∗∗st |)
�  |r∗∗st |���r∗∗fn���

ln
�

ρfn

ρst
|r̄∗∗st |

�
ln (|r̄∗∗st |)

  T̄
     . (6)

6. Условия непрерывности тепловых потоков и температур на средней границе
y = f∗∗(x) = (f∗∗

st (x) + f∗∗
fn(x))/2 зоны пиролиза (условия Стефана):

Λ (T ∗∗
st ) grad T |f∗∗

st +0 − Λ (T ∗∗
st ) gradT |f∗∗

st −0 = ṁ∗∗
stQ

∗∗;

T |f∗∗
st +0 = T |f∗∗

st −0 = T ∗∗, (x, y) ∈ f∗∗
st (x, y, t) , t > t∗∗st .

(7)

7. Уравнение неразрывности пиролизных газов в пористом коксо-газовом ос-
татке:

∂ρg
∂t

+ div (ρgVg) = 0, (x, y) ∈ Ω, t > t∗∗fn. (8)

8. Уравнение состояния пиролизных газов

ρg =
pgM̄g

RgT
, (x, y) ∈ Ω, t > t∗∗fn. (9)

9. Закон нелинейной фильтрации [3]

V = − K

µg (T ) (1 + ΠReL)
grad p. (10)

10. Давление на наружной свободной границе F ∗ (x, y, t) и давление и плотность
торможения пиролизных газов в зоне пиролиза:

p (x, y)|F∗(x,y,t) = pw, (x, y) ∈ F ∗ (x, y, t) ;

(p∗∗0 )g =
(ρ∗∗

0 )
g
·Rg·T∗∗

fn

M̄g
,

[ρ∗∗0 (t)]g =
r∗∗fnR
r∗∗st

Γ ∂
∂r [ρ − ρ (r, t)] dr.

(11)

В соотношениях (1)–(11) введены следующие обозначения: (α/cp)w – относи-
тельный коэффициент теплоотдачи; Ie, Iw, T, V,Π, Q∗ – энтальпии погранично-
го слоя и стенки, температура, скорость фильтрации, пористость, теплота уноса
массы соответственно; Λ, ε, cp, ρ, ṁ – тензор теплопроводности, степень черноты,
теплоемкость при постоянном давлении, плотность, массовая скорость уноса мас-
сы соответственно; β – коэффициент вдува; V – скорость набегающего потока;
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η – функция Хевисайда; r – радиус-вектор точки в зоне пиролиза; t – время;
ṁ∗∗, Q∗∗ – массовая скорость и теплота разложения связующего ТКМ; M̄g, Rg –
средняя молярная масса и газовая постоянная; K , µg , ReL и p,Γ – тензор прони-
цаемости, динамическая вязкость, фильтрационное число Рейнольдса, давление и
коэффициент газации. Индексы e и w соответствуют пограничному слою и стенке,
а eff , st и fn означают эффективный, конец и начало; g , ∗ , ∗∗ , cp и kc – газ,
граница уноса массы, зона пиролиза, средняя и коксовый остаток соответственно;
0 – параметры торможения в зоне пиролиза, связующего ТКМ.

2. Метод решения

Комплексная проблема (1)–(11) решалась численно с использованием метода
переменных направлений с экстраполяцией МПНЭ, подробно изложенного и обос-
нованного в [1].

1. До начала фазовых превращений температурное поле в ТКМ определялось
как в едином материале.

2. Если температура наружной границы превысит температуру разложения свя-
зующего T ∗∗ , то интерполяцией находились границы области начала y = f∗∗

st (x)
и окончания y = f∗∗

fn (x) разложения (пиролиза) связующего ТКМ с образованием
пористого коксового остатка и пиролизных газов, фильтрующихся к наружной гра-
нице

�
f∗∗
st < f∗∗

fn

�
.

3. На средней линии этой зоны fw1 =
�
f∗∗
st + f∗∗

fn

�
/2 с температурой T̄ ∗∗ =�

T ∗∗
st + T ∗∗

fn

�
/2 решалась задача типа Стефана, из решения которой определялись

массовая ṁ∗∗ (t) и линейная ẏ∗∗ (t) скорости движения границы и всей зоны пиро-
лиза, а по ним – новая граница, разделяющая пористо-газовую область и область,
незатронутую разложением.

4. В пористой области решалась задача анизотропной фильтрации пиролизных
газов со вдувом их в пограничный слой.

5. В пористой области решались задача анизотропной теплопроводности с
учетом неизотермической анизотропной фильтрации и подвижной границы y =
f∗∗ (x) , а также задача анизотропной теплопроводности в области, незатронутой
разложением связующего.

6. Решалась задача Стефана на подвижной границе w1 .
7. Результатом были нестационарные двумерные температурные поля в обеих

областях и двумерная подвижная граница y = f∗∗ (x) .

3. Результаты численного моделирования

На рис. 1 и 2 приведены некоторые результаты расчетов тепломассопереноса по
математической модели (1)–(11) в прямоугольной области l1 × l2 .

Для расчетов были приняты следующие входные данные: l1 = 0.15 м; l2 =
0.05 м; T0 = 300 K=const; Twi = 300 К, i = 2, 3, 4 ; c(1) = 1 кДж/кг ·K; ρ(1) =
2500 кг/м3 ; c(2) = 0.5 кДж/кг ·K ; ρ(2) = 2500 кг/м3 ; T ∗∗ = 800 К; Q∗∗ =

1000 Дж/кг; λ
(1)
ξ = 1 кВт/м ·K; λ

(1)
η = 0.5 кВт/м ·K; φ = π/4 ; λ

(2)
ξ = λ

(2)
η =

1 кВт/м ·K, где индекс (2) относится к прореагировавшей фазе, а (1) – к исход-
ной фазе.

Коэффициент теплоотдачи αw1 и температура пограничного слоя Te1 заданы
в табл. 1.
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Табл. 1

x, м 0 0.03 0.06 0.075 0.09 0.12 0.15
αw, кВт/м2·K 1.0 2.0 4.8 5.0 4.8 2.0 1.0

Te, K 1000 3400 4800 5000 4800 3500 1000

(а) (б)

0 0.03 0.06 0.09 0.012 x, м

T, K

1050

1150

1250

1350

1450

1550

y=0

y=0.01

y=0.02

y=0.03

y=0.04

y=0.05

0 0.03 0.06 0.09 0.012 x, м

y, м

0.04

0.03

0.02

0.01

t=1c

t=3c

t=4.5c

t=4с

t=9.5с

t=6c

Рис. 1. Динамика движения подвижной границы фазовых превращений анизотропного
ТКМ (а) и температурное поле (б)

t=1с

t=2с

t=3с

t=4с

t=5с

t=6с

t=7с

t=8с

t=9с

t=10с

0.046

0.044

0.04

0.037

0.03

y, м

0.030 0.06 0.09 0.12 x, м

(a)

T, K

1900

1700

1500

1300

1100

900

700

500

0.030 0.06 0.09 0.12 x, м

(б)

y=0.05

y=0.04

y=0.03

y=0.02

y=0.01

y=0

Рис. 2. Динамика движения подвижной границы фазовых превращений анизотропного
ТКМ (а) и температурное поле (б)

Здесь тензор теплопроводности имеет вид�
λxx λxy

λyx λyy

�
= Λ,

λxx = λξcos
2φ+ ληsin

2φ;λyy = λξsin
2φ+ ληcos

2φ;λxy = λyx = (λξ − λη) sinφ cosφ.
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На рис. 1 (а) показано температурное поле в конечный момент времени t = 10 с,
а на рис. 1 (б) – динамика движения срединной линии y(x) зоны пиролиза связую-
щего ТКМ. Из рисунка видно, что при симметричном относительно x = l1/2 теп-
ловом нагружении наблюдается существенная несимметрия температурного поля и
границ фазовых превращений. Максимумы температурных краевых и минимумы
подвижной границы фазовых превращений сдвигаются в направлении большего
коэффициента тензора теплопроводности.

На рис. 2 приведены результаты решения задачи типа Стефана в анизотропном
ТКМ в условиях, когда тепловой поток действует в точке l1/2 . При этом
αw = 5 кВт/м2 ·K , Te = 104 K,

Λ =

�
0.8 0.25
0.25 0.2

�
.

Интересно отметить, что не только минимумы температурного поля и максиму-
мы подвижной границы сдвигаются в направлении большего компонента тензора
теплопроводности, но и тот факт, что на больших глубинах температура на боль-
шей глубине становится выше температуры на меньшей глубине тела.

Заключение

Представлены математическая модель и метод численного решения двумер-
ной нестационарной задачи тепломассопереноса в теплозащитных композицион-
ных материалах (ТКМ) в условиях фазовых превращений связующих ТКМ с об-
разованием пористого коксового остатка и газовой компоненты, фильтрующейся
через пористый остаток к наружной границе со вдувом ее в пограничный слой.
В пористо-газовой области решена задача анизотропной теплопроводности и ани-
зотропной фильтрации. Определены скорости движения и координаты узкой зоны
разложения связующего ТКМ на основе баланса, подводимых к зоне и отводимых
от нее. Математическое моделирование проведено на основе разработанных ранее
универсального закона разложения связующих ТКМ произвольных материалов и
закона нелинейной анизотропной фильтрации. Получены многочисленные числен-
ные результаты относительно координат средней линии зоны пиролиза и нестацио-
нарных полей в пористо-газовой анизотропной области и в анизотропной области,
незатронутой разложением связующего.
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Abstract

This article presents a mathematical model of heat and mass transfer in anisotropic heat-
protective composite materials (HPCM) during phase transformations of HPCM binders with
the formation of a porous coke residue and pyrolysis gases filtering through the residue to
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the outer boundary. Using known binder decomposition and nonlinear filtration laws for
random HPCMs, the model determines the velocity and coordinates of the two-dimensional
HPCM binder decomposition zone, as well as the two-dimensional regions of the porous-gas
residue and the initial phase, which are unsteadily separated by a moving zone of binder
decomposition. In the newly formed porous-gas region, a two-dimensional unsteady problem of
anisotropic heat conduction was solved taking into account nonlinear anisotropic gas filtering.
In the initial region unaffected by the binder decomposition, a two-dimensional unsteady
problem of anisotropic heat conduction was solved. The mass and linear velocities of the
binder decomposition (pyrolysis) zone were calculated from Stefan conditions for heat flow and
temperature continuity. The complex model was solved by the previously developed effective
and absolutely stable method of alternating directions with extrapolation. New results were
obtained and discussed.

Keywords: anisotropy, nonlinear filtration, heat flow, temperature, heat conductivity
tensor, permeability tensor, moving pyrolysis zone, anisotropic heat conduction and filtration
equation, numerical method
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Figure Captions

Fig. 1. Dynamics of the moving boundary of phase transformations of the anisotropic
HPCM (a) and the associated temperature field (b).

Fig. 2. Dynamics of the moving boundary of phase transformations of the anisotropic
HPCM (a) and the associated temperature field (b).
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Аннотация

Построено общее решение для распределения напряжений в тонком диске гиперболи-
ческого профиля под действием внешнего и внутреннего давлений, находящемся в уста-
новившемся температурном поле, в условиях плосконапряженного состояния. Упругие
деформации связаны с напряжениями законом Гука. В пластической области действует
условие пластичности Мизеса. Краевая задача является статически определимой. Поэто-
му для определения поля напряжений не требуется учет пластического течения. Общее
решение применено для расчета напряжений в диске, нагруженном внешним давлением
и температурным полем. Показано влияние параметра, характеризующего профиль дис-
ка, и величины внешнего давления на развитие пластической области и распределение
напряжений.

Ключевые слова: диск гиперболического профиля, плосконапряженное состояние,
условие Мизеса, термомеханическое нагружение, анализ напряжений

Введение

Расчет тонких дисков, подверженных различным нагрузкам, является одной из
классических задач теорий упругости и пластичности [1, 2]. При этом упругопла-
стические решения получены в основном с использованием условия пластичности
Треска или других условий пластичности, которые представляются линейными
функциями главных напряжений [3–7]. Применение таких условий пластичности
значительно упрощает исследование. В настоящей работе рассмотрены упругопла-
стические диски, подверженные действию внутреннего и внешнего давлений, а так-
же установившегося температурного поля, материал которых подчиняется условию
пластичности Мизеса. Предполагается, что профиль диска образован гипербола-
ми. В случае дисков постоянной толщины, находящихся под действием однородного
температурного поля, общее решение такой краевой задачи было получено в [8].
В частности, в этой работе было показано, что построенные решения проявляют ка-
чественные особенности, которые зависят от входных данных. Кроме того, числен-
ные решения краевых задач в условиях плосконапряженного состояния встречают
сложности, которые не проявляются при других условиях деформирования [9].
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В связи с этим представляет интерес нахождение аналитических и полуаналити-
ческих решений, обобщающих решения, представленные в [8].

Широкий класс тонких дисков составляют диски, профиль которых представ-
ляется гиперболами [10–18]. В [10] найдено распределение напряжений во вращаю-
щемся полом диске, отверстие которого занято включением. В [11] определено
распределение напряжений во вращающемся диске, подверженном действию тем-
пературного поля. Параметрический анализ упругого решения для ортотропного
вращающегося диска выполнен в [12]. В [13] найдено распределение напряжений в
функционально-градиентном диске, подверженном действию температурного поля.
Численный метод для оценки величины касательных напряжений, вызванных уг-
ловым ускорением во вращающихся дисках, применен в [14]. В [15] выполнен анализ
упругих вращающихся дисков переменной толщины, включая диски гиперболиче-
ского профиля. Распределение напряжений в диске гиперболического профиля в
предположении изменяющейся вдоль радиуса плотности получено в [16]. В [17] это
решение обобщено на диск, вращающийся на валу. В [18] представлены аналити-
ческие аппроксимации для предельной угловой скорости, при которой весь диск
находится в упругом состоянии.

В настоящей работе решение [8] обобщено на диски такого профиля. Общее ре-
шение построено для произвольных значений внутреннего и внешнего давлений в
предположении, что весь диск при этих значениях давлений является упругим. По-
вышение температуры на внутреннем радиусе диска приводит к возникновению
пластической области. Общее решение использовано для расчёта напряжений в
диске, подверженном только внешнему давлению и температурному полю. Опре-
делена область существования решения с одной пластической зоной, что являет-
ся качественным отличием от соответствующего решения для диска постоянной
толщины.

1. Постановка краевой задачи

Рассмотрим тонкий полый диск с внешним радиусом b0 и внутренним радиу-
сом a0 в условиях плосконапряженного состояния. Толщина диска изменяется
вдоль радиуса в соответствие с уравнением

h = h0

�
r

b0

�−n

, (1)

где n – постоянная, h0 – толщина диска при r = b0 . К внешнему и внутреннему
радиусам диска приложены давления Sb и Sa соответственно (рис. 1).

S
a 

a
0 

b
0 

S
b 

Рис. 1. Профиль диска и приложенные усилия
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Температуру диска в начальном состоянии обозначим T0 . Температура на внут-
ренней поверхности диска медленно повышается, вызывая дополнительное нагру-
жение диска. Распределение температуры по радиусу предполагается установив-
шимся (т. е. пренебрегаем производной температуры по времени, что допустимо
при медленном повышении температуры). Таким образом,

T = T0 + (Ta − T0)
ln (r/b0 )

ln (a0/b0 )
, (2)

где Ta – температура внутренней поверхности диска. Величины Sb и Sa выбе-
рем так, чтобы весь диск был упругим в начальный момент времени и оставал-
ся упругим, пока температура внутреннего радиуса диска находится в интервале
T0 ≤ Ta ≤ Te . Величина Te должна быть определена в ходе решения краевой
задачи. На этой стадии процесса нагружения действуют уравнения Дюамеля –
Неймана. В полярной системе координат (r, θ) , центр которой совпадает с центром
диска, решение не зависит от полярного угла, и эти уравнения имеют вид

εer + εTr =
σr − νσθ

E
+ γ (T − T0) , εeθ + εTθ =

σθ − νσr
E

+ γ (T − T0) . (3)

Здесь σr – радиальное напряжение, σθ – окружное напряжение, εer – упругая
составляющая радиальной деформации, εTr – температурная составляющая ра-
диальной деформации, εeθ – упругая составляющая окружной деформации, εTθ –
температурная составляющая окружной деформации, E – модуль Юнга, ν –
коэффициент Пуассона, γ – коэффициент линейного термического расширения.
При Ta = Te на некотором радиусе диска, который должен определяться из
решения, выполняется условие пластичности Мизеса, в рассматриваемом случае
имеющее форму

σ2
r + σ2

θ − σrσθ = σ2
0 , (4)

где σ0 – предел пластичности при одноосном растяжении. При Ta > Te диск на-
ходится в упругопластическом состоянии. Уравнения (3) выполняются в упругой
области. Уравнения для деформаций в пластической области для определения поля
напряжений не требуются. На всех стадиях процесса должны выполняться урав-
нение равновесия [10]

r
∂σr
∂r

+ (1− n)σr − σθ = 0 (5)

и уравнение совместности деформаций

∂ (rεθ)

∂r
− εr = 0. (6)

Здесь εr – полная радиальная деформация, εθ – полная окружная деформация.
Краевые условия имеют вид

σr = −Sa (7)
при r = a0 и

σr = −Sb (8)
при r = b0 .

Целесообразно ввести следующие безразмерные величины:

τ =
T

T0
, τa =

Ta
T0
, a =

a0
b0
, ρ =

r

b0
,

sr =
σr
σ0
, sθ =

σθ
σ0
, sb =

Sb

σ0
, sa =

Sa

σ0
,

k =
σ0
E
, Q =

γT0 (τa − 1)

k ln a
.

(9)
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Тогда уравнение (3) после исключения T с помощью (2) примет вид

εer + εTr
k

= sr − νsθ +Q ln ρ,
εeθ + εTθ

k
= sθ − νsr +Q ln ρ. (10)

Уравнения (5) и (6) примут вид

ρ
∂sr
∂ρ

+ (1− n) sr − sθ = 0,
∂ (ρεθ)

∂ρ
− εr = 0. (11)

Условие пластичности (4) перепишем как

s2r + s2θ − srsθ = 1. (12)

Краевые условия (7) и (8) преобразуются к виду

sr = −sa (13)

при ρ = a и
sr = −sb (14)

при ρ = 1 .

2. Общее решение

При T0 ≤ Ta ≤ Te весь диск находится в упругом состоянии. Поэтому εr =
εer + εTr и εθ = εeθ + εTθ . Подставив (10) во второе уравнение в (11), получим

ρk

�
∂sθ
∂ρ

− ν
∂sr
∂ρ

�
+ kQ = (1 + ν) (sr − sθ) . (15)

Первое уравнение в (11) и (15) составляют систему линейных дифференциальных
уравнений для определения sr и sθ . Общее решение этой системы имеет вид

sr = C1ρ
α + C2ρ

β +
Q

n (1 + ν)
,

sθ = C1 (1 + α− n) ρα + C2 (1 + β − n) ρβ +
Q (1− n)

n (1 + ν)
.

(16)

Здесь C1 и C2 – постоянные интегрирования, а показатели степени определяют-
ся как

α =
n− 2 +

q
(2− n)

2
+ 4n (1 + ν)

2
, β =

n− 2−
q
(2− n)

2
+ 4n (1 + ν)

2
. (17)

Подставив краевые условия (13) и (14) в (16), найдем

C1 =

(
aβ − 1

�
Q+ n (n+ 1)

(
sba

β − sa
�

n (n+ 1) (aα − aβ)
, C2 =

(1− aα)Q+ n (n+ 1) (sa − sba
α)

n (n+ 1) (aα − aβ)
.

(18)
Уравнения (16) и (18) позволяют найти распределение напряжений по радиусу.
Подставив эти напряжения в условие пластичности (12), можно определить вели-
чину Q , соответствующую началу пластического течения, и радиус, на котором
возникает пластическое течение. Величина Te определится из (9).
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При T > Te имеются упругая и пластическая области. Решение (16) имеет силу
в упругой области. Однако C1 и C2 не определяются из (18).

Рассмотрим пластическую область. Условие пластичности (12) удовлетворим
подстановкой

sr = − 2√
3
sinψ, sθ = − sinψ√

3
− cosψ. (19)

Здесь ψ – новая искомая функция. Подставив (19) в первое уравнение в (11),
получим

dρ

dψ
=

2ρ√
3 + [1− 2 (1− n)] tanψ

. (20)

Интегрирование этого уравнения дает

ρ

ρ0
= exp

" √
3 (ψ − ψ0)

2 (1− n+ n2)

#" √
3 cosψ + (2n− 1) sinψ√
3 cosψ0 + (2n− 1) sinψ0

#t

, (21)

где ρ0 – значение ρ при ψ = ψ0 и

t =
2n− 1

2 (1− n+ n2)
. (22)

Пусть ρc – радиус упругопластической границы, а ψc – соответствующая величи-
на ψ . Тогда из (21) следует

ρc
ρ0

= exp

" √
3 (ψ − ψ0)

2 (1− n+ n2)

#"√
3 cosψc + (2n− 1) sinψc√
3 cosψ0 + (2n− 1) sinψ0

#t

. (23)

Радиальное и окружное напряжения должны быть непрерывны на упругопла-
стической границе. Использовав (16) и (19), эти условия выразим как

− 2√
3
sinψc = C1ρ

α
c + C2ρ

β
c +

Q

n (1 + ν)
,

− sinψc√
3

− cosψc = C1 (1 + α− n) ραc + C2 (1 + β − n) ρβc +
Q (1− n)

n (1 + ν)
.

(24)

Решив эту систему относительно C1 и C2 , получим

C1 =

�
(2n− 2β − 1)√

3
sinψc + cosψc −

Qβ

n (1 + ν)

�
ρ−α
c

(β − α)
,

C2 =

�
(2n− 2α− 1)√

3
sinψc + cosψc −

Qα

n (1 + ν)

�
ρ−β
c

(α− β)
.

(25)

Заключительная часть общего решения зависит от радиуса, на котором возни-
кает пластическое течение. Если пластическая область примыкает к внутренней
поверхности диска, то решение (16) должно удовлетворять краевому условию (14).
Тогда

C1 + C2 +
Q

n (1 + ν)
= −sb. (26)

С другой стороны, краевое условие (13) и (19) показывают, что

2√
3
sinψa = sa, (27)
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где ψa – значение ψ при ρ = a . Тогда, положив ψ0 = ψa , преобразуем уравне-
ния (21) и (23) к форме

ρ = a exp

" √
3 (ψ − ψa)

2 (1− n+ n2)

#" √
3 cosψ + (2n− 1) sinψ√
3 cosψa + (2n− 1) sinψa

#t

, (28)

ρc = a exp

" √
3 (ψ − ψa)

2 (1− n+ n2)

#"√
3 cosψc + (2n− 1) sinψc√
3 cosψa + (2n− 1) sinψa

#t

. (29)

Исключив C1 и C2 в уравнении (26) с помощью (25), найдем�
(2n− 2β − 1)√

3
sinψc + cosψc −

Qβ

n (1 + ν)

�
ρ−α
c

(β − α)
+

+

�
(2n− 2α− 1)√

3
sinψc + cosψc −

Qα

n (1 + ν)

�
ρ−β
c

(α− β)
+

Q

n (1 + ν)
= −sb.

(30)

В этом уравнении Q – параметр нагружения, а величина ρc может быть выраже-
на через ψc посредством (29). Полученное таким образом уравнение служит для
определения зависимости ψc от Q . Эта зависимость позволяет вычислить ρc , C1

и C2 из (29) и (25). Таким образом, уравнения (16) дают распределение напряже-
ний в упругой области, а уравнения (19) и (28) – в пластической. Распределение
напряжений в пластической области представлено в параметрическом виде.

Если пластическая область примыкает к внешней поверхности диска, то реше-
ние (16) должно удовлетворять краевому условию (13). Тогда

C1a
α + C2a

β +
Q

n (1 + ν)
= −sa. (31)

С другой стороны, краевые условия (14) и (19) показывают, что

2√
3
sinψb = sb, (32)

где ψb – значение ψ при ρ = 1 . Тогда, положив ψ0 = ψb , преобразуем уравне-
ния (21) и (23) к форме

ρ = exp

" √
3 (ψ − ψb)

2 (1− n+ n2)

#" √
3 cosψ + (2n− 1) sinψ√
3 cosψb + (2n− 1) sinψb

#t

, (33)

ρc = exp

" √
3 (ψc − ψb)

2 (1− n+ n2)

#"√
3 cosψc + (2n− 1) sinψc√
3 cosψb + (2n− 1) sinψb

#t

. (34)

Уравнение (30) имеет силу. Таким образом, дальнейший ход решения, позво-
ляющий определить распределение напряжений вдоль радиуса диска, такой же,
как в предыдущем случае.

3. Приложение общего решения

Рассмотрим типичный случай нагружения sa = 0 . Из (27) следует, что ψa = 0 .
Уравнения (28) и (29) примут вид

ρ = a exp

" √
3ψ

2 (1− n+ n2)

# �
cosψ +

(2n− 1) sinψ√
3

�t
, (35)
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ρc = a exp

" √
3ψc

2 (1− n+ n2)

# �
cosψc +

(2n− 1) sinψc√
3

�t
. (36)

Уравнение (30) после исключения ρc с помощью (36) решим численно. Числен-
ное решение для напряжений в упругой области подставим в (12) для проверки
условия

s2r + s2θ − srsθ ≤ 1. (37)

В отличие от диска постоянной толщины, это условие может нарушаться вблизи
внешней поверхности диска при определенных значениях параметров. Величина Q ,
при которой неравенство в (37) обращается в равенство при ρ = 1 , определяет ин-
тервал температуры Te ≤ Ta ≤ Tm , внутри которого имеет место решение с одной
пластической областью. Эта величина Q обозначена Qm . Зависимость Qm от n
и sb представлена в табл. 1 для a = 1/2 и ν = 0.3 . Соответствующая величина Tm
определена из (9).

Табл. 1
Зависимость Qm от n и sb

sb \ n 1/2 1/3 1/4
0 −3.68 −3.7 −3.72

0.1 −4.12 −4.25 −4.33
0.2 −4.79 −5.03 −5.17
0.3 −5.77 −6.22 −6.48
0.4 −7.41 −8.39 −8.98

На рисунках 2–4 показана зависимость радиуса упругопластической границы
от Q для нескольких значений sb (n = 1/4 на рис. 2, n = 1/3 на рис. 3, n = 1/2
на рис. 4).

sb = 0.4

sb = 0.2

sb = 0.3

sb = 0

sb = 0.1

-8 -6 -4 -2
Q

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

0.80

Ρc

Рис. 2. Зависимость радиуса упругопластической границы от Q при n = 1/4
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sb = 0.4

sb = 0.2

sb = 0.3

sb = 0

sb = 0.1

-8 -6 -4 -2
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0.65

0.70

0.75

Ρc

Рис. 3. Зависимость радиуса упругопластической границы от Q при n = 1/3

Левые концы линий соответствуют Q = Qm . Из рисунков 2–4 видно, что вели-
чина sb существенно влияет на положение упругопластической границы и вели-
чину Qm . Распределение радиального и окружного напряжений по радиусу для
нескольких значений n показано на рис. 5 и 6 соответственно.

sb = 0.4

sb = 0.2

sb = 0.3

sb = 0

sb = 0.1

-7 -6 -5 -4 -3 -2 -1
Q

0.55

0.60

0.65

0.70

0.75

Ρc

Рис. 4. Зависимость радиуса упругопластической границы от Q при n = 1/2

При этом были приняты следующие значения существенных параметров:
a = 1/2 , ν = 0.3 , Q = −5 , sb = 0.3 . Из рис. 5 видно, что влияние величины n
на радиальное напряжение пренебрежимо мало. Это объясняется тем, что значе-
ние этого напряжения на внутреннем и внешнем радиусах диска зафиксировано
граничными условиями. Влияние величины n на окружное напряжение также
не велико (рис. 6). Таким образом, при выбранных краевых условиях основное
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влияние величина n оказывает на положение упругопластической границы. Если
выбранное значение Q меньше Qm для всех значений n , представляющих интерес,
то влияние профиля диска на распределение напряжений незначительно.

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Ρ

-0.3

-0.2

-0.1

Σr

Σ0

Рис. 5. Распределение радиального напряжения по радиусу при sb = 0.3 , Q = −5 и
нескольких значениях n

n = 1 �2

n = 1 �3

n = 1 �4

0.6 0.7 0.8 0.9 1.0
Ρ

-1.0

-0.5

0.5

ΣΘ

Σ0

Рис. 6. Распределение окружного напряжения по радиусу при sb = 0.3 , Q = −5 и несколь-
ких значениях n

4. Диски другого профиля и вращающиеся диски

Преимуществом полученного решения является то, что оно является полуана-
литическим. Возможность получения полуаналитического решения возникает бла-
годаря выбранному профилю диска. В общем случае такое решение невозможно.
В частности, уравнение равновесия для диска произвольного профиля принимает



АНАЛИЗ НАПРЯЖЕНИЙ В УПРУГОПЛАСТИЧЕСКОМ ДИСКЕ. . . 575

форму [19]
∂σr
∂r

+
σr − σθ

r
+ σr

∂ lnh

∂r
= 0. (38)

Если зависимость толщины диска от радиуса представлена уравнением (1), то

∂ lnh

∂r
= −n

r
, (39)

и уравнение (38) совпадает с (5). В этом случае возможность получения полу-
аналитического решения возникает благодаря тому, что (5) сводится к уравнению
с разделяющимися переменными (20). В общем случае правая сторона уравне-
ния (39) является функцией r , которая не позволяет свести (38) к уравнению с
разделяющимися переменными, и интегрирование этого уравнения может быть
выполнено численно.

Аналогичная трудность с получением полуаналитического решения возникает
и при расчете вращающихся дисков, включая диски постоянной толщины. В част-
ности, для дисков постоянной толщины уравнение (5) должно быть заменено урав-
нением

∂σr
∂r

+
σr − σθ

r
= −ϑω2r, (40)

где ϑ – плотность, ω – угловая скорость диска. Правая часть этого уравнения
является функцией r , которая не позволяет свести его к уравнению с разделяю-
щимися переменными.

Заключение

Построено общее полуаналитическое решение для определения поля напряже-
ний в полом идеально упругопластическом диске, подверженном действию внеш-
него давления, внутреннего давления и установившегося температурного поля.
Профиль диска представлен гиперболами. Пластические свойства материала дис-
ка характеризуются условием пластичности Мизеса. Общее решение применено
для анализа диска, нагруженного внешним давлением и установившимся темпера-
турным полем. Пластическая область начинает формироваться вблизи внутренней
поверхности диска. Однако, когда температура на внутренней поверхности дис-
ка достигает определенной величины, найденной из решения, возникает вторая
пластическая область вблизи внешней поверхности диска. Выполнен параметриче-
ский анализ решения. Показано влияние параметров, входящих в формулировку
краевой задачи, на положение упругопластической границы и распределение на-
пряжений по радиусу диска.
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Abstract

A general solution is constructed for the distribution of stresses within a thin, hyperbolic
elastic-plastic disk subjected to external and internal pressures while in a steady-state
temperature field and under plane stress conditions. The pressures applied to the disk are
assumed not to induce any plastic flow at the initial, uniformly distributed temperature.
The disk is loaded by increasing the temperature of its inner radius. The temperature of
the outer radius is kept constant. Elastic and temperature strains are related to stresses
by the Duhamel–Neumann law. In the plastic region, the von Mises yield criterion is valid.
The tensile yield stress is taken as constant. The boundary value problem is statically
determinate. Therefore, the plastic flow rule is not required to determine the stress field.
The final part of the general solution depends on the parameters classifying the boundary
value problem, including whether the plastic flow initiates at the inner or outer radius of the
disk. The solution is presented in dimensionless form. The loading parameter comprises the
inner surface temperature of the disk, the coefficient of linear thermal expansion, the initial
temperature of the disk, the dimensionless inner radius of the disk, the yield stress under
uniaxial tension, and Young’s modulus. The general solution is obtained for both cases (for a
plastic region appearing at the inner or outer radius of the disk). A specific numerical solution
is constructed for a disk subjected to external pressure and a steady-state temperature field.
The temperature of the inner radius at which the plastic region first appears is calculated.
As it increases, the plastic region extends. At a certain temperature value, another plastic
region appears near the outer radius of the disk. This value is determined as part of solving
the boundary value problem. The influence of the parameters classifying the boundary value
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problem on the development of the plastic region and the stress distribution along the radius
of the disk is shown. The qualitative differences between the new and existing solutions for a
disk of constant thickness under the action of a uniform temperature field are discussed.

Keywords: hyperbolic elastic-plastic disk, plane stress, von Mises yield criterion,
thermomechanical loading, stress analysis

Acknowledgments. This study was supported by the Russian Science Foundation
(project no. 23-21-00335).

Conflicts of Interest. The authors declare no conflicts of interest.

Figure Captions

Fig. 1. Disk profile and applied forces.
Fig. 2. Dependence of the elastic-plastic boundary radius on Q at n = 1/4 .
Fig. 3. Dependence of the elastic-plastic boundary radius on Q at n = 1/3 .
Fig. 4. Dependence of the elastic-plastic boundary radius on Q at n = 1/2 .
Fig. 5. Radial stress distribution along the radius at sb = 0.3 , Q = −5 , and certain n

values.
Fig. 6. Circumferential stress distribution along the radius at sb = 0.3 , Q = −5 , and

certain n values.
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Аннотация

Разработка эффективных систем автоматизированного контроля знаний непосред-
ственно связана с реализацией программного модуля для оценки ответов на вопросы
контрольного теста, свободно сформулированных на естественном языке. Ранее автором
был разработан экспериментальный прототип такой системы и проведен эксперимент,
в котором короткие ответы на вопросы базовых типов, полученные от студентов, были
обработаны прагматически-ориентированным алгоритмом обработки вопросно-ответных
текстов для оценки результатов работы алгоритма, нахождения и разрешения ситуаций
некорректного функционирования. В настоящей статье представлена следующая итера-
ция развития алгоритма для обработки ответов на более сложные вопросы, подразуме-
вающие раскрытие нескольких отношений, такие как «Определение» и «Описание». Пред-
ставлено описание особенностей алгоритма, в частности, решение проблемы сегментации
текста ответа на базовые части, задача обработки которых уже решена. Описаны резуль-
таты эксперимента, проведенного с использованием полученного прототипа с получением
ответов от студентов и анализом ситуаций некорректного функционирования.

Ключевые слова: обработка естественного языка, автоматизированная оценка от-
ветов, цифровое образование

Введение

В настоящее время наблюдается усиливающаяся тенденция масштабного пере-
хода к дистанционному образованию и удаленному управлению образовательным
процессом, что смещает акценты функциональной ответственности в трехагентной
образовательной модели «Ученик – Учитель –Технология» [1]. В результате третий
агент в этой модели, изначально игравший роль вспомогательного ресурса, полу-
чает более высокий статус, частично перенимая функции второго агента – Учите-
ля. Следовательно, существует необходимость разработки и внедрения в системы
цифрового образования программного модуля для непрерывного интеллектуаль-
ного анализа качества обучения Ученика и получения эфективной обратной связи.
Решение задачи разработки интеллектуальных программных модулей для анали-
за и оценки ответов Ученика, данных им в свободной форме и на естественном
языке, становится наиболее актуальным, поскольку может значительно улучшить
качество оценок уровня знаний и усвоения предмета.
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Ранее нами был реализован алгоритм обработки естественно-языковых ответов
для случаев, когда ответ имеет достаточно простую структуру, раскрывающую од-
но типовое или составное отношение (в терминах семантического анализа). Были
разработаны основные методологические принципы реализации, создан экспери-
ментальный прототип системы автоматизированной оценки знаний, реализующий
предложенный алгоритм. Полученные результаты представлены в [2]. Кроме того,
была реализована система контроля знаний, с помощью которой были получены
ответы студентов на вопросы в рамках аутентичного контроля знаний. Назван-
ный выше алгоритм верифицирован на полученных ответах экспериментально,
также выявлены ситуации некорректного функционирования этого алгоритма и
пути их разрешения. В результате была подтверждена гипотеза о возможности
построения эффективного прагматически-ориентированного алгоритма обработки
вопросно-ответных текстов. Эти результаты представлены в статье [3].

Однако многие задаваемые вопросы, в частности, такие как «Что такое Х?»,
«Дайте определение Х» или «Опишите Х», где Х – некоторый концепт учебной
дисциплины, требуют более сложного, составного ответа, включающего раскры-
тие некоторого набора отношений, анализ которых не был реализован в названном
выше экспериментальном прототипе системы автоматизированной оценки знаний.
В настоящей статье представлено дальнейшее развитие этого прототипа в указан-
ном направлении. В частности, показано, что анализ ответов на вопросы названных
типов может быть сведен к рекурсивному анализу отдельных сегментов ответа с
использованием уже реализованных методов для типовых и составных отношений
при условии решения задачи семантико-синтаксической сегментации текста.

1. Методология исследования

Основой методологических принципов подхода, использованного для построе-
ния прототипа системы автоматизированной оценки знаний, является тезис, что
заданный вопрос естественным образом ограничивает контекст ответа как в отно-
шении вариативности возможных ответов, так и его структуры. Прагматически-
ориентированный подход, представленный в [4], основан на следующих принципах:

1. Естественная ограниченность пространства значений ответа и соответствую-
щих лексем по заданному вопросу в учебно-тестовой ситуации (принцип де-
терминированности значений ответа).

2. Естественная ограниченность типов структур ответа заданным вопросом,
описываемых в терминах специальных глубинных грамматик (принцип де-
терминированности формы ответа).

3. Возможность управления точностью оценки ответа в силу расширяемо-
сти и модифицируемости глубинных грамматик как основы прагматически-
ориентированного алгоритма оценки (принцип открытости грамматик).

4. Возможность сужения пространства действия алгоритма оценки за счет срав-
нения ответа обучаемого с заранее заготовленной моделью ответа (принцип
ожидаемости ответа).

Основными понятиями в теоретической модели являются «Концептула» и «Ин-
дивидуальная концептуальная грамматика». Концептула выражает конкретную
типизированную семантико-грамматическую роль лексем или их частей в отве-
те, указывая на соответствующие грамматические признаки естественного языка.
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Индивидуальная концептуальная грамматика (ИКГ) представляет собой схему со-
четания концептул, соответствующую правильной передаче ожидаемого смысла
ответа в соответствии с его семантическим классом. Каждая ИКГ передает неко-
торый канонический смысл, а ответ, соотносящийся с этим смыслом, называется
канонизированным ответом. Таким образом, необходимость введения ИКГ заклю-
чается в сведении семантического анализа текста к синтаксическому анализу его
канонизированного представления в условиях, определенных контекстом вопроса.

Алгоритм обработки ответов представлен схематически на рис. 1. Лексический
процессор получает на вход ответ, выраженный на естественном языке, и модель
ответа для заданного вопроса. Модель ответа представляет собой словарь соответ-
ствий вида «Концептула» – «Список лексем, соответствующих концептуле». Лек-
семы из модели ответа могут содержать символы * (обозначает произвольный
одиночный символ) и & (обозначает произвольную последовательность символов).
Эти символы позволяют автору вопроса предусмотреть различные словоформы
и учесть синтаксические неточности в ответе обучаемого. Пример модели ответа
приведен далее в разделе, посвященном реализации прототипа.

Рис. 1. Алгоритм обработки ответов

На выходе лексический процессор формирует канонизированное представле-
ние ответа – цепочки концептул, соответствующих естественно-языковой форме
ответа. Для представления ответа в виде цепочки концептул лексический процес-
сор производит разбиение ответа на лексемы и выполняет поиск соответствующих
концептул в модели ответа. Пример канонизированного представления приведен
далее в разделе «Реализация и тестирование прототипа». Кроме того, лексический
процессор формирует частичный вектор ситуации, массив запрещенных лексем и
массив неопределенных лексем из ответа. Частичный вектор ситуации – это чис-
ловой вектор (S1, S2, S3, S4):

• S1 – отношение количества лексем в ответе к количеству лексем, предусмот-
ренных моделью ответа;

• S2 – количество запрещенных лексем в ответе;

• S3 – количество неопределенных лексем в ответе;

• S4 – код, характеризующий модальность ответа, т. е. либо наличие в ответе
лексем, характеризующих неуверенность или категоричность, либо их отсут-
ствие, т. е. нейтральность. Значением S4 являются 0, 1 или 2 для случаев
неуверенности, категоричности или нейтральности соответственно.
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На вход семантического интерпретатора поступают канонизированное пред-
ставление ответа и ИКГ, соответствующая заданному вопросу. Интерпретатор про-
веряет соответствие ответа и ИКГ путем попытки обхода синтаксического графа
ИКГ по узлам согласно цепочке концептул канонизированного ответа. Если об-
ход завершается на конечном узле графа, то считается, что ответ соответствует
ИКГ. На выходе семантический интерпретатор формирует полный вектор ситуации
(S1, S2, S3, S4, S5, S6, S7), который в дополнение к частичному вектору ситуации
содержит:

• S5 – код, характеризующий правильность использования интервальных лек-
сем; принимает значение 0, если интервальные лексемы использованы верно,
иначе принимает значение 1;

• S6 – код, характеризующий правильность смысла ответа, т. е. его соответ-
ствие ИКГ вопроса; его значением является 0, если канонизированный ответ
соответствует ИКГ; если в ответе пропущено отношение, то принимает значе-
ние 1; иначе, если канонизированный ответ не соответствует ИКГ, принимает
значение 2;

• S7 – код, характеризующий полноту ответа, т. е. соотношение длины кано-
низированного представления и частично либо полностью соответствующей
ей цепочки концептул из ИКГ; принимает значение 0 при полном соответ-
ствии; если канонизированный ответ длиннее соответствующей цепочки, то
принимает значение 1, иначе принимает значение 2.

Гипотеза о возможности построения эффективного прагматически-
ориентированного алгоритма для обработки естественно-языковых вопросно-
ответных текстов была подтверждена в [3] в рамках экспериментального иссле-
дования для вопросов, подразумевающих раскрытие одиночных типовых и состав-
ных отношений. В настоящем исследовании использован тот же подход, который
состоит в проведении аутентичного тематического контроля знаний и анализе
полученных ответов студентов с использованием разработанного прототипа.

Для обработки более сложных по структуре ответов на вопросы типа «Опре-
деление» и «Описание» предложен подход, состоящий в рекурсивном применении
уже реализованных программных модулей для семантического анализа, поскольку
ответы на такие вопросы подразумевают раскрытие некоторого набора типовых и
составных отношений, связанных с главной сущностью вопроса. Основной пробле-
мой в данном случае является сегментация текста, т. е. его разделение на такие
фрагменты, которые полностью соответствуют конкретному отношению и к кото-
рым применимы соответствующие ИКГ. Такая сегментация текста также может
быть произведена согласно прагматически-ориентированному подходу в соответ-
ствии с методом, предложенным в [4].

В естественном языке минимальной смысловой конструкцией является предло-
жение, однако оно само может включать отдельные смысловые части, т. е. может
являться составной конструкцией. Поэтому необходимы не только синтаксический,
но и семантический подходы к сегментации. При реализации семантической сег-
ментации возникают вопросы выделения контекста, в рамках которого текст ответа
должен анализироваться на смысловую корректность, а также должны выделять-
ся именно такие сегменты, к которым можно применить простые формулы ИКГ.
Принципы ожидаемости ответа и детерминированности контекста (структуры и
смысла ответа) позволяют разрешить эту проблему, так как можно заранее за-
дать главное понятие вопроса, вокруг которого строится контекст ответа, а также
определить рекурсивную ИКГ, к которой ответ должен относиться.
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Новый сегмент определяется по следующим признакам:

1. Синтаксический, поверхностный признак. Обозначается в тексте явно: знаком
(символы пунктуации) или конкретной функциональной лексемой (лексемы
типа «который», «что», «такой, что» и т. п.).

2. Семантический, глубинный признак. Содержательно определяет сегмент и
представляется лексемой, отражающей новое отношение как между главным
понятием и другим понятием (линейная структура), так и взаимно между
другими понятиями (иерархическая структура).

Процесс выделения сегментов одновременно с канонизацией текста лексическим
процессором и анализом его соответствия простым формулам семантическим ин-
терпретатором продолжается рекурсивно до завершения текста ответа.

2. Системы обработки естественно-языковых ответов

Для сравнения с существующими подходами дадим обзор систем, разработан-
ных в области обработки естественно-языковых ответов.

В [5] дан анализ систем автоматизированной оценки коротких ответов на во-
просы. Понятие «короткий ответ на вопрос» авторы определяют по следующим
пяти критериям:

1. Ответ на заданный вопрос невозможно извлечь из самого вопроса, т. е. от-
вет может быть сформирован только из внешних знаний, не извлекаемых из
вопроса.

2. Ответ должен выражаться на естественном языке.

3. Длина ответа должна быть не более одного абзаца (от одного предложения
до одного абзаца).

4. Оценивается прежде всего смысл ответа и в меньшей степени его форма –
критерий приоритета извлечения смысла.

5. Вариативность ответа должна ограничиваться за счет контекста вопроса.

Авторы названной статьи провели исторический анализ развития систем оценки
коротких ответов за период с 1995 по 2014 год, предложив разделить этот времен-
ной промежуток на пять периодов, названных эпохами. Эпохи могут пересекаться,
при этом каждая эпоха характеризуется появлением и развитием определенных
идей и подходов к оценке коротких ответов и некоторым уровнем прикладных
исследований и программных прототипов, реализованных в этом направлении.
При сравнительном анализе систем оценки коротких ответов, разработанных за
рассматриваемый период времени, авторы использовали шесть характеристик та-
ких систем: набор данных, метод обработки естественного языка, модель данных,
модель оценки ответов, оценка качества модели и оценка эффективности.

Наборы данных в большинстве систем формируются из академического и пре-
подавательского опыта, открытых источников либо путем непосредственного про-
ведения тестирования. Основные языки наборов данных – английский, китайский,
немецкий и испанский. Часто встречающиеся области знаний для тестирования –
информатика, естественные науки, языкознание.
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Для обработки естественного языка в различной комбинации применяются
17 методик, наиболее частыми при этом являются: проверка орфографии, стем-
мирование и частеречная разметка. Наименее частыми являются синтаксические
шаблоны, разметка именованных сущностей и сегментация текста.

На основе исследованных моделей, в частности, соответствия вопросов, ответов
обучаемых и эталонных ответов, авторы сделали вывод, что эталонные ответы
играют разную роль в системе оценки ответов: в одних случаях эталонный ответ
и есть модель ответа, в других он используется для разметки ответа обучаемого.

Модели оценки ответов разнятся в зависимости от эпохи и используемых под-
ходов и разбиваются на два больших класса: оценки на основе правил (эпоха карт
концептов и извлечения информации) и оценки статистическими методами (эпо-
ха использования корпусов и машинного обучения). Согласно названным иссле-
дованиям, наиболее широко распространенными являются системы с машинным
обучением.

Определение качества моделей в рассмотренных системах зависит от типа мо-
дели оценки ответа. Оценка на основе правил лучше всего реализуется в повторяю-
щемся тестировании по одной и той же области знаний, известной заранее. Оценка
на основе статистических данных лучше всего показывает себя в неповторяющем-
ся тестировании по области знаний, неизвестной заранее. Авторы также выделили
три класса используемых метрик для оценки качества моделей: классифицирую-
щие, ранжирующие и метрики отношений.

Основной вывод авторов о способах оценки эффективности рассмотренных си-
стем заключается в следующем: оценка усложнена отсутствием общих наборов дан-
ных и единых способов оценки моделей. Поэтому пока лучше всего показывает себя
статистический подход к оценке эффективности по принципам TREC Eval.

В [6] приведены результаты анализа систем проверки ответов обучаемого, а рас-
сматриваемые системы разделены на три класса: системы на основе шаблонов-
масок; системы на основе модели «мешок слов»; системы, учитывающие ролевые
функции слов.

Системы на основе шаблонов-масок характеризуются тем, что эталонные от-
веты в них задаются на некотором логическом языке шаблонов и описывают ва-
рианты ответа на вопрос. В качестве основного недостатка таких систем авторы
выделяют высокую нагрузку на преподавателя, приводящую, в том числе, к стрем-
лению сократить шаблоны, из-за чего снижается точность оценки ответов.

Системы, основанные на модели «мешок слов», используют в основном методы
статистического анализа и поиск n -грамм в ответе с предварительной обработ-
кой ответа: исключение парафраза, снятие синонимии, расшифровка аббревиатур.
К таким системам авторы относят системы, использующие векторные модели пред-
ставления ответа и методы машинного обучения. Плюсом таких систем является
относительная простота подготовки контрольных тестов, однако для случая вопро-
сов, требующих определенную структуру ответа, например, требующих перечис-
лить этапы некоторого процесса в нужном порядке, такие системы не подходят.

Системы, учитывающие ролевые функции слов в предложении и их взаимную
связь, комбинируют подходы двух других названных классов систем, так как сов-
мещают структурный подход и гибкость построения модели ответа. Однако на
данный момент времени такие системы, согласно цитируемому исследованию, на-
следуют не только достоинства, но и недостатки других классов систем, например,
проблему автоматизации трансформации сложно структурированного вопроса в
унифицированную и простую форму. Подход, представленный в настоящей статье,
можно отнести к этому типу, а проблема автоматизации трансформации решается
нами в рамках задачи сегментации.



586 Н.А. ПРОКОПЬЕВ

Автор статьи [7] предложил использовать так называемые метарегулярные вы-
ражения для отражения вариантов структуры ответа. В этой статье приведены ал-
горитм проверки ответов на вопросы типа «Определение» и способ автоматической
генерации метарегулярных выражений для правильных ответов. По результатам
тестирования разработанного прототипа автор заключает, что представленный им
подход достаточно эффективно осуществляет проверку ответов на вопросы типа
«Определение» для заданной предметной области. Представленные метарегуляр-
ные выражения расширяют язык обычных регулярных выражений путем добав-
ления специальных метасимволов, которые могут быть заменены другими мета-
регулярными выражениями, реализуя таким образом возможность рекурсивной
обработки сегментов текста. Знаки пунктуации и такие лексемы, как «это», «кото-
рый», «если», выделяются в отдельную категорию, служащую точками опоры для
разделения текста ответа на сегменты, соответствующие метасимволам.

В [8] представлена разработка программной системы, способной проходить тест
2015 English Entrance Exams. Системе даются текст и набор связанных с ним во-
просов с вариантами ответа, на которые она дает ответ путем обработки текста.
Стоящая здесь задача не связана с естественно-языковой обработкой ответа, однако
авторами предложен интересный подход к семантической сегментации текста. Сег-
ментация состоит из двух этапов: разделение текста на абзацы и сравнение текста
вопроса с каждым абзацем путем использования алгоритма C99 для нахождения
параграфа, к которому относится вопрос. Далее для выбора правильного отве-
та система сравнивает каждый вариант ответа с выбранным абзацем, используя
модель, обученную на основе опорных векторов.

Авторы статьи [9] представили систему, использующую специальную метри-
ку GAN-LCS для оценки ответов на основе их близости к эталонному ответу.
Эта метрика предполагает использование грамматики связей в качестве основ-
ной модели. Описаны подходы к автоматической генерации эталонных ответов
при создании контрольных тестов преподавателем на основе метода Maximum
Marginal Relevance, что облегчает заполнение модели ответа. При этом система
не использует машинное обучение, а представленная метрика, согласно исследова-
нию авторов, достаточно эффективна. Однако в этой системе использован заранее
заданный корпус текстов, что затрудняет ее применение в областях, где достаточ-
ное количество текстов недоступно. При этом отсутствует проблема сегментации,
так как метрика близости ответа к эталонному вычисляется целиком для всего
текста ответа.

В [10] представлен подход к разработке автоматизированной системы контроля
знаний на основе онтологии предметной области. Разработанный алгоритм произ-
водит сегментацию текста, выявление ключевых слов и сравнение полученного
набора слов с ключевыми словами эталонных ответов с использованием метода
латентно-семантического анализа TF-IDF. В данном случае семантический анализ
сведен к статистическому, а использованный авторами алгоритм сегментации осно-
ван на языковых особенностях китайского языка, для которого и была разработана
система, поэтому нельзя считать данный подход универсальным.

В [11] описана система автоматической проверки ответов на открытые вопросы
на русском языке. В качестве лингвистического процессора в системе использован
Томита-парсер от компании Яндекс, который поддерживает токенизацию, морфо-
логический анализ и выделение сущностей. Для обработки естественного языка
данный инструмент использует заданные пользователем грамматики и словарь
сущностей.
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На основе проведенного обзора нами сделан вывод о высоком потенциале ис-
пользования подхода к обработке естественно-языковых ответов, основанного на
таких правилах, как синтаксические шаблоны, регулярные выражения и «мешок
слов». Однако такой подход не был в достаточной степени развит для обработки
ответов, формулируемых обучаемым в свободной форме, в частности, из-за тру-
доемкости задачи настройки правил, трудностей при верификации построенных
алгоритмов, нетривиальной реализации сегментации текста ответа. Решение ря-
да из названных проблем с учетом опыта исследователей, упомянутых в обзоре,
получено в настоящей статье.

3. Разработка прототипа

На основе представленной теоретической модели нами был разработан экспе-
риментальный прототип c использованием языка программирования Python и веб-
фреймворка Django для графического интерфейса. Этот прототип детально опи-
сан в [2]. Дальнейшая разработка прототипа в рамках проведенного исследования
включала реализацию грамматик ИКГ4-ОПИСАНИЕ и ИКГ4-ОПРЕДЕЛЕНИЕ
для соответствующих типов вопросов, а также поддержку рекурсивной сегмента-
ции текста ответа.

Структура ИКГ4-ОПИСАНИЕ представлена на рис. 2. Данная грамма-
тика является рекурсивной структурой, состоящей из линейных сегментов-
последовательностей, соответствующих ИКГ2 (для типовых отношений) и ИКГ3
(для составных отношений), поскольку ответ на вопрос типа «Описание» предпо-
лагает раскрытие типовых и составных отношений, связанных с главным понятием
вопроса. Структура ИКГ4-ОПРЕДЕЛЕНИЕ представлена на рис. 3. Она включает
ИКГ4-ОПИСАНИЕ в качестве рекурсивной компоненты и расширяет ожидаемую
структуру ответа концептулой SS – главным понятием вопроса и SSOP – обобщен-
ным понятием, которое стоит на более высоком уровне в иерархической структуре
предметной области над главным понятием (гипероним главного понятия). Таким
образом, ответ на вопрос типа «Определение» предполагает включение не только
отношений, связанных с главным концептом, но и показатель его иерархическо-
го отношения. В рамках экспериментальной апробации прототипа системы оценки
ответов был разработан модуль тестирования вопросов, позволяющий оценить ра-
боту алгоритма для введенных ответов. При введении ответа форма отображает:
канонизированное представление ответа, вектор ситуации, списки неопределенных
лексем и запрещенных лексем, извлеченных из ответа.

Рис. 2. Структура ИКГ4-ОПИСАНИЕ
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Рис. 3. Структура ИКГ4-ОПРЕДЕЛЕНИЕ

4. Результаты эксперимента

Для оценки разработанных моделей в рамках проведенного эксперимента бы-
ли подготовлены вопросы и модели ответов типа «Определение» и «Описание».
Пример модели ответа для одного из вопросов набора представлен в табл. 1.
В эксперименте участвовали студенты бакалавриата Института вычислительной
математики и информационных технологий Казанского федерального университе-
та, обучающиеся по направлению «Прикладная информатика». Для аутентичности
исследования студенты не были проинформированы об эксперименте и проходили
вопросно-ответный контроль знаний в полном соответствии со стандартными пра-
вилами ручной проверки ответов преподавателем. В результате были получены и
обработаны алгоритмом 20 ответов студентов.

Табл. 1
Пример модели ответа

Вопрос Что такое компилятор?
Модель ответа (без запрещенных, необязательных и интервальных лексем)
SS компилятор
SO лексическ&+анализ&, лексическ&, синтаксическ&+анализ&,

синтаксическ&, этап&+генерац&, этап&+генерац&+код&,
генерац&+код&, генерац&, этап&+оптимизац&+код&,
этап&+оптимизац&, оптимизац&+код&, оптимизац&,
этап&+загрузк&, загрузк&, состав+операционн&+систем&,
операционн&+систем&, библиотек&+систем&, си-
стем&+библиотек&

SOP набор+программ&, программ&+систем&, программ&, систем&
RSO состоит+из, включает, предшествует, входит+в, находится+в,

реализует
ROS состоит+из, включает, входит+в, выполняет&+после, реали-

зу*тся+в
SA текст+на+языке+высокого+уровня, язык*+высокого+уровня,

текст+на+яву, яву
SP текст+в+машинн&+код&, текст+на+языке+машинн&+код&,

язык+машинн&+код&, машинный+код, текст+на+ямк, ямк
RA перевод&
RP получа&

На первом этапе эксперимента оценка алгоритма была проведена с использо-
ванием подготовленных эталонных ответов, которые точно должны были быть
полностью разобраны алгоритмом. Результаты полученной оценки представлены
в табл. 2. Согласно этим результатам, лексический процессор корректно и полно
проанализировал естественно-языковой текст ответов, получив канонизированное
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представление ответов без нераспознанных лексем. Семантический интерпретатор,
в данном случае с учетом значения S6 вектора ситуации, отметил эталонный от-
вет как полностью соответствующий ИКГ. Таким образом, можно заключить, что
прототип работает успешно.

Табл. 2
Пример оценки эталонного ответа

Ответ Это программа, которая состоит из лексического и синтаксиче-
ского анализатора, включает также этапы генерации и оптими-
зации кодов. Переводит ЯВУ в ЯМК и предшествует этапу за-
грузки. Компилятор входит в состав операционной системы и на-
ходится в библиотеке системы.

Канон.
ответ

LN(Это) – SOP(программа) – LN(которая) – RSO(состоит из) –
SO(лексического) – LN(и) – SO(синтаксического анализатора) –
RSO(включает) – LN(также) – SO(этапы генерации) – LN(и) –
SO(оптимизации кодов) – RA(Переводит) – SA(ЯВУ) – GPP(в) –
SP(ЯМК) – LN(и) – RSO(предшествует) – SO(этапу загрузки) –
SS(Компилятор) – RSO(входит в) – SO(состав операционной си-
стемы) – LN(и) – RSO(находится в) – SO(библиотеке системы)

Вектор
ситуации

S1 = 1.4; S2 = 0; S3 = 0; S4 = 1; S5 = 0; S6 = 0; S7 = 2

На втором этапе алгоритмом были обработаны ответы, полученные от студен-
тов. В результате в среднем только половина из них была корректно разобрана
и оценена. Ответы имели нераспознанные лексемы, не учтенные в модели ответа,
что приводило в некорректному разбору. По итогам эксперимента выявлены сле-
дующие группы ситуаций некорректного функционирования алгоритма и пути их
разрешения:

1. Весь ответ, согласно полученному вектору ситуации, отмечен как непра-
вильный в случае, когда его часть не была распознана алгоритмом. В дан-
ной группе ситуаций некорректного функционирования выявляется проблема
реализации процедуры сегментации, требующей завершения сегментов тек-
ста только распознаваемыми лексемами для корректного нахождения данных
сегментов. Для решения данной группы ситуации предложено использование
контекстно-свободного алгоритма разбора ответа, при котором каноническое
представление ответа разбивается на сегменты не только по цепочке слева
направо, но и справа налево. В результате такие ответы должны иметь оцен-
ку S6=1 в векторе ситуации, которая соответствует частичной правильности
ответа.

2. Формулировка ответов в виде определения для вопросов типа «Описание».
Оба типа вопросов имеют похожие ИКГ, однако ИКГ4 ОПРЕДЕЛЕНИЕ
включает в себя также требование использования в ответе гиперонима для
главного понятия вопроса. Данная группа ситуаций влечет некорректное рас-
познавание соответствующей концептулы SOP и в соответствии с ситуацией 1
ведет к отметке ответа целиком как неправильного. Разрешение ситуаций
этой группы требует реализации процедуры автоматического определения
ИКГ ответа для близких между собой грамматик.
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Заключение

Дальнейшее совершенствование алгоритма обработки ответов будет направлено
на разрешение выявленных ситуаций некорректного функционирования. Ответы
студентов, полученные в рамках эксперимента, будут использованы и в следующих
экспериментах. Но уже по результатам проведенного исследования можно заклю-
чить, что прагматически-ориентированный подход может быть применен для авто-
матической обработки ответов на сложные вопросы типа «Определение» и «Описа-
ние», а предложенный метод семантико-синтаксической рекурсивной сегментации,
при всех его недостатках, позволяет свести решаемую задачу к обработке простых
сегментов вопроса с использованием уже реализованных грамматик. Другое на-
правление будущих работ – это развитие прототипа путем автоматизации создания
модели ответа, поскольку для преподавателя это наиболее трудоемкая задача при
создании контрольного теста. Разработки, уже проведенные в данном направлении,
включают использование онтологий предметной области для автоматизированной
генерации опросов.
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Abstract

The progress in developing an effective automatic knowledge control system is directly
associated with creating and implementing a software module for grading answers to test
questions formulated in natural language. Previously, an experimental prototype of such
a system was designed, and a study was performed where short answers to basic question
types provided by students were examined via a pragmatically oriented question-answer text
processing algorithm, considering its outputs and exposing flaws. This article introduces the
next iteration of the algorithm tailored to handle more complex question types that requires
the identification of relations such as “Definition” and “Description.” The key features of the
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enhanced algorithm were outlined, with a particular focus on the problem of segmenting
answers into meaningful chunks, a task for which processing methods have already been found.
The results of an experiment based on the developed prototype with obtaining answers from
students and a thorough analysis of the instances of the system’s incorrect behavior were
discussed.

Keywords: natural language processing, automatic answer grading, e-learning
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Figure Captions

Fig. 1. Answer processing algorithm.
Fig. 2. ICG4-DESCRIPTION structure.
Fig. 3. ICG4-DEFINITION structure.
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Аннотация

Экспериментально-теоретически определены коэффициент каталитической активно-
сти и степень черноты поверхности тонкостенных антиокислительных и антиэрозионных
покрытий для высокоскоростных летательных аппаратов. Покрытие в виде аэрозольной
смеси наносилось на подложку из углерод-углеродного композиционного материала, и по-
лученный образец обдувался полностью диссоциированным воздухом с целью замера
тепловых потоков к поверхности образца и ее энтальпии. С использованием известных
зависимостей суммарных конвективно-диффузионных тепловых потоков от энтальпии
торможения и коэффициента гетерогенной рекомбинации атомов кислорода и азота в
молекулы определены этот коэффициент и степень черноты поверхности из закона Сте-
фана –Больцмана при замеренной энтальпии (и температуре) стенки. Экспериментально
исследованы пять типов покрытий, имеющих в своем составе кремний, титан, молиб-
ден и бор. Результаты сведены в таблицу, демонстрирующую зависимость коэффициента
рекомбинации и степени черноты от тепловых потоков и температуры стенки.

Ключевые слова: тепловой поток, диффузия, диссоциация, рекомбинация, ката-
лиз, коэффициент каталитической активности, степень черноты, число Прандтля, число
Шмидта, число Льюиса, число Маха, число Рейнольдса

Введение

Одной из основных особенностей высокоскоростных летательных аппаратов
(ВЛА) являются большие скорости в плотных слоях атмосферы (числа Маха
больше 5 ÷ 6). При этом в ударных слоях между головной ударной волной и за-
тупленным телом возникают значительные температуры, при которых молекулы
кислорода и азота воздуха диссоциируют на атомы, поглощая большое количество
тепловой энергии. Молекулы кислорода диссоциируют в промежутке температур
2000 ÷ 4000 K, а азота – в промежутке 4000 ÷ 6000 K, так что при температуре
6000 K воздух полностью состоит из атомов кислорода и азота [1, 2].

На более холодных стенках ВЛА атомы рекомбинируют в молекулы с выделе-
нием того же количества теплоты, что было поглощено при диссоциации, причем
в отличие от гомогенной рекомбинации внутри пограничного слоя гетерогенная
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рекомбинация на стенке происходит с выделением значительно большего количе-
ства теплоты в зависимости от степени каталитичности стенки, которая зависит от
материала теплозащитного покрытия. Уменьшение степени каталитичности (или
коэффициента каталитической рекомбинации) существенно снижает диффузион-
ные тепловые потоки к поверхности ВЛА. Поэтому чем ниже коэффициент ка-
талитической рекомбинации, тем меньше аэродинамического тепла поступает на
стенку. Таким образом, реакции диссоциации – рекомбинации происходят по схеме

O +O ⇄ O2 +Qo, N +N ⇄ N2 +QN ,

где Qo = 15540 кДж/кг, QN = 33600 кДж/кг [1].
Эффективным способом отвода аэродинамического тепла является увеличение

отвода от стенки (поверхности, соприкасающейся с газодинамическим потоком)
лучистого теплового потока, пропорционального по закону Стефана – Больцмана
четвертой степени абсолютной температуры стенки, причем коэффициентом в этой
зависимости является степень черноты поверхности. Поэтому чем выше степень
черноты (в пределах от нуля до единицы), тем выше отвод тепла от стенки [3].
Таким образом, чем ниже степень kw каталитичности стенки и выше степень εw ,
тем большее количество теплоты отводится от поверхности ВЛА, и есть уверен-
ность, что тепловая защита будет функционировать без уноса массы (без фазовых
превращений). Эта пара характеристик kw − εw определялась эксперименталь-
но путем перебора материалов, синтезированных из порошков, составленных из
различных элементов, и продувки их в высокотемпературном (∼ 6000 K) потоке
полностью диссоциированного воздуха. Такие эксперименты на газодинамических
стендах проводились ранее в ЦАГИ им. Н.Е. Жуковского [4] и МАИ [3], а полу-
ченные результаты описаны в работах [5–9]. Расчеты конвективно-диффузионных
тепловых потоков и температур стенки проведены в работах [6, 7, 10–18].

1. Методика проведения эксперимента и полученные результаты

Сравнительные эксперименты на газодинамических стенках по определению
пары kw − εw (коэффициента каталитической рекомбинации – степени черноты)
проведены нами для пяти материалов, синтезированных из различных порошков
и наносимых тонким слоем (десятые доли миллиметра) на подложку из углерод-
углеродного композиционного материала (УУКМ). В качестве таких материалов
были использованы следующие смеси порошков или химические соединения:

– углерод;
– SiTiMoCr (кремний, титан, молибден, хром);
– SiTiMoB (кремний, титан, молибден, бор);
– SiTiMoBYAl (кремний, титан, молибден, бор, иттрий, алюминий);
– SiTiMoBYHf (кремний, титан, молибден, бор, иттрий, гафний).
Составы и процентные содержания элементов в этих материалах рекомендова-

ны в работах [8, 9]. Газодинамический стенд и условия проведения эксперимента
подробно описаны в [6].

Определение каталитических свойств поверхности материалов базируется на
калориметрическом методе, в соответствии с которым сопоставляются результа-
ты экспериментальных измерений тепловых потоков к поверхности модели, изго-
товленной из материалов с неизвестной и известной каталитической активностью.
При этом необходимо контролировать отсутствие обменных реакций между ато-
мами кислорода и азота с образованием окиси азота NO (газовая смесь должна
состоять только из атомов азота и кислорода). Для этого температуру тормо-
жения газодинамического потока необходимо поддерживать на уровне ∼ 6000 K.
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Концепция метода определения каталитических свойств образцов базируется на
определении конвективных и диффузионных тепловых потоков от «замороженно-
го» пограничного слоя, т. е. предполагается, что обменные реакции рекомбинации
атомов в гомогенной (газовой) фазе не происходят. Тогда для каждого из ато-
марных потоков (кислорода и азота) выполнится следующее соотношение (аналог
закона Фика):

ρwD12

�
∂Ci

∂y

�
w

= (Kw ρw Ci,w)
m
, (1)

где ρw – плотность газа на границе w между наружной поверхностью тела и по-
граничным слоем; D12 – коэффициент бинарной диффузии; Ci, i = 1, 2 , – кон-
центрация атомов кислорода (i = 1) и азота (i = 2) соответственно; m – порядок
реакции диссоциации (рекомбинации) (в рассматриваемом случае m = 1 , так как
диффузионный поток пропорционален концентрации); y – направление внешней
нормали к поверхности w .

На основе уравнения (1) получено соотношение для конвективно-
диффузионного потока в передней и задней критических точках затупленного
тела в виде [2, 3, 8]

q0 = 0, 665[βµ0ρ0]
1/2

Pr−2/3(Iw/I0)
−0,17

�
1 + (Le2/3φ− 1)

hi
0Ci,∞

I0

�
(I0 − Iw) , (2)

где β = (du/dx)0 – градиент скорости в критической точке; µ0, ρ0, I0 – динамиче-
ская вязкость, плотность и энтальпия в критической точке; ho

i – энтальпия обра-
зования элемента i = 1, 2 ; индекс w относится к границе w ; Ci,∞ – концентрация
атомов в набегающем потоке; Pr = µcp/λ – число Прандтля; Sc = µ/(ρD12) –
число Шмидта; Le = Pr/Sc – число Льюиса; cp – теплоемкость при постоянном
давлении; λ – теплопроводность.

Параметр φ , содержащий kw , определяется соотношением

φ =

"
0, 664(βρ0µ0)

1/2
(I0/Iw)

0,17
S
−2/3
w

ρwkw
+ 1

#−1

. (3)

Для определения kw введем обозначение S = 0, 47Sc−2/3[2β(µρ)0]
1/2

, тогда выра-
жение (3) примет вид φ = [1 + S/(ρwkw)]

−1
, откуда получим

kw =
φS

ρw (1− φ)
. (4)

Из (4) следует, что kw можно определить, если известны S , ρw и φ . В ком-
плекс S входят газодинамические параметры, которые известны из эксперимента
(т. е. давление статическое и торможения, энтальпии торможения и стенки, ско-
рость потока, температура поверхности модели). По этим характеристикам из
уравнения состояния можно определить ρw . Для измерения теплового потока в
выражении (2) используем неохлаждаемый калориметр, на поверхность которо-
го наносим тонкий слой исследуемого теплозащитного материала. Изготовленный
таким образом образец устанавливаем в расчетном сечении струй набегающего по-
тока и производим измерение теплового потока, температуры поверхности образца
и газодинамических характеристик потока. Однако в эксперименте неизвестен ком-

плекс (
nP

i=1

Ci,∞h0
i )/I0 . Для определения значения этого комплекса проводим ана-

логичный дополнительный эксперимент с калориметром, теплоприемный элемент
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которого изготовлен из материала с абсолютной каталитической активностью, т. е.
kw → ∞ . Такими материалами являются металлы, например, электролитическая
медь. Известно [3], что при kw → ∞ параметр φ → 1 . В этом случае выражение (2)
примет вид

q0,kw→∞ = 0.664Rew
1/2

Prw
−2/3µw

x

"
1 + (Le

2/3

− 1)(

nX
i=1

Ci,∞h0
i )/I0

#
(I0 − Iw) , (5)

где Rew – число Рейнольдса.
В небольшой окрестности критической точки на расстоянии x от нее, где

du/dx ≈ u/x , из (5) определим упомянутый комплекс при зафиксированных в экс-
перименте остальных параметрах, входящих в выражение (5). Из (2) определим
параметр φ , а из выражения (4) – коэффициент каталитической активности kw
для исследуемого материала. Степень черноты εw найдем из закона Стефана –
Больцмана по известным из эксперимента температуре поверхности и лучистому
тепловому потоку.

При проведении эксперимента были использованы следующие рекомендации:
– стенд должен генерировать полностью диссоциированный воздушный по-

ток с температурой торможения T0 ∈ [2500÷ 7000K] и давлением торможения
p0 ∈

�
103 ÷ 5 · 103

�
;

– размер калориметра не превышает 2 · 10−2 ;
– температура поверхности в обоих экспериментах должна выдерживаться оди-

наковой (в пределах погрешностей эксперимента).
Результаты экспериментально-теоретических исследований пары характери-

стик kw − εw исследуемых материалов по подложке из УУКМ приведены в сле-
дующей таблице.

Табл. 1
Результаты экспериментально-теоретических исследований материалов

№ п/п Тип покрытия qt,w, кВт/м2 Tw, ◦C εw kw, м/сек.
1 УГЛЕРОД 1405 2169 0.85 >100
2 Si Ti Mo Cr 1650 1800 0.89 0.88
3 Si Ti Mo B 1460 1780 0.78 0.18
4 Si Ti Mo B Y Al 1480 2000 0.91 0.38
5 Si Ti Mo B Y Hf 1750 2100 0.92 – 0.93 0.35

Из результатов, приведенных в таблице, следует, что свойствами, наиболее оп-
тимальными с позиций kw − εw , обладают покрытия Si− Ti−Mo−B − Y −Al и
Si− Ti−Mo−B − Y −Hf .

Заключение

На основе выведенной ранее формулы суммарного конвективного и диффу-
зионного теплового потока, зависящего от коэффициента каталитической реком-
бинации атомов кислорода и азота в передней критической точке затупленного те-
ла высокоскоростного летательного аппарата, спланирован и проведен стендовый
эксперимент по определению коэффициента каталитической рекомбинации и степе-
ни черноты поверхности затупленного тела. Определение каталитических свойств
поверхности исследуемых тонкостенных теплозащитных покрытий построено на
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сопоставлении результатов калориметрических испытаний материалов с неизвест-
ной и известной каталитической способностью. Результаты экспериментов, прове-
денных для пяти композиционных составов теплозащитных покрытий, сведены в
итоговую таблицу, анализ которой показал, что наиболее оптимальными являются
покрытия из материалов SiTiMoBYAl и SiTiMoBYHf, для которых степень черно-
ты выше значения 0.91, а коэффициент каталитической рекомбинации ниже значе-
ния 0.35.
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Abstract

The catalytic activity coefficient and emissivity of the surface of thin-walled oxidation-
and erosion-resistant coatings for high-speed aircraft were determined experimentally and
theoretically. The coating was applied as an aerosol mixture to a carbon-carbon composite
substrate, and the resulting sample was subjected to fully dissociated air to measure heat
fluxes to the sample surface and its enthalpy. Using established relationships between total
convective-diffusive heat fluxes, stagnation enthalpy, and the heterogeneous recombination
coefficient of oxygen and nitrogen atoms into molecules, the catalytic activity coefficient and
surface emissivity were calculated based on the Stefan–Boltzmann law utilizing the measured
enthalpy (and temperature) of the wall. The experiments were performed on five coating types
containing silicon, titanium, molybdenum, and boron. The findings were summarized in a
table showing how the recombination coefficient and emissivity depend on heat fluxes and wall
temperature.
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Аннотация

Рассмотрен способ отыскания коэффициента в граничных условиях третьего рода в
задаче пьезопроводности в нефтяном пласте на его внешнем контуре. Такой контур, как
правило, задают из соображений экономии вычислительных ресурсов, и он не обладает
особыми гидродинамическими свойствами.

Идентификация коэффициента в граничных условиях выполнена с помощью инте-
гральной балансовой модели взаимодействия залежи с внешней областью пласта. Для это-
го решена оптимизационная задача приближения среднего пластового давления к значе-
ниям, полученным по замерам давления в скважинах. Применимость этого алгоритма
оценена при различных геометрии внешнего контура, расположении скважин и режимах
их работы в предположении об однородности пласта. Проведена оценка устойчивости
алгоритма решения обратной задачи к погрешности замеров давления.

Изложенный подход представляет собой быстрый и относительно простой в реализа-
ции алгоритм решения стоящей проблемы – определения граничных условий в фильтра-
ционной модели пласта, обеспечивающий хорошее приближение его гидродинамическо-
го взаимодействия с законтурной областью. На практике названная проблема вызывает
существенные затруднения при адаптации модели из-за значительной неопределенности
исходных данных на удалении от области залежи, разбуренной скважинами.

Ключевые слова: нефтяной пласт, фильтрационная модель, уравнение пьезопровод-
ности, граничное условие, интегральная балансовая модель, замер пластового давления,
адаптация, оптимизация, устойчивость

Введение

При построении фильтрационных моделей нефтяного пласта боковую грани-
цу расчетной области, как правило, максимально приближают к внешнему кон-
туру нефтеносности для сокращения вычислительных затрат при моделировании.
Определение размера законтурной области при моделировании фильтрационного
процесса является предметом отдельного исследования, так как обычно неизвестен
радиус зоны пониженного давления, который может уточняться при воспроизве-
дении динамики пластового давления [1]. Приближение границы к скважинам,
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являющимся источниками возмущений в пласте, повышает сложность задания
граничных условий в гидродинамической модели. В совокупности с низкой сте-
пенью изученности геологии контурной зоны из-за малого числа пробуренных в
ней скважин максимальной степенью неопределенности при моделировании со-
стояния нефтяных пластов обладает именно оценка водопритока через границы
залежи [2–5].

При построении гидродинамической модели нефтяного резервуара наибо-
лее трудоемким этапом является ее адаптация [6–11], состоящая в уточнении
фильтрационно-емкостных свойств пласта, начальных и граничных условий для
давления и насыщенности, продуктивности скважин. В условиях неопределенно-
сти перечисленных параметров процесс уточнения каждого из них предполагает
выполнение многовариантных расчетов с целью минимизации их отклонения от
реальных показателей. Очевидно, реализация такого подхода в полной постановке
для всех искомых параметров в общем случае оказывается невозможной в силу
чрезмерно больших затрат машинного времени. Поэтому большое число проводи-
мых сегодня исследований направлено на разработку специальных упрощенных
быстродействующих методик уточнения отдельных параметров гидродинамиче-
ской модели пласта.

Одним из наиболее экономичных в отношении вычислительных ресурсов и в
то же время корректно оценивающих физические параметры системы являет-
ся метод материального баланса. Методы, основанные на модели материального
баланса, развивались в условиях ограниченных вычислительных ресурсов и поз-
волили получить относительно простой, но в то же время полезный аппарат для
оценок начальных запасов, выявления вклада различных движущих механизмов в
пласте и количественной оценки взаимодействия разрабатываемой залежи с окру-
жающими водоносными горизонтами (так называемыми «аквиферами», от англ.
«aquifer») [2, 3, 12].

Методы материального баланса не потеряли своей значимости с дальнейшим
ростом вычислительных ресурсов и развитием методов численного моделирования
и стали применяться как дополнение к ним в качестве инструмента первичного
анализа гидродинамического поведения залежи, а также получения информации
о характеристиках пласта, которую невозможно получить путем численного моде-
лирования [13–17].

Основным назначением методов материального баланса является уточнение ве-
личины начальных запасов углеводородов и характера движущих сил в пласте,
в том числе при взаимодействии с примыкающими водоносными горизонтами или
другими залежами. При этом основное внимание должно быть сосредоточено на
корректном учете параметров водопритока, поскольку допущенные при этом ошиб-
ки могут значительно исказить основные показатели разработки, прогнозируемые
моделью [16, 18–21]. Как правило, реализация метода материального баланса сво-
дится к применению метода наименьших квадратов при анализе линейной регрес-
сии между средним пластовым давлением и давлением, накопленным извлечением
флюида из залежи. Подбираемые коэффициенты определяют начальные запасы
углеводородов и интенсивность водопритока, для которой должна быть заранее
задана некоторая приближенная функция, определяющая гидродинамическое по-
ведение водоносного горизонта.

В качестве основных вариантов поведения аквифера используют модели Ван
Эвердингена и Херста [22], Фетковича [23], а также Картера – Трейси [24]. Наи-
большее распространение получили формулы постоянного, переменного водонос-
ного горизонта и формулы Фетковича или Картера – Трейси [1]. Все названные
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модели аквифера требуют обработки исторических данных по разработке пласта
для оснащения их параметрами. Наиболее достоверной считается модель Ван Эвер-
дингена и Херста, поскольку она опирается на аналитическое решение уравнения
пьезопроводности в радиальном водоносном слое, однако требует дополнительных
вычислительных затрат для численного интегрирования полученных выражений
или использования аппроксимирующих их функций. Рассмотрены случаи неогра-
ниченного аквифера и ограниченного с условием изоляции или постоянного давле-
ния на внешней границе. Модель Фетковича основана на концепции коэффициента
продуктивности – на предположении о пропорциональности между притоком с ак-
вифера и разностью между средним давлением в нем и давлением на границе зале-
жи. При этом среднее давление в аквифере не является постоянным. Поэтому мо-
дель состоит из двух уравнений: 1) для скорости притока, аналогичного условиям
третьего рода; 2) линейной связи падения давления в аквифере с накопленным от-
током из него жидкости, что эквивалентно изолированному водоносному горизонту
фиксированного объема в линейно-упругом режиме. Определению подлежат коэф-
фициент продуктивности и емкость аквифера. Данной моделью можно приблизить
неограниченный аквифер [25], что будет эквивалентно заданию граничных условий
третьего рода с постоянными коэффициентами. Модель Картера –Трейси вводит
в модель Ван Эвердингена и Херста дополнительное предположение о кусочно-
постоянном значении притока воды через границу на каждом временном проме-
жутке. Поведение со временем среднего давления в аквифере может быть описано
с помощью той или иной аппроксимирующей функции [5,26]. При этом параметры
моделей аквифера заранее неизвестны и подбираются в ходе решения задач оп-
тимизации из условий приближения модельных показателей разработки залежи к
фактическим.

В настоящей работе изложена методика, позволяющая практически мгновен-
но идентифицировать коэффициент, определяющий запись граничных условий
третьего рода в задаче расчета пластового давления, использовав лишь замеры
давления в скважинах и интегральные фильтрационно-емкостные свойства всей
залежи [27]. Для этого использована балансовая модель, которая позволяет перей-
ти при моделировании нестационарной фильтрации от трехмерной постановки к
задаче нулевой размерности. Алгоритм сводится к решению обратной задачи отыс-
кания коэффициента в граничном условии, обеспечивающем наилучшее воспроиз-
ведение динамики среднего пластового давления, оцененной по замерам давления
в скважинах. Эквивалентность балансовой модели нулевой размерности простран-
ственной модели достигается интегрированием в задаче для давления в исходной
постановке с граничными условиями, содержащими искомые коэффициенты. В ка-
честве постоянной величины давления в записи граничного условия использовано
начальное давление в невозмущенном пласте. Переход от среднего давления в за-
лежи к среднему давлению на ее границе выполнен с помощью аналитических
оценок, учитывающих расстановку скважин. Вместо задания наименее изученных
свойств аквифера и функции поведения его среднего давления изложенный метод
опирается лишь на допущение о возможности описания гидродинамической связи
залежи с водоносным горизонтом с помощью условия третьего рода с постоянными
коэффициентами.

Работоспособность метода проверена при различных вариантах расположения
скважин относительно границы залежи, ее формы и произвольной истории режи-
мов работы скважин в предположении об однородности пласта. Все результаты
получены в условиях, когда величина пластового давления выше и не достигает
давления насыщения (разгазирования).
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1. Постановка задачи

Рассмотрим область V нефтяного пласта, в которой выполним гидродинами-
ческое моделирование процесса его разработки. Область V ограничена сверху и
снизу кровлей и подошвой пласта, а сбоку – вертикальной цилиндрической по-
верхностью Γ . Направляющая поверхности Γ задается экспертным способом так,
чтобы она, с одной стороны, была удалена от скважин как источников возмуще-
ний в пласте, полностью охватывая область извлекаемых запасов и все пробурен-
ные скважины, а с другой стороны, минимизировала область V для сокращения
вычислительных затрат при численном моделировании. Распределение порового
давления p (t,x) (Па) в области V описано уравнением пьезопроводности [28]

β
∂p

∂t
+ divu = 0, t > 0, x ∈ V. (1)

Здесь t – время (с); x – вектор пространственных координат (м); β = mβf + βr –
упругоемкость (1/Па); m – пористость породы коллектора (д.ед.); βf и βr – коэф-
фициенты объемного сжатия жидкости и упругости пласта (1/Па). Поверхности
пробуренных скважин при записи уравнения (1) считаются внутренними грани-
цами области V . При необходимости учета используемой в практике гидродина-
мического моделирования нефтяных пластов так называемой «песчанистости» η
(д. ед.), равной отношению объема породы коллектора, содержащего гидродинами-
чески связанный объем флюида, к общему объему пласта, в уравнении (1) вместо
параметра β используем величину ηβ .

Скорость фильтрации u (м/с) флюида, насыщающего пласт, подчиняется за-
кону Дарси

u = −σ∇p, σ = k φ/µ, (2)

где k – абсолютная проницаемость пласта (м2 ), который в рамках настоящего ис-
следования считается однородным; µ – динамическая вязкость пластового флюида
(Па·с); φ – коэффициент подвижности пластового флюида.

В начальный момент времени давление во всем пласте равно невозмущенному
давлению p0 , которое будем считать постоянной величиной, пренебрегая гидро-
статической разницей давления на фоне его изменения при эксплуатации место-
рождения

t = 0, x ∈ V : p = p0. (3)

Верхнюю и нижнюю границы залежи считаем непроницаемыми. На боковой
границе Γ разрабатываемого пласта (залежи нефти) поставим граничное усло-
вие третьего рода для проекции скорости фильтрации un на внешнюю нормаль с
использованием давления в невозмущенном пласте:

x ∈ Γ : un = −σ
∂p

∂n
= α

σ

L
(p− p0) , (4)

где L – некоторый характерный размер для области V (м); безразмерный пара-
метр α отражает энергетическое взаимодействие (интенсивность потока) между
разрабатываемой залежью V и ее законтурной областью Va – внешним (водо-
носным) резервуаром (aquifer, «аквифер»), расположенным за внешним контуром
нефтеносности [29].

При решении задачи фильтрации в расширенной области пласта Ve = V
S

Va ,
содержащей законтурную область Va (рис. 1), вместо граничного условия (4) ис-
пользуем условие первого рода с невозмущенным давлением p0 на внешней грани-
це Γe области Ve :

x ∈ Γe : p = p0. (5)
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Заметим, что параметры σ, α зависят от величины суммарной подвижности φ
флюида, которая определяется локальным фазовым насыщением коллектора. Од-
нако в данной работе эту величину считаем неизменной. Таким образом, область
применения излагаемого метода ограничивается начальным периодом разработки
залежи, когда поле насыщенности не успевает значительно измениться, либо слу-
чаем, когда вязкости фаз имеют небольшие отличия, а их фазовые проницаемости
близки к линейным.

V

Va

�e

�

Ve

Vw

Рис. 1. Схема области залежи, разрабатываемой скважинами, и внешней законтурной
области

Поскольку контур границы Γ задается условно, параметр α граничного усло-
вия (4) на этапе построения модели неизвестен. В общем случае для его опре-
деления необходимо решить обратную по отношению к (1)–(4) задачу миними-
зации отклонения модельных значений пластового давления от значений, изме-
ряемых на скважинах в процессе разработки. Такая задача предполагает много-
кратное решение прямой задачи (1)–(4) с подбором α . При этом любое уточнение
фильтрационно-емкостных свойств пласта, которое неизбежно происходит на эта-
пе адаптации модели, вообще говоря, требует перестроения решения этой обратной
задачи. Поскольку размерность расчетной сетки фильтрационной модели в обла-
сти V может достигать 106, ..., 109 узлов, то такой алгоритм не всегда является
приемлемым из-за значительных вычислительных затрат.

Целью настоящей работы является получение быстрого, физически обоснован-
ного способа отыскания единого для всей границы коэффициента α , обеспечиваю-
щего хорошее приближение задачи (1)–(3), (5) в расширенной до невозмущенной
границы области Ve задачей (1)–(4) в области V , граница которой приближена к
области нефтеносности. Полученное значение коэффициента α может использо-
ваться как в качестве окончательного коэффициента в граничных условиях при
дальнейшем численном гидродинамическом моделировании процесса разработки
залежи, так и в качестве его первичной оценки для последующего локального
уточнения.

Для получения быстрого алгоритма решения поставленной задачи использован
метод материального баланса, предполагающий переход от исходной трехмерной
задачи к задаче нулевой размерности. Все алгоритмы сформулированы в рамках
предположений о наличии удаленного от залежи контура («контура питания») с
невозмущенным давлением p0 и об однородности пласта.

Перейдем к безразмерным переменным

x̄ = x
1

L
, t̄ = t

σ0

β L2
, p̄ =

p− p0
∆p

, ū = u
L

σ0 ∆p
, (6)

где ∆p – характерное понижение пластового давления в процессе разработки;
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σ0 – характерная проводимость пласта, которая в предположении его однород-
ности всюду постоянна.

Опустив в дальнейшем для простоты верхнюю черту над безразмерными пере-
менными, перепишем уравнения (1)–(5)

∂p

∂t
+ divu = 0, t > 0, x ∈ V, (1′)

u = −∇p, (2′)

t = 0, x ∈ V : p = 0, (3′)

x ∈ Γ : un = − ∂p

∂n
= αp, (4′)

x ∈ Γe : p = 0. (5′)

2. Балансовая модель, вспомогательные соотношения
и метод решения

2.1. Уравнение материального баланса. Переход к балансовой модели,
осредненной по всему объему залежи, осуществим интегрированием уравнения (1′)
по области V :

|V | dP
dt

+

Z
Γ

undγ = q (t) , (7)

P (t) =
1

|V |

Z
V

p (t,x) dV . (8)

Здесь |V | – объем области V ; P (t) – среднее давление во всей залежи V в момент
времени t ; q (t) – суммарный мгновенный расход всех скважин в момент времени t .

Положив коэффициент α в условии (4′) постоянным вдоль всей границы, пе-
репишем второе слагаемое в левой части (7):

QΓ (t) =

Z
Γ

undγ = α

Z
Γ

p dγ = α |Γ| pΓ (t) ,

pΓ (t) ≡
1

|Γ|

Z
Γ

p (t,x) dγ.

Здесь |Γ| – площадь боковой границы Γ залежи; pΓ – среднее контурное давление,
точнее, с учетом нормировки (6), отклонение среднего вдоль границы давления от
начального пластового. Тогда уравнение (7) примет вид

|V | dP
dt

+ α |Γ| pΓ (t) = q (t) . (9)

Предположим, что отклонения от начального значения p0 среднего давления
в объеме залежи P (t) и среднего давления на ее границе pΓ (t) пропорциональны
друг другу с коэффициентом θ , определяемым лишь структурой залежи и схемой
расстановки скважин:

pΓ (t) = θ P (t) . (10)
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Тогда уравнение (9) можно переписать в форме, допускающей его разрешимость
относительно среднего давления в залежи P (t) с начальным условием соглас-
но (3′):

t > 0 : |V |dP
dt

+A|Γ|P (t) = q(t), P (0) = 0, A = αθ. (11)

Следуя традиционному алгоритму метода материального баланса, нужно
проинтегрировать уравнение (11) по времени от начального до произвольного мо-
мента t :

Q(t)

P (t)
= |V |+ A|Γ|

P (t)
S(t), Q(t) =

Z t

0

q(τ) dτ, S(t) =

Z t

0

P (τ)dτ.

Здесь Q (t) – накопленная за время t разница отбора и закачки жидкости в пласт
через скважины; P – среднее давление в залежи, соответствующее с учетом нор-
мировки (6) величине расширения пластового флюида. Далее, совмещая фактиче-
скую и модельную прямые, можно подобрать две константы линейной зависимости
Q (S) , определяющие начальный объем запасов нефти в залежи и константу потока
с законтурной области [30]. Однако для этого необходимо заранее задать некоторое
аналитическое или табулированное приближение функции P (t) для вычисления
интеграла S (t) , опираясь на частные представления о поведении законтурной об-
ласти (аквифера). В алгоритме, излагаемом в настоящей работе, подобные прибли-
жения функции P (t) заранее не вводятся. Вместо этого выполняется приближен-
ный пересчет множества фактических замеров пластового давления в скважинах
в среднее давление во всей залежи, опираясь на упрощенную схематизацию ее
разработки скважинами.

2.2. Связь среднего давления в залежи и на ее внешней границе.
Сначала найдем способ вычисления коэффициента θ , устанавливающего соотноше-
ние (10). Общий вид связи коэффициента θ с параметрами моделируемой системы
пласта и скважин получим в характерном частном случае, допускающем аналити-
ческую запись решения.

Рассмотрим стационарную задачу радиальной фильтрации в области Ve , яв-
ляющейся круговым цилиндром радиуса R . Внутри Ve расположена подоб-
ласть Vw , коаксиального с Ve кругового цилиндра радиуса rw ≤ R . Радиус rw яв-
ляется эффективным радиусом кругового цилиндра, содержащего все пробуренные
скважины (рис. 2). Область Vw будем называть «областью скважин». Область V
гидродинамического моделирования залежи будем считать круговым цилиндром
радиуса RΓ , соосным к Ve и Vw . Граница области V , как правило, устанавли-
вается на некотором расстоянии снаружи от области Vw для возможности задания
более стабильных граничных условий за счет снижения возмущений от ближай-
ших к границе действующих скважин и в то же время не достигающей внешней
невозмущенной границы области Ve для сокращения вычислительных затрат.

В нормировке (6) в качестве характерного линейного масштаба L будем ис-
пользовать радиус области V . Тогда RΓ = 1 , rw ≤ 1 , R > 1 .

На границе пласта выполняется условие (5′)
r = R : p = 0.

На границе области скважин зададим условие первого рода
r = rw : p = pw,

где pw – давление, среднее в Vw . Решение такой задачи известно [28]:

p (r) = pw
ln (r/R )

ln (rw/R )
, rw ≤ r ≤ R. (12)
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Рис. 2. а) Модельная схема расположения границ области скважин и залежи, б) отноше-
ние θ контурного давления к пластовому при R = 2 (1) , R = e (2) , R = 5 (3)

Продолжим функцию (12) на отрезке [0; rw] средним значением pw :

p(r) =

   pw, 0 ≤ r ≤ rw,

pw
ln (r/R)

ln (rw/R)
, rw ≤ r ≤ R.

(13)

Найдем из (13) выражения для P и pΓ :

P =
pw

(
1− r2w + 2lnR

�
2ln (R/rw )

, pΓ = pw
lnR

ln (R/rw )
. (14)

Тогда множитель θ в (10) равен

θ (R, rw) =
pΓ
P

=
2lnR

1− r2w + 2lnR
. (15)

Зависимость θ (R, rw) при фиксированных значениях R показана на рис. 2, б).
При равномерной сетке скважин радиус rw области скважин Vw можно оценить

из условия π r2w ≈ Nw π r2min , откуда

rw ≈ rmin

p
Nw, (16)

где Nw – количество скважин, rmin – половина среднего расстояния между бли-
жайшими скважинами.

2.3. Выражение среднего пластового давления через замеры в сква-
жинах. Уравнение балансовой модели (11) решим относительно среднего давле-
ния P в залежи V . Для решения обратной к (11) задачи при определении коэффи-
циента A необходимо сравнивать расчетные значения P с «фактическими». По-
скольку непосредственно измерить среднее давление во всем пласте невозможно,
то необходимо связать эту величину с показателями, допускающими наблюдение.
С этой целью будем использовать замеры пластового давления в скважинах γ .
Напомним, что под «пластовым давлением» в скважине понимается та величи-
на давления, которая установилась бы в точке замера при условии длительно-
го бездействия данной скважины, и поэтому измеряется после ее остановки [31].
В рамках настоящей работы будем считать, что на каждой скважине γ имеются
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замеры пластового давления pγ (ti) на каждый интересующий нас момент време-
ни ti (i = 1, ..., NT ) , что может быть достигнуто, например, аппроксимацией по
замерам, ближайшим по времени.

Соотнесем с каждой скважиной γ некоторую близкую к ней область пласта Vγ

так, что
NwS
γ=1

Vγ = Vw . Полагая, что в области Vγ пластовое давление близко к

замеру pγ , аналогично выражению (8) получим приближенное выражение среднего
давления pw в области скважин Vw через замеры давления в скважинах в каждый
момент времени ti :

pw (ti) ≈
1

|Vw|

NwX
γ=1

pγ (ti) |Vγ |.

Положим, что как и при записи (16), сетку скважин можно считать равномер-
ной, |Vγ | ≈ |Vw|/Nw , и тогда

pw (ti) ≈
1

Nw

NwX
γ=1

pγ (ti). (17)

Связь искомой величины P с величиной pw получим с помощью (14) и (15):

P =
λ

θ
pw, λ (R, rw) =

lnR

ln (R/rw )
. (18)

Подставив (17) в (18), найдем необходимое выражение среднего давления в залежи
через замеры пластового давления в скважинах:

P (ti) ≈ Pi =
λ

θ

1

Nw

NwX
γ=1

pγ (ti). (19)

Далее величины Pi будем называть «замерами» среднего пластового давления.

2.4. Алгоритм идентификации коэффициента граничных условий.
Параметр A найдем из решения задачи минимизации уклонения расчетных вели-
чин от замеров среднего пластового давления в квадратичной метрике:

E
�eA�

= inf
A

E2 (A) , E2 (A) =
1

NT

NTX
i=1

(P (ti; A)− Pi)
2
, (20)

где P (ti; A) – решение задачи (11) при некотором значении A в момент времени ti .
Поскольку замеры пластового давления на скважинах не являются точными,

а выражения, связывающие средние давления в разных областях пласта и заме-
ры давления, являются приближенными, решение задачи (20) представляет собой
метод подбора приближенного квазирешения eA [32]. С его помощью вычислим
приближенное значение коэффициента в граничном условии (4′)

α̃ = eA/θ. (21)

Согласно практике гидродинамического моделирования нефтяных пластов пред-
положим, что до решения задачи (20) уже известны все геометрические и
фильтрационно-емкостные свойства пласта в области V , расположение и режи-
мы работы скважин, а также замеры в них пластового давления.
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Итоговый алгоритм определения коэффициента граничных условий (4′) выгля-
дит следующим образом:

1. По известным данным о характеристиках пласта и его разработки определим
нормировочные величины (6) L = RΓ, β, ∆p, σ0 и коэффициенты уравнения
балансовой модели (11) |V | , |Γ| , q(t) .

2. По расстановке скважин с помощью (16) найдем радиус rw .

3. Экспертным образом зададим радиус R контура питания и вычислим θ, λ
по (15), (18).

4. Замеры давления в скважинах пересчитаем в Pi согласно (19) с подстанов-
кой λ/θ .

5. Найдем коэффициент A из решения обратной задачи (20).

6. Коэффициент граничных условий α̃ вычислим по формуле (21) с подстанов-
кой θ .

Для решения одномерной задачи минимизации (20) достаточно применения ме-
тода золотого сечения – невязка 10−6 достигается всего за 10, ..., 30 итераций.
На каждом итерационном шаге данного оптимизационного алгоритма задача Ко-
ши (11) решалась численно методом конечных разностей по явной схеме.

2.5. Замечания о радиусе внешнего контура питания. Отметим, что на
практике расстояние R от центра области Vw , разбуренной скважинами, до конту-
ра невозмущенного давления неизвестно. Однако, принимая во внимание логариф-
мическое поведение давления вблизи скважин, нормированное расстояние R ≈ 3 ,
т. е. трехкратный размер залежи, можно считать бесконечно удаленным от разбу-
ренной области, где давление будет близко к невозмущенному значению. Поэтому
в дальнейшем будем дополнительно оценивать достоверность следующего прибли-
жения данной величины, позволяющего значительно упростить все используемые
выражения

R ≈ Re = e. (22)

В частности, выражения (15) и (18) для величин θ и λ примут вид

θe (rw) = θ (Re, rw) =
2

3− r2w
, (23)

λe (rw) = λ (Re, rw) =
1

1− ln rw
. (24)

Оценим величины искажения коэффициента α в граничных условиях и полу-
ченного с его помощью пластового давления при упрощенном способе (22) задания
радиуса R . Величины, найденные при истинном значении R , будем называть «ис-
ходными», а вычисленные при приближенном значении Re – «приближенными»,
обозначая их нижним индексом «e».

Согласно (19) с подстановкой (15), (18), (23) и (24) степень искажения замеров
среднего пластового давления есть

Pie

Pi
=

λe/θe
λ/θ

=

(
3− r2w

�
ln (R/rw )

(1− r2w + 2 lnR) (1− ln rw)
≡ Π. (25)
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Запишем входящие в (25) отношения исходных и приближенных коэффициен-
тов θ, λ :

Θ ≡ θe
θ

=
1− r2w + 2 lnR

(3− r2w) lnR
, Λ ≡ λe

λ
=

ln (R/rw )

lnR (1− ln rw)
, Π =

Λ

Θ
. (26)

Найденный из решения задачи (20) коэффициент Ae будет соответствовать
задаче (11) относительно давления, искаженного в Π раз, с тем же начальным
условием:

t > 0 : |V | d (ΠP )

dt
+Ae |Γ|ΠP (t) = q (t) , P (0) = 0. (27)

Из отношения уравнений задач (27) и (11) получим

Ae

A
Π =

q (t)− |V |ΠṖ (t)

q (t)− |V | Ṗ (t)
, Ṗ (t) ≡ dP (t)

dt
.

На временах, превышающих характерное время установления давления после
изменения дебита скважин, производная давления по времени мала. Поэтому для
месторождений, работающих преимущественно в квазистационарном режиме или
в условиях медленно изменяющегося суммарного дебита скважин, получим оценку

Ae ≈ A/Π. (28)

Подставив (28) и (26) в (21), получим связь значений αe и α :

αe ≈ α
Aeθ

θeA
= α

1

ΠΘ
= α

1

Λ
.

Теперь из анализа уравнения (9) следует оценка искажения расчетного среднего
давления на границе, следовательно, и в пласте за счет приближения (22):

Pe/P ≈ Λ.

На рис. 3 показаны зависимости отношений Π,Θ,Λ от величины R при различ-
ных отношениях радиуса rw области скважин Vw к радиусу моделируемой зале-
жи V . Область близости отношения Λ к единице свидетельствует о допустимости
приближения (22) с точки зрения малой погрешности в расчете пластового давле-
ния. Согласно рис. 3, в) приближение (22) не приводит к погрешности более 5 %
в довольно широком интервале значений истинного радиуса контура питания R ,
причем этот интервал значительно расширяется с приближением границы области
скважин Vw к границе моделируемой области V , когда rw → 1 . Ниже эти оценки
подтверждены на основе вычислительного эксперимента.
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Рис. 3. Зависимость отношений Π , Θ , Λ от истинного радиуса контура питания при фик-
сированных значениях радиусах области скважин: 1) rw = 0.75 , 2) rw = 0.9 , 3) rw = 0.95
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3. Результаты и обсуждение

3.1. Алгоритм апробации. Первичная оценка достоверности разработанно-
го алгоритма подбора коэффициента в граничных условиях, изложенного в п. 2.4,
выполнялась с использованием так называемых «синтетических» (искусственно
созданных) моделей пласта по следующему алгоритму:

1. Строим численное решение задачи (1′)–(3′), (5′) в расширенной до внешней
невозмущенной границы области Ve в период времени t ∈ (0, T ) , по резуль-
татам которого вычислим:

а) значения пластового давления pγ (ti) в области каждой скважины γ ,
называемые в дальнейшем «замерами» в моменты ti ,

б) «истинные» величины среднего давления pw (ti) в области скважин Vw

в моменты ti .

2. По интегральным фильтрационно-емкостным и геометрическим параметрам
пласта в области V и «замерам» пластового давления pγ (ti) согласно алго-
ритму, описанному в разделе 2.5, найдем коэффициент α̃ .

3. Построим численное решение задачи (1′)–(4′) в ограниченной области V с
коэффициентом α̃ в граничных условиях (4′), по результатам вычислим:

а) приближенные значения среднего давления fpw (ti) в области скважин
Vw ,

б) погрешность модели (1′)–(4′) в области Vw по величине отклонения ε2p :

ε2p =
1

T

TZ
0

(fpw − pw)
2dt ≈ 1

NT

NTX
i=1

(fpw (ti)− pw (ti))
2
. (29)

Таким образом, допустимость приближения перетока через границу залежи
граничным условием третьего рода (4′) с постоянными коэффициентами будет
оценена по точности воспроизведения динамики среднего пластового давления в
области скважин, которое, как правило, и представляет основной интерес для про-
гноза энергетического состояния пласта и проектирования системы поддержания
пластового давления.

Представленная оценка является первичной в той степени, в которой была
выполнена идеализация модели пласта: а) пласт однородный и постоянной тол-
щины; б) скважины вертикальные, совершенные по степени и характеру вскрытия
пласта; в) удаленный контур питания Γe с фиксированным невозмущенным давле-
нием – круговой радиуса R . При этом варьировались: а) форма контура Γ ограни-
ченной гидродинамической модели пласта, б) расстановка скважин в этой области,
в) режимы работы скважин (рис. 4). Кроме того, была исследована чувствитель-
ность алгоритма к погрешности замеров давления на скважинах. Таким образом,
упрощение модели пласта касалось в основном второстепенных факторов, влия-
ние которых и способы его сокращения на представленный алгоритм рассмотрены
ниже.

3.2. Размер ограниченной модели и шаг сетки скважин. Влияние ра-
диуса RΓ ограниченной области V модели пласта на погрешность предложенного
алгоритма оценивалось при двух фиксированных расстановках скважин со сред-
ним шагом d = rw/6 (109 скважин) и d = 5rw/12 (21 скважина). Во всех расчетах
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были зафиксированы размерные величины радиусов rw и R = 5 rw . Поэтому уве-
личение размерного радиуса RΓ от rw до R соответствует уменьшению нормиро-
ванного радиуса R̄ = R/RΓ ; от 5 до 1 соответственно.
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Рис. 4. Зависимость от времени t (годы) показателей разработки при переменных режи-
мах работы скважин: 1 – среднее давление в залежи (атм); 2 – суммарный дебит скважин
(тыс. м3 /сут)

На рис. 5, а) показано сравнение погрешности вычисления среднего давления
в обозначенных условиях при использовании исходного θ (15) и приближенно-
го θe (23) коэффициентов. Применение приближения θe вместо коэффициента θ
приводит к приросту погрешности вычислений до 6 % при удалении радиуса огра-
ниченной модели от величины R/e в сторону R . При R/RΓ = e погрешности
в обоих случаях, очевидно, совпадают. При уменьшении радиуса модели от R/e
к rw применение приближения θe снижает погрешность вычислений в среднем
на 3% по сравнению с использованием исходного коэффициента θ . Это демон-
стрирует возможность использования приближения θe , которое в отличие от θ
снимает затруднения, связанные с заданием неизвестного на практике расстоя-
ния R до удаленного контура питания. При этом разумный выбор удаленности
контура ограниченной модели от области скважин позволяет снизить суммарную
погрешность вычислений до уровня всего 6–7%. Поэтому во всех последующих
оценках будет использоваться приближение θe , как имеющее наибольший интерес
для практической реализации.
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Рис. 5. Погрешность расчета среднего давления при исходном θ (1) и упрощенном θe (2)
коэффициентах в зависимости от а) радиуса ограниченной модели: тонкая линия – d =
5rw/12 ; утолщенная линия – d = rw/6 ; б) среднего расстояния между скважинами
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Как и следовало ожидать (рис. 5, а), б)), увеличение среднего расстояния между
скважинами, имеющими в общем случае разные забойные давления, приводит к
росту погрешности вычислений. Однако даже более чем двукратное увеличение
среднего шага сетки скважин увеличивает эту погрешность в среднем лишь на
2–3 %. Во всех дальнейших оценках был использован вариант шага сетки скважин
d = rw/6 , как более характерный в реальных условиях.

3.3. Форма контура ограниченной модели. Отдельный интерес пред-
ставляет применимость изложенного алгоритма, основанного на предположении
о круговой концентрической форме границы Γ модельной области V , в условиях,
когда это допущение нарушается. С этой целью были рассмотрены два варианта
искажения границы Γ : 1) ее замена на правильный многоугольник с N гранями с
сохранением положения центра; 2) ее замена на эллиптический контур, в одном из
фокусов которого находится центр области скважин Vw (рис. 6). В обоих вариантах
площадь залежи фиксирована и равна S = π(R/e )

2 .
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Рис. 6. Зависимость погрешности от формы контура ограниченной модели: а) в виде
правильного многоугольника, б) в виде эллипса; в) схема расположения эллиптической
границы и области скважин

Уже для квадратной формы области V , когда N = 4 , погрешность вычислений
приближается к уровню 10% и снижается до ранее указанного уровня 6–7 %, начи-
ная с числа граней N = 6 . Для варианта эллиптической формы контура Γ варьи-
ровалось расстояние D = F1F2 между фокусами (рис. 6, в)). Нулевое расстояние
D = 0 соответствует окружности, концентрической с областью Vw , когда погреш-
ность не превосходит 7 %, а при удалении фокусов друг от друга на расстояние
до двукратного радиуса области Vw не приводит к превышению погрешности до
уровня 9% (рис. 6, б)). Полученные результаты свидетельствуют о применимости
предложенного алгоритма при значительной вариации форм границы моделируе-
мой залежи и расположения в ней области скважин.

3.4. Чувствительность алгоритма к погрешности замеров давления.
Как было сказано ранее, в настоящей работе метод подбора приближенного ква-
зирешения применялся в том числе из-за наличия некоторой погрешности замеров
пластового давления в скважинах. В связи с этим для оценки применимости ал-
горитма решения оптимизационной задачи (20) необходимо было исследовать его
устойчивость и чувствительность по отношению к отклонениям замеров давле-
ния от истинных величин. Для этого вместо «точных» значений pγ (ti) в момент
замера ti в (19) были использованы их зашумленные значения

p̄γ (ti) = pγ (ti) (1 + εγ i) , i = 1, ..., NT , (30)

где εγ i – случайные величины с нормальным законом распределения N
(
0, σ2

�
;

σ ∈ [0, 1] – уровень шума. Согласно правилу трех сигм величина 2σ определяет
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интервал, в который попадает генерируемый шум с вероятностью 95.45 %. Были
рассмотрены варианты σ = 0.01, 0.1 и наиболее интересные для практических за-
дач периоды τ замеров давления, соответствующие размерным величинам 1, 3 и
6 месяцев. При фиксации параметров σ и τ генерировались по 1000 реализаций
наборов независимых случайных величин εγ i . Для каждой реализации строилось
решение оптимизационной задачи (20) с подстановкой в (19) зашумленных значе-
ний (30) и рассчитывалась погрешность εp по (29) с подстановкой в (17) истинных
замеров давления без зашумления. Анализировалась функция плотности распре-
деления случайной величины εp при фиксированных (σ, τ) .

Поскольку зависимость погрешности вычисления среднего давления по пред-
ложенному алгоритму от величины ошибки замеров ограничена (рис. 7), то можно
утверждать, что предложенный алгоритм устойчив по отношению к данному фак-
тору. Даже при шуме в замерах давления на уровне 10% погрешность расчета
динамики среднего давления в пласте не отклоняется более чем на 2% от ис-
ходной величины. При уровне шума в 1% такое отклонение становится вообще
незначительным. Кроме того, сокращение периода замеров давления и, следова-
тельно, увеличение их общего количества способно кратно понизить дисперсию
ошибки вычисления динамики среднего пластового давления.
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Рис. 7. Распределение погрешности вычисления среднего пластового давления по реали-
зациям зашумления замеров давления в скважинах: а) σ = 0.1 , б) σ = 0.01 ; кривые 1, 2,
3 – период замеров τ = 6, 3, 1 мес. соответственно

Заключение

Предложена методика быстрого подбора коэффициента в граничных условиях
задачи расчета давления в фильтрационной модели нефтяного пласта. Методи-
ка основана на использовании балансовой модели нулевой размерности и поэтому
не требует решения нестационарных задач фильтрации в пространственной по-
становке. Это на порядки сокращает машинное время решения задачи иденти-
фикации коэффициента в граничных условиях. Время работы алгоритма состав-
ляет несколько секунд, что в принципе несопоставимо с затрачиваемым машинным
временем подбора коэффициента путем многократного численного моделирования
нестационарной фильтрации в исходной трехмерной постановке. Рассмотрен ва-
риант граничных условий третьего рода с постоянными коэффициентами. В этом
случае в качестве входных данных достаточно задать средние фильтрационно-
емкостные свойства пласта, шаг сетки скважин, историю их дебитов и замеров
пластового давления. Для реализации алгоритма нет необходимости задания гео-
метрии и фильтрационных параметров внешнего контура залежи, который, как
правило, выбирается из соображений экономии вычислительных ресурсов и не об-
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ладает особыми гидродинамическими свойствами. В рамках допущений об одно-
родности пласта и однородности граничных условий показана достаточно высокая
точность предложенного упрощенного подхода при вариации схем расположения
скважин, режимов их работы и геометрии границы залежи. В широком диапа-
зоне параметров моделируемой системы погрешность расчета среднего пластового
давления по пространственной модели с найденным коэффициентом граничных
условий не превосходит 6–9 %. Показана устойчивость предложенного алгоритма к
погрешности замеров пластового давления в скважинах. Получены оценки степени
снижения чувствительности алгоритма к случайным ошибкам измерения давления
при увеличении частоты замеров.
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Abstract

A method was outlined for determining the coefficient of third-kind boundary conditions
of the piezoconductivity problem in an oil reservoir, particularly on its external contour, which
has, as a rule, no specific hydrodynamic properties and is set to reduce computational costs.
The coefficient was determined using an integral balance model of an interaction between the
oil deposit and the outer region of the reservoir. The optimization problem of approximating
the average reservoir pressure to the values obtained from the well pressure measurements
was solved. Assuming the homogeneity of the reservoir, the applicability of the algorithm was
assessed under various geometries of the external contour, well placements, and operating
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conditions. The stability of the algorithm for solving the inverse problem was analyzed against
pressure measurement errors. The proposed approach offers a relatively simple algorithm for
defining the boundary conditions of a reservoir flow model, which enables a good approximation
of the hydrodynamic interaction of the reservoir with its outer region. However, due to
uncertainties in the initial data for regions distant from the well-drilled area of the reservoir,
significant difficulties remain in calibrating the model.

Keywords: oil reservoir, flow model, piezoconductivity equation, boundary condition,
integral balance model, reservoir pressure measurement, adaptation, optimization, stability
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Figure Captions

Fig. 1. Schematic layout of the well-drilled area and the outer region of the reservoir.
Fig. 2. a) Model layout of the well and deposit boundaries, b) θ ratio of the contour

pressure to the reservoir pressure for R = 2 (1) , R = e (2) , R = 5 (3) .
Fig. 3. Dependence of Π, Θ, Λ on the actual external contour radius for fixed well radius

values: 1) rw = 0.75 , 2) rw = 0.9 , 3) rw = 0.95 .
Fig. 4. Dependence of the development parameters on time t (years) under various well

operating conditions: 1 – average deposit pressure (atm); 2 – total well flow rate (thousand
m3 /day).

Fig. 5. Errors in calculating the average pressure from the original θ (1) and simplified
θe (2) coefficients depending on a) the radius of the limited model: thin line – d = 5rw/12 ;
thick line – d = rw/6 ; b) the average distance between the wells.

Fig. 6. Dependence of errors on the contour shape of the limited model: a) as a regular
polygon; b) as an ellipse; с) schematic representation of the elliptical boundary and well area.

Fig. 7. Distribution of errors in calculating the average reservoir pressure considering the
pressure measurement noise in the wells: a) σ = 0.1 , b) σ = 0.01 ; curves 1, 2, 3 correspond to
the measurement intervals of τ = 6, 3, 1 months, respectively.
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ОЦЕНКА ВКЛАДА МНОГОКРАТНО РАССЕЯННЫХ
РАДИОВОЛН В ИМПУЛЬСНУЮ ХАРАКТЕРИСТИКУ
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Аннотация

На основе трехмерного топографического плана типового микрорайона города Казани
методом трассировки лучей проводится моделирование многолучевого распространения
радиоволн в системах мобильной радиосвязи. Сгенерирован ансамбль 4000 радиолиний
заданной протяженности (200 м), случайно локализованных на карте модельного микро-
района, в котором представлены реализации как с наличием, так и с отсутствием пря-
мой видимости между передатчиком и приёмником. Выполнены количественные оценки
вклада многократно рассеянных волн в импульсную характеристику канала связи. По-
казано, что на радиолиниях длиной порядка 200 м в условиях прямой видимости можно
ограничиться приближением однократного рассеяния. В условиях экранирования прямой
видимости следует дополнительно учитывать двукратно и трехкратно рассеянные волны.

Ключевые слова: беспроводная связь, многолучевое распространение, импульсная
характеристика канала, трассировка лучей, многократное рассеяние

Введение

Методы трассировки лучей активно используются в проектировании современ-
ных систем телекоммуникаций. Выполненное с их помощью моделирование позво-
ляет учесть детальную геометрию среды распространения, электрические свойства
рассеивающих материалов, а также эффекты многократного рассеяния радиоволн,
например, вследствие серии переотражений от окружающих зданий [1]. При мо-
делировании создается детальная трехмерная геометрическая модель среды рас-
пространения радиосигнала, представляющая собой либо топографический план
городской застройки (для уличных условий), либо планировку интерьера внутрен-
него пространства здания (для локальных беспроводных сетей).

После составления объемного образа среды задаются электрические свойства
материалов отражающих поверхностей и учитываемая кратность отражения ра-
диоволн [2]. Указанные данные позволяют выполнить трассировку лучей из за-
данной точки передачи в заданную точку приема. Результатом расчетов является
импульсная характеристика канала h(τ) , представляющая собой отклик среды на
короткое импульсное воздействие. Типовая импульсная характеристика среды с
многолучевым эффектом изображена на рис. 1. Первый компонент характеристи-
ки h(τ) создается лучом с наименьшей задержкой τ0 . В отсутствие экранирующих
объектов таким компонентом является сигнал прямой видимости. Последующие

624



ОЦЕНКА ВКЛАДА МНОГОКРАТНО РАССЕЯННЫХ. . . 625

компоненты h(τ) создаются лучами, прошедшими большее расстояние до прием-
ника. Как правило, задержка растет с увеличением количества переотражений,
испытанных лучом.

Рис. 1. Типовая импульсная характеристика многолучевого радиоканала

С увеличением количества лучей в канале усиливается эффект многолучевых
замираний, что влечет снижение качества связи [3]. Таким образом, количество
лучей в точке приема является важной характеристикой среды распространения.
В большинстве классических работ [4–6] модель многолучевого канала строится в
приближении однократного рассеивания радиоволн, что упрощает теоретический
анализ и вычисления. Учет эффектов многократного рассеивания, хотя и позво-
ляет получить более реалистичную картину принимаемого сигнала, значительно
увеличивает объем вычислительных операций при трассировке лучей. В то же
время в [4] отмечается, что многократно рассеянные волны дают существенный
вклад в мощность принимаемого сигнала лишь на радиолиниях большой (свыше
1.5 км) протяженности. Соответственно, для типовых условий мобильной радиосвя-
зи в плотной городской застройке достаточно ограничиться однократным рассея-
нием. К сожалению, более систематизированных исследований по данному вопросу
в известной литературе [7–11] не представлено. Таким образом, возникает вопрос о
целесообразности усложнения модели системы беспроводной связи учетом явлений
многократного рассеяния.

Цель исследования состоит в количественной оценке влияния кратных переот-
ражений радиосигнала в условиях городской застройки на импульсную характери-
стику канала для повышения точности моделирования систем беспроводной свя-
зи. Методом трассировки лучей генерируется ансамбль импульсных характеристик
для типового микрорайона застройки г. Казани при случайном размещении прием-
ника и передатчика на радиолиниях длиной 200м. По сгенерированному ансамблю
импульсных характеристик определяется распределение мощности сигнала меж-
ду лучами различной кратности отражения. Отдельно рассматриваются условия
наличия и отсутствия прямой видимости между передатчиком и приемником.

Дальнейшее содержание статьи придерживается следующей структуры. В раз-
деле 1 представлена модель канала связи. Методика и параметры имитационного
моделирования изложены в разделе 2. В разделе 3 представлены основные ре-
зультаты исследования и их интерпретация. В заключительном разделе кратко
формулируются основные выводы исследования.
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1. Модель канала

В рамках модели линейного четырехполюсника сигнал y(t) на выходе канала
связи определяется интегралом Дюамеля:

y(t) =

Z t

−∞
x(τ)h(t− τ) dτ, (1)

где x(t) – сигнал на входе канала, h(t) – импульсная характеристика канала, ко-
торая в рамках линейной модели исчерпывающе описывает его свойства. Из (1)
импульсная характеристика определяется как отклик канала на дельта-функцию
Дирака (при x(t) = δ(t)).

В системах беспроводной связи проявляется многолучевой эффект [4], вслед-
ствие чего импульсная характеристика канала записывается в виде:

h(t) =

nX
i=0

αie
jθiδ(t− τi),

где n – количество лучей, регистрируемых приемником, αi – коэффициент ослаб-
ления i-го парциального луча, τi – задержка i-го луча, θi – фаза сигнала в i-м лу-
че. Коэффициенты ослабления вычисляются с учетом отражения от препятствий,
пройденного пути и эффектов крупномасштабных замираний:

αi = R(ε, σ) · exp
�
−τi ·

rτ − 1

2 · στrτ

�
· 10−

Zi+Li
20 ,

где R(ε, σ) – коэффициент отражения Френеля, Zi [дБ] – глубина медленного (лог-
нормального) замирания для i-го кластера рассеивателей, στ – среднеквадрати-
ческий разброс времени задержки в заданной среде, rτ – коэффициент удлинения
пути относительно луча прямой видимости, Li [дБ] – уровень ослабления сигнала
в луче прямой видимости.

Перед осуществлением трассировки лучей создается компьютерный трехмер-
ный образ (3D-образ) тестовой многолучевой среды. В данном исследовании в ка-
честве прообраза использован реальный топографический план застройки одного
из микрорайонов г. Казани площадью 0.31 км2 (см. рис. 2, a)). План застройки
был получен из открытой картографической базы данных OpenStreetMap [12].
Для каждого здания указывалась информация о высоте и материалах конструк-
ции. Итоговый 3D-образ модельного микрорайона формировался в свободно рас-
пространяемой среде графического объемного моделирования Blender [13].

Созданный 3D-образ содержал 43 здания различной высоты: от 6 до 42м со
средней высотой 14 м. Выбранный микрорайон включал в себя как открытые пло-
щадки, так и фрагменты плотной застройки, что позволяло учитывать различные
сценарии распространения радиосигналов. Для модельного микрорайона было ха-
рактерно преобладание таких материалов отражающих поверхностей как кирпич,
бетон и металл. Типовые значения [2] диэлектрической проницаемости и удельной
электропроводности для указанных материалов приведены в табл. 1.

На следующем этапе моделирования файлы с подготовленным 3D-образом за-
гружались в алгоритм трассировки лучей, после чего задавались координаты раз-
мещения передатчика и приемника. Существуют две основные разновидности ал-
горитмов трассировки: с прямой и обратной трассировкой [7, 14].

В алгоритмах с прямой трассировкой тестовые лучи испускаются во всех на-
правлениях и отслеживаются, какие из них достигают точки приема. Для выбран-
ных лучей рассчитываются коэффициенты ослабления αi , задержки τi и фазы θi .
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а) б)

Рис. 2. Моделируемая городская застройка: а) топографическая карта, б) 3D-образ

Табл. 1
Электрические параметры материалов

Тип материала
Диэлектрическая
проницаемость

ε

Удельная
электропроводность

σ [См/м]

Диапазон
частот
(ГГц)

реальная мнимая реальная мнимая
Кирпич 3.91 0 0.0238 0.16 1–40
Бетон 5.24 0 0.0462 0.7882 1–100

Металл 1 0 107 0 1–100

При достижении лучом отражающей поверхности на ней устанавливается точка
ветвления, из которой во все возможные направления проводятся отраженные лу-
чи. При многократном рассеянии траектория луча содержит более одной точки
ветвления. Точность моделирования значительно зависит от количества лучей, ге-
нерируемых в точках ветвления.

В силу своей простоты алгоритмы с прямой трассировкой позволяют прово-
дить вычисления одновременно для большого количества точек приема, что по-
лезно для крупномасштабных городских симуляций. Как правило, эффективность
вычислений удается повысить за счет распараллеливания операций и использова-
ния мощных графических процессоров. Известными примерами алгоритмов с пря-
мой трассировкой являются 3DScat и WirelessInSite [8]. Общими недостатками
указанных сред моделирования являются закрытый исполняемый код и невозмож-
ность модификации модели под имеющиеся задачи.

С методологической точки зрения, недостатком алгоритмов с прямой трасси-
ровкой является избыточность количества отслеживаемых лучей, особенно при
небольшом количестве точек приема [7, 10]. Неизбежны также и ошибки дискре-
тизации, обусловленные тем, что трассирующие лучи сходятся не строго в точке
приема, а в некоторой ее окрестности, что вызывает неточности при синтезе им-
пульсной характеристики канала.

Алгоритмы с обратной трассировкой лишены указанных недостатков, посколь-
ку заранее учитывают только такие лучи, которые удовлетворяют принципу Ферма
для заданных точек передачи и приема. Тем не менее селекция лучей требует боль-
шого количества предварительных вычислений, что может быть выполнено только
при относительно небольшом количестве точек приема.
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Алгоритмы с обратной трассировкой лежат в основе таких сред моделирования
как WiThRay [7] и Sionna [11]. К сожалению, модель WiThRay предоставляется
разработчиками в виде законченных исполнимых файлов, поэтому не могла быть
адаптирована под цели исследования. Поэтому в качестве основного инструмента
моделирования была выбрана среда Sionna , которая имеет открытый исполни-
мый код на базе библиотеки TensorF low популярного языка программирования
Python . Помимо этого, среда Sionna содержит готовые библиотеки и модули для
моделирования систем связи стандартов 5G и 6G, что позволяет легко расширить
область исследований.

2. Методика моделирования

В качестве основного сценария рассматривалась радиолиния протяжённостью
d = 200 между базовой станцией (БС) и мобильным терминалом абонента системы
связи (МТ). Антенна БС была размещена на высоте h1 = 2 м над уровнем крыши,
а антенна МТ находилась на высоте h2 = 1.5 м над уровнем земли. Для каждо-
го заданного расположения пунктов связи выполнялась трассировка лучей от БС
до МТ и расчёт импульсной характеристики канала. При увеличении кратности
m учитываемых переотражений увеличивалось количество парциальных компо-
нент в импульсной характеристике. Кратность менялась в диапазоне m = 1, . . . , 5 .
Для получения усреднённых статистических данных по модельной области рас-
сматривались все возможные расположения БС и МТ на созданной трёхмерной
карте. Для этого карта разбивалась на квадратные сегменты со стороной 10λ (при-
мерно 1.4 м), где λ – длина волны, и указанный размер служил приблизительной
границей перехода к дальней зоне поля радиоволны. Поскольку площадь карты
составляла 0.31 км2 , было сгенерировано в общей сложности 50000 случайных
расположений передатчика и приёмника при параметрах радиолинии, указанных
в табл. 2.

Табл. 2
Параметры радиосистемы

Параметр Значение
Протяженность радиолинии, d (м) 200
Мощность передатчика PT (Вт) 1

Несущая частота, f0 (ГГц) 2.14
Высота подвеса антенн h1 = 16м, h2 = 1.5м

Параметры городской застройки
h = 14м,

плотность застройки
ν = 139 зданий на км2

Тип радиолинии
закрытая (отсутствие прямой

видимости между БС и МТ), открытая
(наличие прямой видимости)

При генерации реализаций радиолиний передатчик и приемник соединялись
жестким стержнем фиксированной длины d , случайно ориентированным в про-
странстве (см. рис. 3). Из 50000 сгенерированных радиолиний со случайными
ориентацией и координатами пунктов связи исключались случаи выхода БС за
пределы крыши здания (рис. 3, случай 3) и попадания МТ внутрь здания (рис. 3,
случай 4). После описанной селекции ансамбль модельных радиолиний сократил-
ся до 4000 реализаций, случайным образом разбросанных по созданной 3D-карте.
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Дальнейший анализ показал, что из 4000 сгенерированных радиолиний 2182 оказа-
лись радиолиниями открытого типа (т. е. имели прямую видимость между передат-
чиком и приемником) и 1818 – радиолиниями закрытого типа (прямая видимость
экранировалась другими зданиями).

Для каждой модельной радиолинии с помощью алгоритма трассировки лучей
рассчитывалась импульсная характеристика канала hm(t) при пяти различных
кратностях переотражений радиоволн m = 1, . . . , 5 . При m = 1 количество пар-
циальных лучей в импульсной характеристике было минимальным, а при m = 5 –
максимальным. Путем сравнения импульсных характеристик, соответствовавших
разным значениям m , определялось, какое количество переотражений испытал
каждый парциальный луч. В результате в самой полной импульсной характеристи-
ке h5(t) , полученной при m = 5 , выделялись кластеры лучей, соответствовавших
равной кратности переотражений, как показано на рис. 4.

Рис. 3. Генерация ансамбля радиолиний (вид сверху на фрагмент модельной области)

Рис. 4. Типовое распределение кластеров парциальных лучей по кратности переот-
ражений

В рамках использованной модели трассировки лучей Sionna ослабление сигна-
ла вычисляется по формуле ослабления в свободном пространстве:

L = 20 lg d+ 20 lg f0 + 20 lg

�
4π

c

�
−GT −GR, (2)

где d [м] – длина радиолинии, f0 [Гц] – несущая частота радиосигнала, c – ско-
рость света в вакууме, GT – коэффициент усиления передающей антенны, GR –
коэффициент усиления приемной антенны. На детерминированное ослабление L



630 Р.Ф. ХАЛИУЛЛИН, А.И. СУЛИМОВ

далее накладывается случайное крупномасштабное нормально распределенное за-
мирание Zi [дБ]. После этого вычисляется результат интерференции лучей в точке
приема, что позволяет учитывать эффект быстрых (мелкомасштабных) замираний
сигнала.

Для повышения точности моделирования уровень сигнала вычисляется не толь-
ко в точке непосредственного размещения приемника, но и в окрестности 10м2 от
него, чем формируется локальная карта покрытия в области приема. Результирую-
щее значение ослабления сигнала LΣ в децибелах вычисляется путем усреднения
по локальной карте покрытия: LΣ = 10 log

n
Eρ⃗

h
10

LR (⃗rR,ρ⃗)

10

io
, где LR [дБ] – ослаб-

ление сигнала в пределах карты покрытия, r⃗R – радиус-вектор приемника, ρ⃗ –
вектор смещения вдоль локальной карты покрытия, E[·] – оператор усреднения
по заданной области пространства.

Мощность принимаемого сигнала с учетом эффектов замираний:

PR[Вт] = 10
PT [дБм]−LP[дБ]−30

10 , (3)

где PT [дБм] – мощность передатчика. Соответственно, медианный уровень ампли-
туды сигнала U [В] =

√
2 · PR ·R , где R = 50 Ом – входное сопротивление прием-

ника. После вычисления амплитуд αi парциальных лучей определялись вклады
явлений {Cm} m -кратных переотражений в регистрируемый радиосигнал. Вкла-
ды определялись как соотношение мощностей интерференции лучей из кластера
m-кратных переотражений к мощности интерференции всех лучей (включая ком-
понент прямой видимости):

Cm =

��Pnm

i=1 αi · ej·2πf0τi
��2

|
Pn

i=0 αi · ej·2πf0τi |
2 , (4)

где nm – количество лучей в кластере m -кратных переотражений, n =
P5

m=1 nm .
Расчеты по формуле (4) проводились для всех 4000 модельных радиолиний,

после чего их результаты усреднялись.
Для радиолиний открытого типа также рассчитывался коэффициент Райса:

KR =
E[α2

0]

2 var [
Pn

i=1 αi · ej·2π·f0·τi ]
, (5)

где α0 – амплитуда сигнала прямой видимости, var [·] – оператор дисперсии. Усред-
нение проводилось по подвыборке 2182 радиолиний открытого типа.

Результаты статистической обработки модельных данных, отражающих влия-
ние многократного рассеяния на распространение сигналов в системах беспровод-
ной подвижной связи, обсуждаются в следующем разделе.

3. Результаты моделирования

Статистический анализ ансамбля импульсных характеристик в условиях плот-
ной городской застройки продемонстрировал существенное различие в распреде-
лениях ослабления сигнала при наличии и отсутствии прямой видимости между
передатчиком и приемником. Соответствующие гистограммы распределения вели-
чины LΣ представлены на рис. 5.

При наличии прямой видимости (см. рис. 5, a)) в распределении ослабления
сигнала наблюдалась одна мода с максимумом около -74 дБ. При её отсутствии
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(см. рис. 5, б)) основной максимум сместился примерно на -10 дБ, и возник по-
бочный максимум в окрестности -115 дБ, обусловленный явлениями многократно-
го переотражения. Средний коэффициент отражения радиоволн от стен и крыш
зданий для модельного микрорайона города составил 0.68, что близко к средне-
квадратическому уровню 1√

2
при равномерном распределении угла падения на

идеальную отражающую поверхность. Последнее свидетельствует о том, что отра-
жение радиоволн достаточно высокой выбранной частоты f0 от стен зданий можно
приближенно рассматривать как отражение от идеальной зеркальной поверхности.

Для радиолиний открытого типа дисперсия распределения ослабления сигнала
оказалась относительно небольшой и составила 2.4 дБ2 . Следовательно, случайно
рассеянная многолучевая компонента вносила небольшой вклад в принимаемый
сигнал, что способствовало стабильности характеристик канала. Для радиолиний
закрытого типа дисперсия распределения оказалась значительно выше и составила
116.3 дБ2 , что обусловлено двухмодовым характером распределения на рис. 5, б).
Таким образом, в отсутствие прямой видимости характеристики канала и уровень
мощности сигнала подвержены значительным вариациям.

а) б)

Рис. 5. Модельные гистограммы распределения ослаблений сигнала для случаев: а) на-
личия прямой видимости, б) отсутствия прямой видимости

Рис. 6. Зависимость коэффициента Райса от максимальной кратности переотражений

Для радиолиний открытого типа была определена зависимость коэффициента
Райса от кратности учитываемых переотражений m (см. рис. 6). Для обеспечения
высокого качества связи желательны большие значения коэффициента Райса [15].
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При его снижении роль случайно рассеянной компоненты сигнала усиливается, что
ведет к возникновению нежелательных эффектов – глубоких замираний и межсим-
вольной интерференции.

Зависимость на рис. 6 имеет асимптотически спадающий характер. Это объяс-
няется тем, что с ростом параметра m повышается количество парциальных лучей
в импульсной характеристике канала, однако из-за быстрого спада мощности при
многократных переотражениях вклад лучей с большой задержкой по времени ста-
новится незначительным.

На рис. 7 представлена средняя задержка парциальных лучей в зависимости от
количества испытанных переотражений. Из рис. 7 видно, что в отсутствие прямой
видимости парциальные лучи проходят до 1.5 раз более длинный путь до приемни-
ка, чем в случае преобладания компонента прямой видимости. Данное обстоятель-
ство косвенно подтверждает выводы монографии [4], в которой утверждается, что
в приближении теории однократного рассеяния многолучевая компонента сигна-
ла создается ближайшим окружением подвижного приемника. Средняя задержка
сигнала для сценария с прямой видимостью оказалась на 0.32 мкс ниже. Следова-
тельно, при наличии экранирующих объектов между передатчиком и приемником
средний путь случайно рассеянных лучей увеличился на 96 м, что составляет почти
половину номинальной длины радиолинии d .

Рис. 7. Зависимость средней задержки лучей от количества переотражений

Учет многократных переотражений позволяет более обоснованно выбрать ско-
рость передачи информационных символов в канале связи для исключения эф-
фектов частотно-селективных замираний и межсимвольной интерференции [16].
Согласно рис. 7 передача информационных символов с периодом менее 2 мкс может
приводить к наложению соседних символов и соответствующему росту количества
ошибок при приеме информации.

По формуле (4) был оценен количественный вклад многократно переотражен-
ных лучей в мощность регистрируемого сигнала. Результаты статистического ана-
лиза представлены в виде круговых диаграмм на рис. 8 (для радиолиний открытого
типа) и рис. 9 (для радиолиний закрытого типа).

Согласно результатам моделирования, проведенного по методу трассировки лу-
чей, при наличии прямой видимости случайно рассеянная многолучевая компо-
нента дает примерно лишь 18 %-ный вклад в мощность регистрируемого радиосиг-
нала. При этом вклад двух- и более кратно рассеянных волн в среднем не пре-
восходит 7 %. Таким образом, при моделировании радиолиний открытого типа для
многих практических задач достаточно ограничиться приближением однократного
рассеяния радиоволн на препятствиях.



ОЦЕНКА ВКЛАДА МНОГОКРАТНО РАССЕЯННЫХ. . . 633

Рис. 8. Относительный вклад многократно рассеянных волн в мощность принимаемого
сигнала (при наличии прямой видимости)

Рис. 9. Относительный вклад многократно рассеянных волн в мощность принимаемого
сигнала (в отсутствие прямой видимости)

Иная картина наблюдается на радиолиниях закрытого типа. Согласно диаграм-
ме на рис. 9 при моделировании радиолиний подобного рода необходимо учитывать
по меньшей мере двукратно рассеянные волны, а в некоторых случаях может быть
целесообразным учет и эффектов трехкратного рассеяния. Вопреки выводам иссле-
дования [4], учет эффектов однократного рассеяния не дает удовлетворительного
описания процессов многолучевого распространения радиоволн, даже на относи-
тельно коротких радиолиниях длиной d ∼ 200 м.

На рис. 10 показаны зависимости средней амплитуды парциального луча от
количества испытанных переотражений.

При каждом акте отражения радиоволны от поверхности здания амплитуда
ослаблялась примерно в

√
2 раза. Кроме того, как следует из рис. 7, при каждом

переотражении путь луча в среднем увеличивался примерно на 100 м, что, согласно
формуле (2), также способствовало ослаблению сигнала. Из рис. 10 можно заклю-
чить, что каждый акт переотражения примерно в 2.5 – 3 раза ослаблял парциаль-
ный луч. При этом амплитуда лучей в случае радиолинии открытого типа пример-
но в 5 раз превосходила амплитуду при наличии экранирующих объектов между
передатчиком и приемником. Последнее обстоятельство необходимо учитывать
при расчете области покрытия базовых станций систем мобильной радиосвязи.



634 Р.Ф. ХАЛИУЛЛИН, А.И. СУЛИМОВ

а) б)

Рис. 10. Зависимость средней амплитуды парциального луча от количества переотраже-
ний: а) открытая радиолиния, б) закрытая радиолиния

Заключение

Методом трассировки лучей 3D-образа типового микрорайона застройки
г. Казани выполнена количественная оценка вклада явлений многократного рас-
сеяния радиоволн в импульсную характеристику радиолинии системы мобильной
радиосвязи. Выявлено, что при моделировании линий связи с прямой видимостью
между передатчиком и приемником для большинства практических задач доста-
точно ограничиться приближением однократного рассеяния. В случае экранирова-
ния прямой видимости необходим учет двух- и трехкратно рассеянных волн, что
уточняет выводы теоретического анализа ряда предыдущих исследований.

Для рассмотренного микрорайона г. Казани около 55 % случайно локализован-
ных на карте радиолиний допускали прямую видимость между расположенной на
крыше здания базовой станцией системы связи и расположенным на земле мобиль-
ным терминалом абонента. Для таких радиолиний коэффициент Райса варьиро-
вался в пределах от 5 до 7, что свидетельствовало об относительно малом участии
случайно рассеянной многолучевой компоненты в регистрируемом радиосигнале.

Анализ средней задержки случайно рассеянных радиоволн показал, что пере-
дача информационных символов с периодом менее 0.8 мкс (в случае радиолинии
открытого типа) и менее 1.5 мкс (в случае радиолиний закрытого типа) может при-
вести к возникновению нежелательных эффектов межсимвольной интерференции
и повышению количества ошибок при приеме информации. Это ограничивает мак-
симальную скорость безошибочной передачи данных в системах мобильной радио-
связи.

Показано, что для частот радиосигналов выше 2.14 ГГц отражение радиоволн
от элементов конструкций, состоящих из кирпича, бетона и металла, может при-
ближенно рассматриваться как отражение от зеркальной поверхности. В резуль-
тате численного моделирования показано, что каждый акт переотражения радио-
волны от препятствий примерно в 2.5 – 3 раза ослабляет амплитуду сигнала в пар-
циальном луче. При этом амплитуда лучей в случае радиолинии открытого типа
примерно в 5 раз превосходила амплитуду при наличии экранирующих объектов
между передатчиком и приемником. Данное обстоятельство необходимо учитывать
при расчете области покрытия базовых станций систем мобильной радиосвязи.
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Abstract

Using a three-dimensional topographic map of a typical microdistrict in Kazan, multipath
radio wave propagation in mobile radio communication systems was modeled by the method
of ray tracing. An ensemble of 4000 radio links, each 200 m long, was generated and randomly
positioned on the map. The wave propagation scenarios included both line-of-sight and non-
line-of-sight conditions of visibility between transmitters and receivers. A quantitative analysis
of the contribution made by multiply scattered waves to the channel impulse response was
performed. The results show that single-scattering approximation is generally sufficient for
200-m line-of-sight links. However, in the non-line-of-sight scenario, it is necessary to also
account for waves scattered two or three times.

Keywords: wireless communication, multipath propagation, channel impulse response,
ray tracing, multiple scattering
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Figure Captions

Fig. 1. Typical impulse response of a multipath radio channel.
Fig. 2. Simulated urban area: a) topographic map, b) 3D model.
Fig. 3. Generation of the ensemble of radio links (top view of a fragment within the

simulated area).
Fig. 4. Typical distribution of partial beam clusters by the ratio of re-reflections.
Fig. 5. Model histograms showing the distribution of signal fading in: a) line-of-sight

conditions, b) non-line-of-sight conditions.
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Fig. 6. Dependence of the Rician factor on the maximum ratio of re-reflections.
Fig. 7. Dependence of average ray delay on the number of re-reflections.
Fig. 8. Relative contribution of multiply scattered waves to the received signal power (in

line-of-sight conditions).
Fig. 9. Relative contribution of multiply scattered waves to the received signal power (in

non-line-of-sight conditions).
Fig. 10. Dependence of partial beam amplitude on the number of re-reflections: a) open

radio link, b) obstructed radio link.
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Kara-Zäıtri C., Abd-Alhameed R. Channel impulse response at 60 GHz and impact of
electrical parameters properties on ray tracing validations. Electronics, 2021, vol. 10, no. 4,
art. 393. https://doi.org/10.3390/electronics10040393.

9. Jung J.-H., Lee J., Lee J.-H., Kim Y.-H., Kim S.-C. Ray-tracing-aided modeling of user-
shadowing effects in indoor wireless channels. IEEE Trans. Antennas Propag., 2014,
vol. 62, no. 6, pp. 3412–3416. https://doi.org/10.1109/TAP.2014.2313637.
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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ КОММИВОЯЖЁРА
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Аннотация

Предложен метод решения задачи коммивояжёра (ЗК) с применением аппарата
N -сложных цепей Маркова (N -ЦМ), последовательность состояний которых имитирует
путь через N пунктов, каждый из пунктов посещается только один раз. Для каждо-
го из пунктов задана вероятность перехода в один из l следующих пунктов, l < N .
Выполнен анализ сложности реализации каждого из этапов предложенного метода в за-
висимости от заданных значений N и l . Получены оценки сложности генератора N -ЦМ
на основе композиции конечного детерминированного автомата и вероятностного автома-
та без памяти. Сложность генератора N -ЦМ характеризуется объёмом множеств входов,
внутренних состояний и выходов, а также объёмом памяти, требуемой для реализации
функций переходов и выходов указанных автоматов. Даны оценки времени задержки
функционирования генератора N -ЦМ. Рассчитаны вероятность генерирования допусти-
мых путей, т. е. удовлетворяющих решению ЗК, и объём памяти, требуемой для хранения
количества допустимых путей.

Ключевые слова: задача коммивояжёра, метод решения, сложная цепь Маркова,
статистическое испытание, оценка сложности

Введение

Одной из важных задач комбинаторики является задача коммивояжёра или
задача о странствующем торговце (англ. «Travelling Salesman Problem», TSP) [1].
Она сводится к поиску пути, который коммивояжёр проходит через промежуточ-
ные пункты по одному разу, возвращаясь в исходную точку, и является оптималь-
ным по заданному критерию. Критерием оптимальности маршрута могут высту-
пать различные параметры: минимальные время поездки, расходы на дорогу или
длина пути. Возможно применение интегрального критерия, учитывающего все из
указанных параметров. Существуют различные методы решения TSP [2]: полного
перебора (грубой силы), ветвей и границ, случайного перебора, жадного алгоритма
и др. Методы решения TSP делятся на точные [3] и приближённые [4].

639
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Представляют интерес приближённые методы решения TSP [4, 5], основанные
на статистических испытаниях. Общая идея метода статистических испытаний за-
ключается в том, что вместо аналитического описания некоторого процесса произ-
водится его многократное вероятностное моделирование. В итоге получим множе-
ство реализаций, которые в совокупности можно обработать методами математиче-
ской статистики. Мощность множества реализаций позволяет определить точность
решения, получаемого на основе метода статистических испытаний. Приемлемую
точность решения можно получить только при использовании средств вычисли-
тельной техники как общего, так и специального назначения [6, 7].

Метод статистических испытаний позволяет применить для решения широкого
круга задач аппарат теории цепей Маркова (ЦМ) или марковских последователь-
ностей [8]. Процессы, моделируемые при использовании ЦМ, характеризуются тем,
что состояние ЦМ в следующий момент времени определяется только её состоя-
нием в текущий момент времени. Существуют также сложные ЦМ, для которых
состояние в следующий момент времени определяется множеством её состояний,
в которых она находилась в последние N моментов времени, N -сложные ЦМ,
N > 1 [9]. Известны различные реализации схемы генератора N -сложной ЦМ (да-
лее — N -ЦМ), представленные на абстрактном и структурном уровнях [10–18].
В частности, в [10] показано, что схема генератора N -ЦМ, заданной стохастиче-
ской матрицей (СМ), может быть представлена в виде определенной композиции
двух конечных автоматов — детерминированного автомата Мура (КДА) и вероят-
ностного автомата без памяти (ВА).

Ниже предложен подход к решению задачи TSP с применением N -сложной
цепи Маркова при использовании метода статистических испытаний как метода,
обладающего рядом преимуществ: малой связностью и устойчивостью к случай-
ным сбоям. Это позволяет распараллелить процесс генерирования путей с после-
дующим выбором среди найденных решений приближённого к оптимальному по
заданному критерию.

1. Постановка TSP на основе N -ЦМ

Решим TSP для множества из N пунктов, один из которых выбран в качестве
начального. Затем по определённому правилу произведем переход в следующий
пункт, и так до тех пор, пока не будут пройдены все пункты, причём каждый из них
посещается только один раз. Последовательность пройденных пунктов определим
как путь V или, согласно определению из [10], как траекторию N -ЦМ. Последний
пункт пути определим как финальный.

В TSP для каждого пункта заданы возможная прибыль коммивояжёра от пе-
ремещения в пункт j и затраты (материальные и/или временные) на перемещение
из пункта i в пункт j . Первую величину обозначим как dj , а вторую — как hij ,
i, j = 1, N . Абстрагируемся от конкретных параметров, определяющих значения
выгоды и затрат. Для каждой пары пунктов введём функционал, характеризую-
щий выгоду коммивояжёра от перемещения в пункт j из пункта i :

fij = dj − hij . (1)

Для каждого пункта на основании (1) рассчитаем вероятностный закон распре-
деления перехода в следующий пункт. Особенностью этого закона является то, что
вероятность перехода в уже пройденный пункт должна быть нулевой. Пусть из на-
чального пункта в текущий пункт ведёт путь длины k , k < N . Тогда количество
допустимых переходов для текущего пункта не будет превышать N − k .
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Справедлива

Теорема 1. Закон распределения вероятности перехода в следующий пункт j
из текущего пункта i при прохождении пути V , включающего k заданных пунк-
тов, определённый на основе (1), имеет вид�

qij
Qi

�
, qij =

(
0, j ∈ V,

fij , иначе,
где Qi =

NX
j=1

qij , i, j = 1, N. (2)

Определим количество всевозможных путей движения коммивояжёра.
При условии, что начальный пункт задан, верхняя его оценка равна величине
(N − 1)! [1, 2].

Для каждого пункта i переходы в другие пункты, ещё не включенные в путь V
длины k , ранжируем по убыванию значений qij . Примем следующее ограничение:
из заданного пункта может быть выполнен переход только в l пунктов, l < N , с
максимальными значениями qij . Согласно этому ограничению некоторые переходы
из одного пункта в другой окажутся запрещёнными. Тогда количество всевозмож-
ных допустимых путей будет ограничено сверху величиной lN−l−1 l! . При этом как
минимум (N − 1)!− lN−l−1 l! путей будут недопустимыми ввиду того, что из каж-
дого пункта разрешены переходы только в l других пунктов. Кроме того, если
пройденный путь V включает в себя l пунктов, в которые разрешён переход из
текущего пункта, то переход ни в один пункт из текущего пункта не разрешён.
Следовательно, данный путь также является недопустимым.

Замечание. Для l = 1 алгоритм решения TSP сводится к жадному алго-
ритму поиска квазиоптимального решения. Тогда у N -ЦМ будет не более одного
допустимого пути.

На основе вышеизложенного имеет место

Теорема 2. Верхняя оценка количества всевозможных вариантов закона рас-
пределения вида (2) для текущего пункта i при заданном пути V длины k и fij ,
k < N , i, j = 1, N , определена как 2l .

Согласно теореме 2 и [10] закон N -ЦМ будет определён стохастической матри-
цей, содержащей 2l N строк и N столбцов.

Теорема 3. Путь V длины N является допустимым, если для любого из
пунктов, включённых в V , в законе вида (2) существует хотя бы один ненулевой
элемент: ∀k = 1, N ∃ qij = fij .

В соответствии с теоремами 1–3 произведем многократное генерирование
N -ЦМ. Допустимый путь, сгенерированный наибольшее количество раз, является
решением TSP. Метод статистических испытаний по определению является при-
ближённым, поэтому описанное решение TSP является приближённым к опти-
мальному.

2. Генератор N -сложной цепи Маркова

Пусть генератор N -ЦМ состоит из композиции двух блоков согласно [10]: КДА
и ВА. Рассмотрим задание КДА и ВА.

КДА определён в виде

(Z, S, Y, s(t+ 1) = δ(z(t), s(t)), y(t) = λ(z(t), s(t))) , (3)
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где z ∈ Z — номер пункта, который посещает коммивояжёр в текущий момент
времени, обозначим его z(t) ; в Z включен отдельный элемент, характеризующий
финальный пункт пути, |Z| = N + 1 ; s ∈ S , S — множество пунктов, которые
уже включены в путь длины k , k < N , |S| = 2N ; y ∈ Y — номер варианта
закона распределения вида (2) для пункта z(t) , согласно которому выбирается
новый пункт z(t+1) , z(t), z(t+1) ∈ Z , |Y | = w ≤ 2l N , l < N . Значения s(t+1) ∈ S
и y(t) ∈ Y определим на основе детерминированных функций перехода s(t+ 1) =
δ(z(t), s(t)) и выхода y(t) = λ(z(t), s(t)) соответственно.

ВА задан множеством

(Y,X,Z, z(t+ 1) = µ(y(t), x(t))) , (4)

где y ∈ Y и z ∈ Z определены как для КДА (3), x(t) ∈ X — двоичная α -разрядная
(псевдо)случайная величина, равномерно распределённая на интервале [0, 2α − 1] .
Новый номер пункта — z(t+1) ∈ Z , |Z| = N+1 , выберем при использовании стоха-
стической функции µ , которая определена в соответствии с законом распределения
вида (2) и значениями y(t) и x(t) ; функция µ в общем случае задана N двоич-
ными значениями разрядности α , (b1, . . . , bN ) в зависимости от значения y(t) ,
0 ≤ b1 ≤ . . . ≤ bN ≤ 2α − 1 ; затем, когда определен вектор (b1, . . . , bN ) , соглас-
но x(t) выберем пункт k , k = 1, N , или финальный пункт с номером (N + 1) ,
при условии bk−1 < x(t) ≤ bk , приняв b0 = 0 и bN+1 = 2α . Формирование z(t+ 1)
как дискретной случайной величины с заданным законом распределения произве-
дем на основе известных методов как параллельно, так и последовательно [17–19].
Согласно [16, 17] детерминированные и стохастические автоматные функции мо-
гут быть вычислены на распределённых вычислительных системах как общего,
так и специального назначения при использовании нелинейных полиномиальных
функций, определённых над конечным полем [16].

В дополнение к системе, включающей КДА и ВА, требуется определить память
из (N−1) ячеек разрядности ] log2 N [ каждая. В эти ячейки запишем номера пунк-
тов пути V , z(2), . . . , z(N) , который N -ЦМ проходит из начального пункта z(1)
в финальный. Номер z(1) в память не записываем, т. к. он известен. Финальный
пункт пути с номером (N+1) в память также не записываем, он служит признаком
окончания генерирования пути z(1), z(2), . . . , z(t + 1) , t ≤ N . Определим счётчик
по модулю N для подсчёта длины пути t , пройденного от начального пункта до
финального. Если длина пути t при выходе на финальный пункт равна N , то та-
кой путь является допустимым. Если же выход в финальный пункт происходит при
длине пути t < N , то такой путь считается недопустимым. Признак допустимости
пути снимем с выхода счётчика по модулю N .

3. Метод решения TSP

Предложим метод определения решения TSP (далее — Метод), который вклю-
чает подготовительный этап и два следующих этапа.

Подготовительный этап: определение генератора N -ЦМ на основе парамет-
ров N , (1) и l .

Этап 1. Формирование f ≤ F путей, соответствующих условию их допусти-
мости в соответствии с теоремой 3; сохранение в памяти количества реализаций
каждого из допустимых путей V : z(1), . . . , z(N) .

Этап 2. Определение пути V , реализованного генератором N -ЦМ с макси-
мальной частотой, как решения TSP.

При реализации Метода представляет интерес задача хранения количества раз-
личных вариантов (частот) реализации путей, допустимых согласно теореме 3,
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V : z(1), . . . , z(N) (далее — ЗХЧ). Варианты V реализуются на этапе 1 Метода
при использовании генератора N -ЦМ, определённого на подготовительном этапе
Метода. Из полученных вариантов на этапе 2 Метода выбираем тот, который был
сгенерирован с наибольшей частотой.

Самое очевидное решение ЗХЧ — применение памяти, имеющей организацию
2(N−1)] log2 N [] log2 F [ , где F — максимально допустимое количество сгенерирован-
ных N -ЦМ. Значение z(1) не участвует в определении адресов ячеек памяти, т. к.
задано изначально. Перед генерированием N -ЦМ ячейки обнуляем. При каждом
генерировании V : z(1), . . . , z(N) число в ячейке, которая находится по адресу,
определяемому значениями z(2), . . . , z(N) , увеличиваем на единицу. После гене-
рирования f , f ≤ F , N -ЦМ, выбираем ячейку (или ячейки) памяти по адресу
r(2), . . . , r(N) , где находится максимальное число. Значения одного или несколь-
ких адресов, r(2), . . . , r(N) , при заданном значении z(1) соответствуют номерам
пунктов пути V : z(1), . . . , z(N) — искомого решения TSP.

Второй вариант решения ЗХЧ — применение (N − 2) -х блоков памяти (БП).
Для начального участка пути в моменты времени 1, 2 и 3 достаточно хранить в
первом БП количество пар всевозможных номеров z(2) и z(3) , т. к. пункт z(1) за-
дан. Каждый из остальных (N−3) -х БП соответствует участку пути в три момента
времени (t− 1) , t и (t+ 1) , t = 3, (N − 1) , и хранит количество троек всевозмож-
ных номеров пунктов (t − 1) , t и (t + 1) . БП под номерами (t − 1) и t хранят
одинаковые значения z(t) и z(t+ 1) , t = 2, (N − 2) , с целью объединения отдель-
ных участков в один путь V на этапе 2 Метода. БП под номерами 2, . . . , (N − 2)
имеют организацию 23] log2 N [ на ] log2 F [ , где F — максимально допустимое ко-
личество сгенерированных N -ЦМ. Первый БП имеет организацию 22] log2 N [ на
] log2 F [ . Изначально ячейки (N − 2) -х БП обнуляем. При каждом генерировании
V : z(1), . . . , z(N) число в ячейке БП 1, которая находится по адресу, определяе-
мому z(2) и z(3) , увеличиваем на единицу. Аналогичную процедуру повторим для
каждого БП t для ячейки по адресу, определяемому z(t) , z(t+ 1) и z(t+ 2) .

Обозначим через St множество пунктов, которые принадлежат начальному
участку пути V из t элементов, t ≤ N . После генерирования f , N -ЦМ, f ≤ F , вы-
берем ячейку (или ячейки) БП 1 по адресу r(2) , r(3) , где находится максимальное
число. Значениям адресов r(2) , r(3) при заданном значении z(1) соответствуют
участки искомого пути z(1) , z(2) , z(3) . Затем выберем ячейки БП 2 с адреса-
ми r(2) , r(3) , r(4) , где находится максимальное число, r(4) ∈ (Z˘S3) . Значению
адреса r(2) , r(3) , r(4) соответствует участок искомого пути z(1), . . . , z(4) . Затем
последовательно выберем ячейки БП t , t = 3, (N − 2) , с адресами z(t) , z(t + 1) ,
z(t + 2) , где находится максимальное число, r(t + 2) ∈ (Z˘St+1) ; z(t) , z(t + 1)
определены на основе значения адреса ячейки БП (t− 1) . Значения адресов z(t) ,
z(t + 1) , z(t + 2) соответствуют участку искомого пути z(1), . . . , z(t + 1) при за-
данном значении z(1) . В итоге для t = (N − 2) получим номера пунктов пути
z(1), . . . , z(N) — искомого решения TSP.

Пример. Пусть задана N -ЦМ при N = 7 . На основе метода статистических
испытаний было сформировано 8 траекторий: 1-2-5-4-3-6-7, 1-3-5-2-4-7-6, 1-3-5-2-4-
7-6, 1-2-7-5-4-3-6, 1-2-5-4-3-6-7, 1-2-5-6-7-3-4, 1-3-5-2-4-7-6 и 1-2-5-4-3-6-7.

Требуется один БП с организацией 22] log2 7[ = 64 на три и четыре БП с ор-
ганизацией 23] log2 7[ = 512 на 3. В БП 1 в ячейках, определяемых z(2) , z(3) и
соответствующих участкам путей (далее — участкам) 2-5, 3-5 и 2-7, запишем зна-
чения 4, 3 и 1, в остальных ячейках — нули. В БП 2 в ячейках, определяемых z(2) ,
z(3) , z(4) и соответствующих участкам 2-5-4, 3-5-2, 2-7-5, 2-5-6, запишем значения
3, 3, 1 и 1 соответственно, в остальных ячейках — нули. В БП 3 в ячейках, опре-
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деляемых z(3) , z(4) , z(5) и соответствующих участкам путей 5-4-3, 5-2-4, 7-5-4 и
5-6-7, запишем значения 3, 3, 1 и 1 соответственно, в остальных ячейках — нули.
В БП 4 в ячейках, определяемых z(4) , z(5) , z(6) и соответствующих участкам
4-3-6, 2-4-7, 5-4-3 и 6-7-3, запишем значения 3, 3, 1 и 1 соответственно, в остальных
ячейках — нули. В БП 5 в ячейках, определяемых z(5) , z(6) , z(7) и соответствую-
щих участкам 3-6-7, 4-7-6, 4-3-6 и 7-3-4, запишем значения 3, 3, 1 и 1 соответственно,
в остальных ячейках — нули.

Найдем теперь решение TSP. Для БП 1 наиболее часто встречается начальный
участок 1-2-5. Для БП 2 рассмотрим участки, которые начинаются с пунктов 2-5:
2-5-4 и 2-5-6. Частота появления участка 2-5-4 максимальная. Выберем участок
пути 1-2-5-4. Для БП 3 рассмотрим участки, которые начинаются с пунктов 5-4:
только участок 5-4-3 соответствует данному условию. Выберем участок пути 1-2-
5-4-3. Для БП 4 рассмотрим участки, которые начинаются с пунктов 4-3: только
участок 4-3-6 соответствует данному условию. Выберем участок пути 1-2-5-4-3-6.
Для БП 5 рассмотрим участки, которые начинаются с пунктов 3-6: только уча-
сток 3-6-7 соответствует данному условию. Выберем в итоге путь 1-2-5-4-3-6-7 как
решение TSP, полученное на основе метода статистических испытаний.

Первый вариант решения ЗХЧ требует один блок памяти, общий объём которо-
го равен 2(N−1)] log2 N [] log2 F [ бит, а второй — множество из (N−2) -х блоков памя-
ти общим объёмом (23] log2 N [(N−3) + 22] log2 N [)] log2 F [) бит. В итоге общая ёмкость
(N −2) -х блоков памяти для реализации второго варианта будет в 2(N−3)] log2 N[

(2N−5) раз
меньше, чем для первого.

4. Анализ сложности предложенного Метода

Оценим сложность реализации этапов Метода: подготовительного и второго —
на основе требуемой ёмкости памяти в битах, а первого — по времени задержки
вычисления функций КДА вида (3) и ВА вида (4).

Подготовительный этап Метода. Оценим сложность реализации системы,
включающей КДА вида (3) и ВА вида (4). Для КДА объёмы множеств входов
(Z ), внутренних состояний (S ) и выходов (Y ) будут определены как |Z| = N +1 ,
|S| = 2N и |Y | = w ≤ 2l . Функции переходов s(t + 1) = δ(z(t), s(t)) и выходов
y(t) = λ(z(t), s(t)) в (3) требуют реализации преобразований вида Z × S → S и
Z × S → Y . Для ВА вида (4) объёмы множеств для входов S , X и выходов Z
определены частично как для КДА вида (3), объём множества |X| = 2α , где α —
разрядность равномерно распределённого (псевдо)случайного числа. Вероятност-
ная функция выходов µ определена как множество из |Y ||X| = w2α законов (2)
распределения дискретной случайной величины z(t+ 1) ∈ Z .

Для реализации функций перехода и выхода КДА вида (3), δ(z(t), s(t)) и
λ(z(t), s(t)) требуется память с организацией 2] log2(N+1)[+N × N для первой и
2] log2(N+1)[+N×] log2 w[ для второй функции. Определим организацию памяти для
задания стохастической функции µ ВА.

Если требуется извлечь значения (b1, . . . , bN ) последовательно, то для зада-
ния µ нужна память с организацией 2l] log2(N+1)[+α+] log2 N [ × α ; в случае парал-
лельного извлечения N значений (b1, . . . , bN ) память для задания µ должна иметь
организацию 2l·] log2(N+1)[+α × (αN) , где α — разрядность равномерно распреде-
лённого (псевдо)случайного числа x(t) ∈ X . Если требуется извлекать из памяти
значения z(t+1) в соответствии с функцией µ(y(t), x(t)) , то такая память должна
иметь организацию 2] log2 w[+α×] log2(N + 1)[ .
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Этап 1 Метода. Проведем генерирование N -ЦМ. Время генерирования одного
элемента N -ЦМ определено как время вычисления z(t+1) на основе значений z(t)
и s(t) . Оценка этого времени определена формулой

Tz(t+1) = max (max (T (x), T (λ)) + T (µ), T (δ)) , (5)

где T (x) , T (λ) , T (µ) и T (δ) — времена вычисления равномерно распределённо-
го (псевдо)случайного числа x(t) ∈ X , функции выхода КДА вида (3), функции
выхода ВА вида (4) и функции перехода КДА вида (3) соответственно.

Согласно (5) время генерирования N -ЦМ будет определено как N Tz(t+1) . Пе-
репишем условие, определённое в теореме 3, следующим образом:

∀k = 1, . . . , t, t ≤ N, ∃qij = fij . (6)

Элементы N -ЦМ в моменты времени t = 2, . . . , (l − 1) , l < N , образуют по-
следовательность, удовлетворяющую условию (6), с вероятностью 1, тогда как в
моменты времени l ≤ t < N существует вероятность сгенерировать путь, для кото-
рого условие (6) не выполнится (т. е. получим недопустимый путь). Поиск указан-
ной вероятности сводится к решению известной задачи поиска значения вероятно-
сти гипергеометрического распределения при заданных параметрах [20], или схеме
выбора t шаров, среди которых l являются красными, l ≤ t , из ящика (урны),
в которой находится N шаров, из которых l красные, а (N − l) — белые [21]. Ис-
комая вероятность при заданных параметрах N , l и t равна p(N, l, t) = Ct−l

N−l/C
t
N .

Справедлива

Теорема 4. Вероятность генерирования N -ЦМ при заданном значении l ≤ N
и в каждый момент времени t = 1, . . . , N − 1 , удовлетворяющая условию (6),
равна

Pr(N, l) =

N−1Y
t=l

(1− p(N, l, t)) =

N−1Y
t=l

(1− Ct−l
N−l/C

t
N ).

Из теоремы 4 вытекает

Следствие. Вероятность того, что в момент времени t , t ∈ {l, . . . , N − 1} ,
при заданном значении l ≤ N , N -ЦМ удовлетворяет условию (6), равна

P̈ r(N, l, t) =

tY
s=l

(1− p(N, l, s)) =

tY
s=l

(1− Ct−l
N−l/C

t
N ),

а вероятность противоположного события равна 1− P̈ r(N, l, t) .

Теорема 4 определяет вероятность того, что N -ЦМ, удовлетворяющая усло-
вию (6), будет сгенерирована за время N Tz(t+1) в соответствии с (5). Следствие из
теоремы 4 позволяет вычислить вероятность того, что при генерировании N -ЦМ
вероятность генерирования недопустимого пути в момент времени t , t ∈ l, . . . , N
составляет 1− P̈ r(N, l, t) .

Этап 2 Метода. Выполним подсчёт частот реализации каждой из N -ЦМ, удо-
влетворяющих условию (6) для t ≤ N . N -ЦМ вида z(1), . . . , z(N) , сгенерирован-
ная наибольшее количество раз, является приближённым решением TSP. Для пер-
вого варианта решения ЗХЧ требуется 2(N−1)] log2 N [ обращений к ячейкам памяти
с выбором среди них наибольшего и с сохранением адреса ячейки, содержащей
максимальное значение. Для второго варианта получим 22] log2 N [+(N −3)23] log2 N [

обращений к ячейкам БП под номерами 1, . . . , (N − 2) . Для каждого БП сохра-
няется адрес (адреса) ячейки, содержащей максимальное значение.
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Заключение

Представлен подход к решению задачи коммивояжёра на основе предложен-
ного Метода, который основан на генерировании N -сложной цепи Маркова при
использовании генератора N -ЦМ в виде композиции КДА (3) и ВА (4). Получе-
ние решения сводится к реализации метода статистических испытаний. На под-
готовительном этапе Метода строится генератор N -ЦМ. Объёмы множеств КДА
вида (3) и ВА вида (4) зависят от N и l следующим образом: объём Z линейно
зависит от N , объём S зависит от N экспоненциально, объём Y экспоненциаль-
но зависит от l , объём X зависит от N и l лишь косвенным образом, определяя
точность задания закона распределения вида (2). Количество ячеек памяти для
хранения значений функций перехода и выхода КДА вида (3) экспоненциально
зависит от N , тогда как размер ячеек памяти для значений функции перехода за-
висит от N линейно, а для значений функции выхода — логарифмически зависит
от l . Количество ячеек памяти для хранения значений, требуемых для реализации
стохастической функции µ ВА вида (4), последовательной и параллельной, зависит
экспоненциально от величин α и l , а от величины N зависит линейно. Величина
ячейки памяти, требуемой для последовательной реализации µ , линейно зависит
от α — разрядности x(t) ∈ X , а для параллельной реализации — от произведе-
ния αN . Функции КДА и ВА могут быть реализованы также при использовании
полиномиальных функций над полем Галуа GF (22) на ПЛИС/FPGA, сложность
их реализации в базисе ПЛИС представлена в [22].

На этапе 1 Метода производится генерирование N -ЦМ. Согласно (5) на время
генерирования каждого из элементов N -ЦМ влияние оказывает задержка вычис-
ления вероятностной функции ВА вида (4), а также максимум от задержек генери-
рования равномерно распределённой случайной величины и вычисления функций
выхода КДА вида (3). Сумма значений max(T (x), T (λ)) + T (µ) в (5) определяет
время генерирования z(t+1) , если она больше времени вычисления значения T (δ) .

Для хранения количества реализаций каждого из вариантов N -ЦМ длины N
требуется память с организацией 2(N−1)] log2 N [] log2 F [ , для хранения участков N -
ЦМ длины три — (N−3) БП с организацией 23] log2 N [ на ] log2 F [ , а для начального
участка длины два — один БП с организацией 22] log2 N [ на ] log2 F [ , где F — макси-
мально допустимое количество сгенерированных N -ЦМ. В обоих случаях размер
ячейки логарифмически зависит от F , количество ячеек при росте N в первом
случае растёт экспоненциально, а во втором — линейно.

Метод позволяет получить приближённое решение задачи коммивояжёра для N
пунктов при следующих условиях: переход из текущего пункта возможен не более
чем в l ≤ N других пунктов, которые ранее не посещались, и начальный пункт
пути задан. На этапе 1 Метода реализуемо многократное параллельное генериро-
вание различных допустимых путей при использовании вычислительных систем
как общего, так и специального назначения. За счет статистической обработки
множества полученных результатов предложенный Метод устойчив к случайным
отклонениям в отличие от известных приближённых детерминированных методов.
Данное обстоятельство открывает перспективы применения предложенного Ме-
тода для решения широкого круга задач в таких областях, как проектирование
компьютерных систем на микро- и макроуровне, обработка изображений и видео,
секвентирование ДНК, логистика.
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Abstract

A method was proposed for solving the traveling salesman problem (TSP) using N -complex
Markov chains (N -MC), the state sequence of which simulates a path through N points, each
visited only once. Transition probabilities from each point to one of the next l points were
set, where l < N . The complexity of implementing all stages of the method, depending on
the values of N and l , was analyzed. Estimates of the complexity of the N -MC generator
were obtained based on the composition of a finite deterministic automaton and a probabilistic
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memoryless automaton. The complexity of the N -MC generator is characterized by the volume
of input sets, internal states, and outputs, as well as the amount of memory required to
implement the transition and output functions of the automata. The delay time of the N -
MC generator operation was also estimated. The probability of generating valid paths, i.e.,
those resolving TSP, and the memory requirements for storing valid paths were calculated.

Keywords: traveling salesman problem, method of solving, complex Markov chain,
statistical test, complexity estimate
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Аннотация

Изучены необходимые и достаточные условия стохастичности и бистохастичности по-
ложительных операторов. Доказаны критерии стохастичности для непрерывных поло-
жительных операторов в Rm . Получено необходимое и достаточное условие для бистоха-
стичности непрерывных положительных операторов.

Ключевые слова: стохастический оператор, бистохастический оператор, конус, по-
ложительный оператор, перестановка элемента конуса

Введение

Ряд задач физики, биологии, экономики и других наук сводится к исследованию
нелинейных операторов в вещественном конечномерном пространстве Rm . Пусть
Sm−1 – (m− 1)-мерный базисный симплекс в Rm . Непрерывный положительный
оператор S на Rm называется стохастическим, если S(Sm−1) ⊂ Sm−1 .

В работах [1–5] исследован ряд свойств квадратичных стохастичесних опера-
торов. В [6] рассмотрен класс квадратичных стохастических операторов, которые
названы бистохастическими квадратичными операторами; получено необходимое
и достаточное условие для бистохастичности квадратичных операторов в Rm .

В [7] введено понятие кубических стохастических операторов. Описано приме-
нение этих операторов в популяционной генетике и изучены траектории одного
кубического стохастического оператора в симплексе Sm−1 .

В [8] показано, что множество бистохастических квадратичных операторов
на Rm является выпуклым многогранником (см. также [9]). Получено достаточное
условие для крайности бистохастичного квадратичного оператора, а также найдено
количество крайних точек множества бистохастических квадратичных операторов
в двумерном симплексе S2 .

В [10] введено понятие произвольного бистохастического оператора. Изуче-
ны свойства произвольных бистохастических операторов и получено необходимое
условие их бистохастичности. Доказана эргодическая теорема для произвольных
бистохастических операторов порядка ν в Rm .

Настоящая работа посвящена изучению необходимых и достаточных условий
стохастичности и бистохастичности положительных операторов в Rm . В разделе 1
изложены необходимые сведения и определения. В разделе 2 доказан один крите-
рий стохастичности порядка ν для непрерывных положительных операторов в Rm .

651
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В разделе 3 получено необходимое и достаточное условие бистохастичности поряд-
ка ν для непрерывных положительных операторов.

1. Необходимые сведения и определения

Для q ∈ N определим подмножество N≤q = {1, 2, 3, ..., q} ⊂ N . Множество

Sm−1 = {x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm,

mX
j=1

xj = 1, xj ≥ 0, j ∈ N≤m}

называется (m − 1) -мерным базисным симплексом в Rm . Обозначим через Sm−1
>

внутренность симплекса Sm−1 , т. е.

Sm−1
> = {x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm,

mX
j=1

xj = 1, xj > 0, j ∈ N≤m}.

Пусть A = (aij) – квадратная m ×m -матрица с элементами из множества веще-
ственных чисел. Матрица A называется стохастической, если aij ≥ 0 ∀i, j ∈ N≤m ,
а также

mX
i=1

aij = 1, j ∈ N≤m.

Иногда стохастическую матрицу называют линейным стохастическим операто-
ром в Rm . Очевидно, что для линейного стохастичного оператора A выполняет-
ся свойство A(Sm−1) ⊂ Sm−1 . Обозначим через Rm

+ обычный конус простран-
ства Rm , т. е.

Rm
+ = {x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm : xj ≥ 0, j ∈ N≤m}.

Когда речь идет о квадратных m ×m-матрицах A , будем понимать действие
матрицы A на элемент x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm как транспонированной матрицы,
образованной умножением двух матриц A и x , т. е. A(x) = x

′
= (x

′

1, x
′

2, ..., x
′

m) =
(A · x)T .

Оператор P : Rm → Rm называется положительным, если P : Rm
+ → Rm

+ ,
и обозначим его через P ≥ θ , где θ – нулевой оператор в Rm . Далее через Sn

обозначим группу перестановок порядка n ∈ N .

Определение 1 ([9]). Пусть ν ∈ N – произвольный элемент. Непрерывный
оператор S : x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm → φ(x) = (φ1(x), φ2(x), ..., φm(x)) ∈ Rm

будем называть стохастическим оператором порядка ν , если S ≥ θ и

φk(x) =

mX
i1,i2,...,iν=1

Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν , x ∈ Rm, k ∈ N≤m,

где
Pi1i2...iν ,k ≥ 0, ij = 1,m, j = 1, ν, k = 1,m, (1)

Pi1i2...iν ,k = Piπ(1)iπ(2)...iπ(ν),k, k = 1,m (2)

для любой перестановки π ∈ Sm и

mX
k=1

Pi1i2...iν ,k = 1, ij = 1,m, j = 1, ν. (3)
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Из условий (1)–(3) вытекает, что

mX
k=1

φk(x) = (x1 + x2 + ...+ xm)ν , x ∈ Rm.

Отсюда следует, что оператор S отображает симплекс Sm−1 в себя. При ν = 1
оператор S является линейным стохастическим оператором, при ν = 2 этот опе-
ратор является квадратичным стохастическим оператором, при ν = 3 оператор S
является кубическим стохастическим оператором и т. д. В дальнейшем обозначим
через S[ν] стохастический оператор порядка ν .

Для каждого вектора x = (x1, x2, ..., xm) ∈ Rm
+ положим x↓ = (x[1], x[2], ..., x[m]) ,

x↓ называется [6] перестановкой x , где x[1] ≥ x[2] ≥ x[3] ≥ ... ≥ x[m] .

Определение 2 ([11]). Говорят, что x мажорируется y (или y мажорирует x)
и пишут x ≺ y , если

Pq
i=1 x[i] ≤

Pq
i=1 y[i], q = 1,m− 1 .

Квадратная m×m -матрица A=(aij) называется бистохастической, если aij≥0
∀i, j ∈ N≤m и

mX
i=1

aij = 1,

mX
i=1

aij = 1.

Бистохастическую матрицу A иногда называют линейным бистохастическим
оператором в Rm . Известно [11], что для каждого линейного бистохастического
оператора A верно свойство Ax ≺ x ∀x ∈ Sm−1 .

Определение 3 ([9]). Стохастический оператор S[ν] называется бистохастиче-
ским оператором порядка ν , если S[ν]x ≺ x ∀x ∈ Sm−1 .

В дальнейшем для бистохастического оператора B порядка ν будем использо-
вать обозначение B[ν] .

2. Критерии стохастичности положительных операторов

В этом разделе исследовано необходимое и достаточное условие для стохастич-
ности положительных операторов в Rm .

Теорема 1. Пусть S – стохастический оператор. Тогда существует набор
S1,S2, ...,Sm из непрерывных операторов Sj : Rm → Rm, j ∈ N≤m , для которых
каждый оператор Sj является стохастическим, и выполняется равенство

S(x) = x1S1(x) + x2S2(x) + ...+ xmSm(x), x ∈ Sm−1. (4)

Доказательство. Пусть S(x) = (φ1(x), φ2(x), ...φm(x)), x ∈ Rm , – стохастиче-
ский оператор. По определению стохастического оператора имеем

φk(x) =

mX
i1,i2,...,iν=1

Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν , x ∈ Rm, k ∈ N≤m. (5)

В дальнейшем в (5) используем равенство

Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν = Pi1i2...iν ,kx
τ1
1 x

τ2
2 ...x

τm
m ,
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где через τj = τj(i1, i2, ..., iν) обозначена степень переменной xj в выражении
Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν . Очевидно, что τj ∈ N≤ν ∪ {0} и

Pm
j=1 τj = ν . Тогда для

произвольного x ∈ Rm имеем

φk(x) =

mX
i1,i2,...,iν=1

Pi1i2...iν ,kx
τ1
1 x

τ2
2 ...x

τm
m , k ∈ N≤m.

Легко заметить, что чаcтными производными функций φk(x), k ∈ N≤m , по каж-
дым аргументам xj являются непрерывные функции на Rm . Определим операто-
ры Sj : Rm → Rm, j ∈ N≤m , равенствами

Sj(x) = (φ
(j)
1 (x), φ

(j)
2 (x), ..., φ(j)

m (x)), x ∈ Rm, (6)

где

φ
(j)
k (x) =

1

ν
φ

′

k(x)xj , x ∈ Rm, j, k ∈ N≤m.

Докажем, что для операторов Sj выполняется равенство (4) .
При x ∈ Rm

> = {x ∈ Rm : xj > 0, j ∈ N≤m} имеем

(φk(x))
′

xj
=

mX
i1,i2,...,iν=1

τj(i1, i2, ..., iν)Pi1i2...iν ,k
xτ11 x

τ2
2 ...x

τm
m

xj
. (7)

Для каждого фиксированного k ∈ N≤m определим на Rm непрерывную функцию
Fk(x) =

Pm
j=1 xjφ

(j)
k (x) : Rm → R . Следовательно, в силу равенства (7) на Sm−1

>

получим
x1φ

(1)
k (x) + x2φ

(2)
k (x) + ...+ xmφ

(m)
k (x) =

=
1

ν
(x1φ

′

k(x)x1
+ x2φ

′

k(x)x2
+ ...+ xmφ

′

k(x)xm
) =

=
1

ν

mX
j=1

mX
i1,i2,...,iν=1

τj(i1, i2, ..., iν)Pi1i2...iν ,kx
τ1
1 x

τ2
2 ...x

τm
m =

=
1

ν

mX
i1,i2,...,iν=1

mX
j=1

τj(i1, i2, ..., iν)Pi1i2...iν ,kx
τ1
1 x

τ2
2 ...x

τm
m =

=
1

ν

mX
i1,i2,...,iν=1

ν Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν =

=

mX
i1,i2,...,iν=1

Pi1i2...iν ,kxi1xi2 ...xiν = φk(x) (x ∈ Sm−1
> ).

Таким образом,
Fk(x) = φk(x) ∀x ∈ Sm−1

> , k ∈ N≤m. (8)

В силу непрерывности многопеременных функций Fk(x) и φk(x) на компактном
множестве Sm−1 и из равенства (8) вытекает, что

Fk(x) = φk(x) ∀x ∈ Sm−1, k ∈ N≤m.

Следовательно, для операторов Sj (6) имеет место равенство (4).
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Теперь покажем, что каждый оператор Sj (6) является стохастическим опера-
тором. Очевидно, что Sj ≥ θ, j ∈ N≤m . На Rm рассмотрим следующие суммы:

mX
k=1

φ
(j)
k (x) =

mX
k=1

1

ν
φ

′

k(x)xj
=

1

ν

 
mX

k=1

φk(x)

!′

xj

=

=
1

ν
((x1 + x2 + ...+ xm)ν)

′

xj
= (x1 + x2 + ...+ xm)ν−1, x ∈ Rm.

Из последнего равенства на Sm−1 получим

mX
k=1

φ
(j)
k (x) = 1, j ∈ N≤m.

Это означает, что каждый оператор Sj является стохастическим. ■

Теорема 2. Если Sj : Rm → Rm, j ∈ N≤m , – стохастические операторы,
то оператор

S(x) = x1S1(x) + x2S2(x) + ...+ xmSm(x), x ∈ Rm, (9)

также является стохастическим.

Доказательство. Пусть каждый оператор Sj : Rm → Rm имеет вид Sj(x) =

(ψ
(j)
1 (x), ψ

(j)
2 (x), ..., ψ

(j)
m (x)) , где ψ

(j)
l : Rm → R – непрерывная функция. Тогда

из (9) для оператора S : x → (φ1(x), φ2(x), ..., φm(x)) получим, что φk(x) =

x1ψ
(1)
k (x) + x2ψ

(2)
k (x) + ... + xmψ

(m)
k (x), k ∈ N≤m . Из положительности операто-

ров Sj следует, что S ≥ θ . С другой стороны, в силу стохастичности операторов Sj

для оператора S (9) при x ∈ Sm−1 имеем

mX
k=1

φk(x) = x1

mX
k=1

ψ
(1)
k (x)+x2

mX
k=1

ψ
(2)
k (x)+...+xm

mX
k=1

ψ
(m)
k (x) = x1+x2+...+xm = 1.

Из последнего равенства следует, что S – стохастический оператор. ■

Очевидно, что если в (9) Sj – линейные операторы, то оператор S является
квадратичным стохастическим оператором; если в (9) Sj – квадратичные операто-
ры, то оператор S является кубическим стохастическим оператором и т. д. Поэтому
в дальнейшем запишем разложение (9) следующим образом:

S[ν] = S(S
[ν−1]
1 ,S

[ν−1]
2 , ...,S[ν−1]

m ), ν ≥ 2.

3. Необходимое и достаточное условие бистохастичности операторов

Пусть x ∈ Sm−1 – произвольная фиксированная точка. Для разложения (4)
введем следующие обозначения: S(x) = (b1, b2, ..., bm) , Sj(x) = (a

(j)
1 , a

(j)
2 , ..., a

(j)
m ) ,

j ∈ N≤m , где a
(j)
k = ψ

(j)
k (x) . Согласно обозначениям имеем bi = x1a

(1)
i + x2a

(2)
i +

...+ xma
(m)
i , i ∈ N≤m .

Теорема 3. Если в разложении (4) каждый оператор Sj бистохастический,
то оператор S также является бистохастическим.

Доказательство. Пусть S1,S2, ...,Sm – бистохастические операторы на Sm−1 .
Тогда в силу теоремы 2 оператор S (4) является стохастическим оператором.
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Пусть q ∈ N≤m \ {m} – произвольная фиксированная точка. Нам нужно пока-
зать, что

Pq
i=1 b[i] ≤

Pq
i=1 x[i] .

Для каждого i ∈ N≤m существует такое ki ∈ N≤m , что b[i] =
Pm

j=1 xja
(j)
ki

.
Тогда

qX
i=1

b[i] = x1

qX
i=1

a
(1)
ki

+ x2

qX
i=1

a
(2)
ki

+ ...+ xm

qX
i=1

a
(m)
ki

, x ∈ Sm−1. (10)

В силу бистохастичности операторов Sj имеем

qX
i=1

a
(j)
[i] ≤

qX
i=1

x[i], j ∈ N≤m.

Отсюда получим

xj

qX
i=1

a
(j)
[i] ≤ xj

qX
i=1

x[i], j ∈ N≤m.

Следовательно,
mX
j=1

xj

qX
i=1

a
(j)
[i] ≤

mX
j=1

xj

qX
i=1

x[i], j ∈ N≤m,

т. е.

x1

qX
i=1

a
(1)
[i] + x2

qX
i=1

a
(2)
[i] + ...+ xm

qX
i=1

a
(m)
[i] ≤

qX
i=1

x[i].

Таким образом, отсюда и из (10) вытекает, что
Pq

i=1 b[i] ≤
Pq

i=1 x[i]. Последнее
означает, что S – бистохастический оператор. ■

Если существуют бистохастические операторы Sj = B
[ν−1]
j , j ∈ N≤m , и для

бистохастического оператора S = B[ν] имеет место равенство (4), то будем писать

B[ν] = S(B
[ν−1]
1 ,B

[ν−1]
2 , ...,B[ν−1]

m ), ν ≥ 2.

Теорема 4. Чтобы разложение (4) для бистохастического оператора S бы-
ло верно, необходимо, чтобы при любом q ∈ N≤m \ {m} для каждого оператора
Sj , j ∈ N≤m , выполнялось неравенство

xj

qX
i=1

Sj(x)[i] ≤
qX

i=1

x[i].

Доказательство. Предположим, что отображение S : Rm → Rm является
бистохастичным и имеет место разложение (4). Пусть x ∈ Sm−1 – произвольная
фиксированная точка. Для произвольного фиксированного q ∈ N≤m \ {m} имеемPq

i=1 b[i] ≤
Pq

i=1 x[i] . Ясно, что bi = x1a
(1)
i + x2a

(2)
i + ...+ xma

(m)
i , i ∈ N≤m .

Согласно определению перестановки элемента x ∈ Rm
+ получим bi1 + bi2 + ...+

biq ≤ b[1] + b[2] + ...+ b[q] ∀i1, i2, ..., iq ∈ N≤m . Тогда

mX
j=1

xja
(j)
i1

+

mX
j=1

xja
(j)
i2

+ ...+

mX
j=1

xja
(j)
iq

≤ b[1] + b[2] + ...+ b[q] ∀i1, i2, ..., iq ∈ N≤m,

т. е.
mX
j=1

xj(a
(j)
i1

+ a
(j)
i2

+ ...+ a
(j)
iq

) ≤ b[1] + b[2] + ...+ b[q] ∀i1, i2, ..., iq ∈ N≤m.
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Из определения бистохастичности операторов вытекает, что

mX
j=1

xj(a
(j)
i1

+ a
(j)
i2

+ ...+ a
(j)
iq

) ≤ x[1] + x[2] + ...+ x[q] ∀i1, i2, ..., iq ∈ N≤m.

Отсюда при каждом j ∈ N≤m имеем

xj(a
(j)
i1

+ a
(j)
i2

+ ...+ a
(j)
iq

) ≤ x[1] + x[2] + ...+ x[q] ∀i1, i2, ..., iq ∈ N≤m.

Следовательно,

xj(a
(j)
[1] + a

(j)
[2] + ...+ a

(j)
[q] ) ≤ x[1] + x[2] + ...+ x[q], j ∈ N≤m,

т. е.

xj

qX
i=1

Sj(x)[i] ≤
qX

i=1

x[i], j ∈ N≤m. ■

Замечание. Подчеркнем, что существуют стохастические операторы Sj ,
j ∈ N≤m , не являющиеся бистохастическими, для которых оператор S (4) яв-
ляется бистохастическим. Эту ситуацию можно обосновать на примере.

Рассмотрим следующие линейные стохастические операторы в R3 :

S
[1]
1 :

   
x

′

1 = x1 + 0.5x2 + 0.5x3,

x
′

2 = 0.5x2,

x
′

3 = 0.5x3,

S
[1]
2 :

   
x

′

1 = 0.5x1,

x
′

2 = 0.5x1 + x2 + 0.5x3,

x
′

3 = 0.5x3,

S
[1]
3 :

   
x

′

1 = 0.5x1,

x
′

2 = 0.5x2,

x
′

3 = 0.5x1 + 0.5x2 + x3.

Тогда для оператора S[2](x) = x1S
[1]
1 (x) + x2S

[1]
2 (x) + x3S

[1]
3 (x), x ∈ R3 , получим

S[2] :

   
x

′

1 = x1(x1 + x2 + x3),

x
′

2 = x2(x1 + x2 + x3),

x
′

3 = x3(x1 + x2 + x3).

Очевидно, что S[2](x)[i] = x[i] ∀x ∈ S2, i = 1, 3 , т. е. S[2](x) ≺ x ∀x ∈ S2 . Следова-
тельно, по определению 3 оператор S[2] является бистохастическим.
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Abstract

The necessary and sufficient conditions for stochasticity and bistochasticity of positive
operators were analyzed. Key criteria for stochasticity of continuous positive operators in Rm
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were proved. The necessary and sufficient condition for these operators to be referred to as
bistochastic was established.

Keywords: stochastic operator, bistochastic operator, cone, positive operator,
rearrangements of cone element

Conflicts of Interest. The authors declare no conflicts of interest.

References

1. Bernstein S.N. Solution of a mathematical problem connected with the theory of heredity.
Ann. Math. Stat., 1942, vol. 13, no. 1, pp. 53–61.

2. Ulam S. Nereshennye matematicheskie zadachi [A Collection of Mathematical Problems].
Moscow, Nauka, 1964. 168 p. (In Russian)

3. Vallander S.S. On the limit behavior of iteration sequences of certain quadratic
transformations. Dokl. Akad. Nauk SSSR, 1972, vol. 202, no. 3, pp. 515–517. (In Russian)

4. Lyubich Yu.I. Matematicheskie struktury v populyatsionnoi genetike [Mathematical
Structures in Population Genetics]. Kyiv, Naukova Dumka, 1983. 296 p. (In Russian)

5. Ganikhodzhaev R.N. Quadratic stochastic operators, Lyapunov functions, and tourna-
ments. Sb.: Math., 1993, vol. 76, no. 2, pp. 489–506.
https://doi.org/10.1070/SM1993v076n02ABEH003423.

6. Ganikhodzhaev R.N. On the definition of bistochastic quadratic operators. Russ. Math.
Surv., 1993, vol. 48, no. 4, pp. 244–246.
https://doi.org/10.1070/RM1993v048n04ABEH001058.

7. Rozikov U.A., Khamraev A.Yu. On cubic operators defined on finite-dimensional
simplexes. Ukr. Math. J., 2004, vol. 56, no. 10, pp. 1699–1711.
https://doi.org/10.1007/s11253-005-0145-3.

8. Shahidi F. On the extreme points of the set of bistochastic operators. Math. Notes, 2008,
vol. 84, no. 3, pp. 442–448. https://doi.org/10.1134/S0001434608090150.

9. Ganikhodzhaev R., Shahidi F. Doubly stochastic quadratic operators and Birkhoff’s
problem. Linear Algebra Appl., 2010, vol. 432, no. 1, pp. 24–35.
https://doi.org/10.1016/j.laa.2009.07.002.

10. Shahidi F.A. On bistochastic operators defined on a finite-dimensional simplex. Sib.
Math. J., 2009, vol. 50, no. 2, pp. 368–372. https://doi.org/10.1007/s11202-009-0042-3.

11. Marshall A.W., Olkin I. Neravenstva: teoriya mazhorizatsii i ee prilozheniya [Inequalities:
Theory of Majorization and Its Applications]. Moscow, Mir, 1983. 574 p. (In Russian)

* Для цитирования: Эшкабилов Ю.Х., Истамов Ж.З. О свойствах стохастических
операторов порядка ν в конечномерном симплексе // Учен. зап. Казан. ун-та. Сер.
Физ.-матем. науки. 2024. Т. 166, кн. 4. С. 651–659.
https://doi.org/10.26907/2541-7746.2024.4.651-659.

+

* For citation: Eshkabilov Yu.Kh., Istamov J.Z. Properties of stochastic operators of or-
der ν on a finite-dimensional simplex. Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya
Fiziko-Matematicheskie Nauki, 2024, vol. 166, no. 4, pp. 651–659.
https://doi.org/10.26907/2541-7746.2024.4.651-659. (In Russian)

+



660 ДЛЯ ЗАМЕТОК




