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Аннотация

Работа сфокусирована на создании метода моделирования протяженных малых небес-
ных объектов (extended small celestial – ESC-объекты), к которым в первую очередь от-
носятся кометные системы. Особое внимание уделено возможности анализа структуры
и изучению физических свойств таких небесных тел, учитывая, что современные теории
образования Солнечной системы показывают достаточно сложную эволюционную дина-
мику. Так как все объекты Солнечной системы эволюционно связаны, создание моделей
и изучение структуры различных протяженных небесных объектов позволяет оценить об-
щие эволюционные процессы, происходившие в Солнечной системе. Метод изолинейного
моделирования (isolinear modeling – IM-метод) был протестирован на практике и позволил
оценить активность процессов, происходящих при движении ESC-объектов в простран-
стве. Следует отметить, что IM-метод особенно важен при анализе долгопериодических
комет, которые во многих случаях только единожды пересекают перигелий своей орбиты
в обозримый промежуток существования человеческой цивилизации.

Ключевые слова: изолинейное моделирование, протяженный небесный объект,
кометная система

Введение

Изучение структуры и физических свойств ESC-объектов помогает понять эво-
люцию формирования всей планетной составляющей Солнечной системы [1]. Наи-
более интенсивные исследования атмосфер ESC-объектов, их структуры и пла-
нетофизики обычно проводятся по наблюдениям короткопериодических околозем-
ных комет [2]. Однако необходимо отметить две эволюционные проблемы кометной
астрономии. Первая заключается в том, что современные данные сравнения пара-
метров комет, околоземных и имеющих большие гелиоцентрические расстояния,
показали различную степень их активности [3]. Вторая проблема состоит в том,
что основная масса кометного вещества сосредоточена в двух разных областях
пространства, причем одна является источником долгопериодических комет (Oort
Cloud), а другая – короткопериодических (Kuiper Belt) [4]. Поэтому для реше-
ния этих проблем являются важными исследования как короткопериодических,
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так и долгопериодических комет. В работе построена изолинейная модель корот-
копериодической кометы Mrkos (Mrkos short-period – MSP-комета). Полученные
результаты моделирования изолиний MSP-кометы позволили получить ее струк-
турную модель, имеющую более точную структуру, чем в работах предыдущих
авторов [4,5]. Поскольку ядро MSP-кометы является элементом динамической эво-
люции и процессов в Солнечной системе [6], изучение его модели позволит уточнить
теорию его формирования и эволюции. При выполнении работ по изучению ESC-
объектов нужно учитывать тот факт, что определенные небесные тела являются
межзвездными образованиями [7].

1. Метод изолинейного моделирования

В настоящее время структурное яркостное изолинейное моделирование (SBI-
моделирование) является основным методом для исследования сложных космиче-
ских объектов [8]. Основой SBI-моделирования является псевдосоляризационный
эффект [9], который заключается в преобразовании системы снимка объекта и по-
следующем анализе полученных изображений, то есть имитации затемнения бо-
лее светлых областей наблюдаемого изображения и осветлении более темных зон.
Моделируя экспозицию программным способом (аналогично процессу проявления
астрономических фотопластинок), можно выполнить полную трансформацию све-
товых градиентов снимка. Для построения отдельной SBI-модели определяют соот-
ветствующий ей интервал световой плотности изображения. Таким образом, каж-
дая изолиния обладает производной выбранной световой плотностью. При построе-
нии изолиний для использования компьютерной техники был разработан специаль-
ный программный комплекс. В анализе астрономических снимков он использует
возможности компьютерных графических пакетов обработки изображений, с по-
мощью которых можно построить имитационную SBI-модель, перебирая световые
параметры для яркостных областей. Алгоритм создания имитационной SBI-модели
для кометы MSP характеризуется следующим:

A. Получение цифровых световых параметров кометы MSP с астрономических
изображений выполнялось с использованием сканера A3 Microtek XL1000.
Этот прибор имеет разрешение получаемого изображения 2300 × 4900 dpi
и оптическую плотность 3,9 D.

B. Для выделения изолиний (областей снимка одинаковой яркостной плотно-
сти) с требуемыми параметрами использовался специальный автоматизиро-
ванный компьютерный комплекс. С его помощью из первоначального изоб-
ражения с применением графических программ складывалось изображение
с противоположными яркостными характеристиками. В результате создава-
лась окончательная SBI-модель и выполнялся ее анализ.

2. Анализ SBI-модели кометы MSP

Комета MSP является актуальным объектом для изучения. Она относится
к объектам из семейства Юпитера. Плоскости орбит комет этого семейства рас-
положены под небольшим углом к плоскости эклиптики и достаточно стабильны
в своей динамике.

На рис. 1 изображена SBI-модель изучаемой кометы. Точность нанесения изоли-
ний равна 0.051 звездных величин. При исследовании SBI-модели с использованием
специального автоматизированного программного комплекса получены следующие
результаты.
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Качественные параметры изолиний остаются стабильными и при увеличении
значений световых параметров. Однако при таких трансформациях яркостных па-
раметров уменьшается ширина изолиний. С другой стороны, происходит увеличе-
ние точности структуры самих изолиний, что важно для изучения разнородных
сложных систем кометных тел.

Рис. 1. SBI-модель кометы MSP

На рис. 2 представлены динамические изменения структуры кометы MSP,
демонстрирующие преобразование области от кометного ядра к внешним обла-
стям. В центре SBI-модели изолинии приближаются по структуре к кольцевым
системам. При этом чем ближе мы продвигаемся к центру кометного ядра, тем
тоньше становятся кольцевые изолинии. Если двигаться в обратном направлении,
то начинают проявляться формирующиеся элементы кометного хвоста, и можно
наблюдать утолщение изолиний. Данный процесс можно наблюдать в SBI-моделях
845, 849 и 851. Здесь хорошо видны элементы большого и малого хвостовых систем.

Рис. 2. Эволюционная диаграмма кометы MSP

Полученные модели изолиний показали неоднородность процессов образования
газовых компонент ядром кометы под действием солнечного градиента. Это можно
объяснить эффектом Ярковского. Так как ядро кометы вращается при ее движе-
нии в пространстве, то происходит и разное воздействие солнечного градиента на
разные зоны кометного ядра. Соответственно изменяется и интенсивность газо-
выделения для различных областей ядра кометы. Таким образом, формирование
головы кометы имеет более сложную природу, чем общее сублимирование газов из
кометного ядра. Здесь важное значение имеет перераспределение газо-пылевого ве-
щества, излученного кометой. Каждый структурный элемент SBI-модели образует-
ся в зависимости от направления излученного вещества и массы кометы. При этом
изменение структуры элементов модели показывает дрейф зон ядра, излучающих
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кометное вещество. Анализ рис. 2 показал, что некоторые структурные параметры
SBI-модели имеют вытянутости не в сторону от Солнца, а под другими направ-
лениями. Такое явление можно объяснить влиянием на направление излучения
кометного вещества самообразованных достаточно сильных потоков, причем это
влияние сохраняется практически до полного прекращения газового испускания
кометы. По изучению параметров асимметрии изолиний по отношению к геомет-
рическому центру головы кометы можно вычислить среднюю скорость излучения
кометного вещества из исследуемой области ядра. Данную работу предполагается
выполнить на следующих этапах исследования SBI-моделей.

Заключение

Изучение короткопериодических комет связано с развитием теории эволюции
Солнечной системы. В настоящее время современные компьютерные технологии
используются для исследования астрономических снимков, на которых имеются
изображения уникальных космических явлений. Такие астроснимки наблюдали
в течение больших временных промежутков, и вид небесной сферы, зафиксиро-
ванной на них, невозможно получить заново. Анализ космических снимков яв-
ляется актуальной и востребованной задачей. В работе построена структурная
модель кометы MSP. Сравнение созданной SBI-модели с параметрическими мо-
делями, построенными другими авторами [10, 11], показало, что она более точная
в структурном плане при изучении световых параметров. Четко видно последо-
вательное изменение структуры кометы MSP от центральной области к внешним
ее слоям в зависимости от времени наблюдения. Около ядра кометы MSP изоли-
нии имеют кольцеобразный вид. Если в центре модели изолинии имеют структуру,
похожую на тонкие кольца, то во внешних областях кометы проявляются обра-
зования, характерные для кометного хвоста, и происходит укрупнение изолиний.
Можно обнаружить малый и большой хвостовые структуры и хорошо выражен-
ное кометное ядро. В перспективе созданный нами IM-метод позволит исследовать
структуру различных ESC-объектов и по полученным результатам анализа моде-
ли определять динамические характеристики. C другой стороны, оценка степени
активности ESC-объектов позволяет решать задачи по исследованию структурной
эволюции в Солнечной системе.

Разработанный IM-метод с успехом можно использовать и для исследования
сложных астрофизических объектов. Для этого необходимо создать цифровую
SBI-модель световых характеристик космического тела и на их основе построить
изолинейную модель. Данный метод является актуальным и для анализа метео-
роидов различной природы [12–15], селенодезических систем [16–20], галактиче-
ских объектов [21], планетных систем [22], изучения динамики и кинематики кос-
мических тел [23] как дополнение к регрессионному [24] и фрактальному анали-
зам [25], для исследования активных образований на поверхности Солнца [26].

Все вышеописанное важно для создания виртуальных обсерваторий и построе-
ния единых электронных систем цифровых данных. Объединенные цифровые биб-
лиотеки позволяют использовать разнородные космические наблюдения в интер-
нете. Цифровые базы виртуальных обсерваторий можно также использовать для
осуществления космических миссий и проведения современных космических на-
блюдений.

Основной вывод: результаты работы могут использоваться при подготовке кос-
мических миссий к телам Солнечной системы и создании новых цифровых библио-
тек параметров небесных объектов.
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Abstract

This article presents a method for modeling extended small celestial (ESC) objects, which
are mainly cometary systems. Special attention was given to the possibility of analyzing their
structure and physical properties in line with the modern theories of the Solar System’s
formation suggesting a rather complicated evolutionary dynamics. Modeling and investigating
the structure of different extended celestial objects advance our understanding of the general
evolutionary processes that have taken place in the Solar System because all its objects are
evolutionarily related. The isoline modeling (IM) method was tested on the real comet data
and proved effective in assessing the activity of the processes that occur as ESC objects move
in space. The IM method is particularly useful for studying long-period comets that, in many
cases, cross the perihelion only once within a foreseeable period of human existence.

Keywords: isoline modeling, extended celestial object, cometary system
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Figure Captions

Fig. 1. SBI model of MSP comet.

Fig. 2. Diagram of the evolution of MSP comet.
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Аннотация

Предложена неявная двухслойная схема метода конечных элементов для решения
уравнения Кирхгофа, которое представляет собой нелинейное нелокальное уравнение ги-
перболического типа и включает интеграл Дирихле. Дискретная схема сформулирована
в терминах решения задачи и его производной по переменной времени и обеспечивает
сохранение полной энергии на дискретном уровне. Показано, что решение схемы на слое
по времени может быть эффективно получено методом Ньютона, несмотря на нелокаль-
ность уравнения. На основе решения тестовых задач с гладкими решениями установлено,
что схема позволяет определить как решение задачи, так и его производную по времени
с погрешностью порядка O(h2 + τ 2) в среднеквадратической норме, где τ и h характе-
ризуют шаги сетки по времени и пространству соответственно.

Ключевые слова: уравнение Кирхгофа, метод конечных элементов, метод Петрова–
Галеркина, неявная схема, метод Ньютона

Введение

1. Следующее интегро-дифференциальное уравнение

∂2u

∂ t2
−
(
1 +

∫
Ω

|∇u|2 dx
)
Δu = f, x ∈ Ω ⊂ Rd, (1)

известное как уравнение Кирхгофа, при d = 1 и краевом условии u|∂Ω = 0 было

получено в 1876 г. Кирхгофом [1] как нелинейная модель поперечных колебаний

струны, закрепленной в концевых точках. Уравнение Кирхгофа изучалось Берн-

штейном [2] и Похожаевым [3, 4] в специальном классе аналитических функций,

см. также статью Лионса [5].

В последние годы большое внимание уделяется изучению нелокальных уравне-

ний различных типов, включающих интеграл Дирихле. Интерес к таким задачам

связан как с моделированием разнообразных физических и биологических явле-

ний, так и с рядом интересных математических особенностей этих задач. В связи

с этим отметим статью [6], посвященную изучению корректности уравнения (1),

обзорную работу [7] и обзор литературы в [8], а также статьи [9–12], в которых

рассматривались уравнения, более общие, чем (1).

2. В цитированных выше работах основное внимание уделялось изучению суще-

ствования, единственности и асимптотики решения нелокальной задачи с интегра-

лом Дирихле. Поскольку (1) является уравнением гиперболического типа, то для

его приближенного решения могут быть использованы соответствующие известные
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численные методы. Однако существенная особенность уравнения (1) в виде инте-

грального коэффициента приводит к необходимости его отдельного рассмотрения.

Численному решению таких задач посвящено лишь небольшое число работ. Среди

известных нам отметим: статьи [13,14], посвященные соответственно обоснованию

конформного и смешанного методов конечных элементов для решения эллиптиче-

ского уравнения, соответствующего (1), и статьи [15–17], посвященные исследова-

ниям неявных дискретных методов решения уравнений параболического типа. Еще

меньше работ посвящено решению гиперболического уравнения (1) [18–20]. В ста-

тье [18] предложен спектральный метод Галеркина для решения одномерной задачи

Кирхгофа (1) и получены априорные оценки погрешности решения модифициро-

ванной разностной схемы Кранка–Николсона. В статье [19] также для решения

одномерной задачи (1), предварительно сведенной к системе уравнений первого

порядка, построена и численно исследована консервативная конечно-разностная

схема. Для решения двумерного уравнения (1) с затуханием в [20] предложен и ис-

следован неконформный метод конечных элементов, основанный на четырехуголь-

ных квадратичных элементах.

Поскольку уравнение Кирхгофа описывает консервативные системы, следует

отметить, что в практических вычислениях консервативные численные схемы его

решения являются более предпочтительными, чем неконсервативные: при прочих

равных условиях они более точны. Ключевым моментом является то, что такие

схемы сохраняют некоторые важные инвариантные свойства дифференциального

уравнения и более точно воспроизводят особенности решения при вычислениях

на больших отрезках времени. Для решения уравнения Кирхгофа нам известна

только консервативная конечно-разностная схема для одномерной задачи [19].

3. Основной целью настоящей работы является численное исследование точно-

сти предлагаемого нами двухслойного консервативного неявного метода конечных

элементов решения уравнения (1) в произвольной области Ω . Первоначально вве-

дением новой неизвестной v = ∂u/∂t уравнение сводится к системе уравнений,

которая далее аппроксимируется на основе комбинации метода конечных элемен-

тов (по пространственным переменным) и метода Петрова–Галеркина (по времен-

ной переменной). На основе решения ряда тестовых задач с гладкими решениями

показано, что такая схема позволяет определить как решение задачи, так и его

производную по времени с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в среднеквадрати-

ческой норме, где τ и h характеризуют шаги сетки по времени и пространству

соответственно.

1. Постановка задачи

1.1. Исходная задача. Пусть T > 0 , Ω – ограниченная область в Rd с

липшицевой границей Γ , d ≥ 1 . Обозначим через QT = Ω× (0, T ] цилиндр в Rd+1

с боковой поверхностью ΓT = Γ × (0, T ] . Через u′ далее будем обозначать произ-

водную по времени t функции u(x, t) , определенной в области Q . Рассмотрим

уравнение Кирхгофа

u′′(x, t)−
(
1 + ‖∇u‖2

)
�u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (2)

при краевых условиях Дирихле1:

u(x, t) = γ(x, t), (x, t) ∈ ΓT . (3)

1Для удобства изложения будем считать, что функция γ определена в QT .
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В начальный момент времени t = 0 решение уравнения и его производная по

времени считаются известными:

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω. (4)

Здесь ∇u означает градиент функции u ,

∇u =
( ∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xd

)
, ‖∇u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx,

|a| = (a · a)1/2 есть длина вектора a , a · b =
∑

i aibi – скалярное произведение

векторов a и b .

Отметим одно важное свойство рассматриваемой задачи (см., например, [5]).

Пусть данные задачи γ и f не зависят от времени, т. е. γ = γ(x) и f = f(x) . Тогда
в силу краевого условия (3) имеем u′(x, t) = 0 на ΓT . Умножим уравнение (2)

на u′(x, t) и проинтегрируем полученное равенство по области Ω . В результате

получим

1

2

d

dt

∫
Ω

(u′(x, t))2 dx+
(
1+‖∇u‖2

) ∫
Ω

∇u(x, t) ·∇u′(x, t)dx =
d

dt

∫
Ω

f(x)u(x, t)dx, (5)

поскольку согласно формуле Остроградского–Гаусса

−

∫
Ω

�u(x, t) ζ(x, t) dx =

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ζ(x, t) dx, (6)

если ζ обращается в нуль на Γ . Определим функцию Π(s) = s+s2/2. Теперь легко

видеть, что равенству (5) можно придать вид

d

dt
E(u(t), u′(t)) = 0, t ∈ (0, T ], (7)

где функционал (полной энергии) E определяется следующим образом:

E(u(t), u′(t)) =
1

2

∫
Ω

(u′(x, t))2dx+Π
(
‖∇u‖2

)
−

∫
Ω

f(x)u(x, t)dx,

а u(t) означает функцию u в момент времени t . Из (7) следует равенство

E(u(t), u′(t)) = E(u0, v0) для всех t ∈ [0, T ],

которое принято называть законом сохранения (полной) энергии.

Для определения дискретного метода решения сформулированной задачи (2)–

(4) нам понадобится его обобщенная формулировка. С этой целью введем допол-

нительные обозначения и определим пространства функций.

1.2. Пространства функций. Используем стандартное обозначение L2(Ω)
для пространства функций, измеримых в области Ω и интегрируемых в ней с квад-

ратом. Через H1(Ω) обозначим пространство Соболева первого порядка, через

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ = 0} – его подпространство. Для сокращения запи-

си положим

H = L2(Ω), V = H1(Ω), V 0 = H1
0 (Ω).

Через (·, ·) обозначим как скалярное произведение в H , т. е.

(u, v) =

∫
Ω

u v dx,



118 Р. З. ДАУТОВ, М. В. ИВАНОВА

так и отношение двойственности между пространством V 0 и его сопряженным

H−1(Ω) . Пусть также (
∇u,∇v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx.

Далее для заданной функции u переменных x ∈ Ω и t ∈ [0, T ] под u(t) , t ∈ [0, T ]
будем понимать функцию x→ u(x, t) , x ∈ Ω . Подобные функции, определенные на

[0, T ] со значениями в некотором банаховом пространстве B функций от x , будем
рассматривать как элементы пространства Lp(0, T ;B) . Напомним, что Lp(0, T ;B)
есть пространство (классов) измеримых функций [0, T ]→ B таких, что

‖u‖Lp(0,T ;B) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pB dt
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞.

При p = ∞ норма в нем определяется функционалом ess sup t∈(0,T )‖u(t)‖B (по-

дробнее см., например, [13, с. 469]). Отметим, что Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp(Q) .

1.3. Обобщенное решение задачи. Относительно исходных данных задачи

будем предполагать, что выполнены следующие условия:

(H) f ∈ L2(0, T ;H), u0 ∈ V, v0 ∈ H, γ является следом на Γ× [0, T ] некото-
рой функции η из L∞(0, T ;V ) такой, что η′ ∈ L∞(0, T ;H) .

Обобщенное решение задачи (2)–(4) будем искать в классе функций, гаранти-

рующих конечность функционала энергии E(u(t), u′(t)) почти всюду на (0, T ) . Это
приводит к ограничениям u ∈ L∞(0, T ;V ) , u′ ∈ L∞(0, T ;H) .

Введем новую неизвестную v = u′ и запишем исходную задачу в виде системы

v′(t)−
(
1 + ‖∇u‖2

)
�u(t) = f(t), (8)

u′(t) = v(t), (9)

u− γ ∈ L∞(0, T ;V 0), u(0) = u0, v(0) = v0,

где t ∈ (0, T ) . Для определения обобщенного решения задачи умножим обе части

уравнения (8) на произвольную функцию ζ ∈ L1(0, T ;V
0) , проинтегрируем по-

лученное равенство по области QT и учтем равенство (6). Аналогично умножим

равенство (9) на произвольную функцию η ∈ L1(0, T ;H) . В результате придем

к следующим тождествам:∫ T

0

(v′(t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(u(t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt, (10)∫ T

0

(u′(t), η(t)) dt =

∫ T

0

(v(t), η(t)) dt. (11)

Здесь использовано обозначение

a(u, ζ) =
(
1 + ‖∇u‖2

) (
∇u,∇ζ

)
.

Определение 1. Пару функций u и v , удовлетворяющих условиям

u− γ ∈ L∞(0, T ;V 0), v, u′ ∈ L∞(0, T ;H), v′ ∈ L∞(0, T ;V ∗),

u(0) = u0, v(0) = v0,

а также тождествам (10) и (11) для всех ζ ∈ L1(0, T ;V
0) и η ∈ L1(0, T ;H) , назовем

обобщенным решением задачи (2)–(4).
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Заметим, что при выполнении условий (H1) , (H2) данное определение коррект-
но в том смысле, что все слагаемые в (10), (11) являются конечными, а начальные

условия имеют смысл (см., например, обсуждение обобщенной формулировки ги-

перболической задачи в [21, Замечание 1.1, с. 21]).

Далее будем предполагать, что определенное выше обобщенное решение суще-

ствует (это так по крайней мере для достаточно гладких исходных данных u0 , v0 ,
f [5]), и сосредоточимся на его приближенном определении.

2. Определение неявной схемы МКЭ

Укажем способ дискретизации поставленной выше задачи, обеспечивающий со-

хранение энергии на дискретном уровне. Его можно рассматривать как метод

Петрова–Галеркина, основанный на аппроксимациях, принятых в методе конечных

элементов. Полностью дискретную схему получим последовательной дискретиза-

цией задачи сначала по пространственным переменным, а затем – по переменной

времени. Для облегчения изложения далее будем предполагать, что Ω является

многогранником в Rd .

2.1. Полудискретная схема МКЭ. Пусть h > 0 означает максимальный

размер конечных элементов (симплексов в Rd ), Th = {K1,K2, . . . ,K�} – множество

конечных элементов (отрезков при d = 1 , треугольников при d = 2 , тетраэдров при
d = 3), образующих, как это принято в МКЭ, точное разбиение (триангуляцию)

области Ω . Множество всех вершин симплексов из Th обозначим ωh и назовем

сеткой узлов на Ω . Пусть ωh = {ai}
N
i=1 , N = N(h) . Далее для удобства изложения

предположим, что внутренние узлы сетки имеют номера от 1 до n , а граничные

(лежащие на Γ) – от n+ 1 до N .

На основе триангуляции Th определим пространство конечных элементов

Vh = {vh ∈ C(Ω) : vh|K ∈ P1 ∀K ∈ Th},

где P1 есть множество алгебраических многочленов первой степени, т. е. функций

вида a0 + a1x1 + . . .+ adxd . Определим также его подпространство

V 0
h = {vh ∈ Vh : vh|Γ = 0}.

Пространства Vh и V 0
h будем рассматривать как аппроксимации пространств

H1(Ω) и H1
0 (Ω) соответственно. Отметим, что Vh ⊂ H1(Ω) , V 0

h ⊂ H1
0 (Ω) .

Через {ϕi(x)}
N
i=1 обозначим базис Лагранжа в Vh , т. е. множество таких функ-

ций ϕi ∈ Vh , что ϕi(aj) = δij , i, j = 1, . . . , N , где δij – символ Кронекера. В этом

базисе произвольная функция vh ∈ Vh имеет представление

vh(x) =

N∑
i=1

vi ϕi(x), (12)

где vi = vh(ai) , i = 1, . . . , N . Вектор-столбец коэффициентов v = (v1, v2, . . . , vN )T

принято называть вектором узловых параметров функции vh ∈ Vh . Будем ис-

пользовать запись v � vh . Функцию uI из Vh назовем интерполянтом функции

u ∈ C(Ω) , если uI(ai) = u(ai) , i = 1, . . . , N .

Далее через u0h и v0h обозначим функции из Vh , являющиеся некоторыми

аппроксимациями функций u0 и v0 соответственно. Через γh обозначим функцию

[0, T ] → Vh такую, что γh(t) есть некоторая аппроксимация γ(t) . Например, их

можно определить как наилучшие среднеквадратические приближения или как

интерполянты соответствующих функций.
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Определение 2. Функции uh, vh из L∞(0, T ;Vh) такие, что

uh − γh ∈ L∞(0, T ;V 0
h ), u′

h, v
′
h ∈ L∞(0, T ;Vh),

удовлетворяющие условиям uh(0) = u0h , vh(0) = v0h , а также тождествам∫ T

0

(v′h(t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(uh(t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt,∫ T

0

(u′
h(t), η(t)) dt =

∫ T

0

(vh(t), η(t)) dt

для всех ζ ∈ L1(0, T ;V
0
h ) , η ∈ L1(0, T ;Vh) назовем приближенным решением зада-

чи (2)–(4) по методу конечных элементов.

2.2. Неявная схема. Пусть τ > 0 . На отрезке [0, T ] определим сетку узлов

ωτ = {tj, j = 0, 1, . . . ,M} с шагами τj = tj − tj−1 , τj ≤ τ . Через S1(0, T ;Vh)
обозначим множество всех функций, непрерывных на [0, T ] и линейных на каждом

отрезке [tj−1, tj ] со значениями в Vh . Функция uhτ из S1(0, T ;Vh) имеет пред-

ставление

uhτ (t) = uj−1
h + (uj

h − uj−1
h )

t− tj−1

τj
, t ∈ [tj−1, tj ], (13)

где uj
h = uhτ (tj) , j = 0, 1, . . . ,M .

Определим также пространство S(0, T ;Vh) как множество функций ζ : [0, T ]→
Vh , являющихся постоянными на каждом отрезке [tj−1, tj ] . Отметим, что обобщен-

ная производная функции из S1(0, T ;Vh) принадлежит S(0, T ;Vh) .
Искомую дискретную схему для задачи (2)–(4) определим следующим образом:

Определение 3. Найти функции uhτ , vhτ из S1(0, T ;Vh) такие, что

uhτ − γhτ ∈ S1(0, T ;V 0
h ), uhτ (0) = u0h, vhτ (0) = v0h,

которые удовлетворяют тождествам∫ T

0

(v′hτ (t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(uhτ (t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt, (14)∫ T

0

(u′
hτ (t), η(t)) dt =

∫ T

0

(vhτ (t), η(t)) dt (15)

для всех ζ ∈ S(0, T ;V 0
h ) , η ∈ S(0, T ;Vh) .

Рассмотрим реализацию этой схемы. Пусть в момент времени tj−1 решение

схемы, а именно, пара функций uj−1
h = uhτ (tj−1) , v

j−1
h = vhτ (tj−1) , известно. Это

так при j = 1 , поскольку в силу начальных условий имеем u0
h = u0h , v0h = u0h .

Выберем в тождествах (14) и (15) функции ζ(t) и η(t) равными нулю всюду, кро-

ме отрезка [tj−1, tj ] , на котором примем их равными соответственно произвольно

зафиксированным ζh ∈ V 0
h и ηh ∈ Vh . Тогда придем к следующим равенствам:∫ tj

tj−1

(v′hτ (t), ζh) dt+

∫ tj

tj−1

a(uhτ (t), ζh) dt =

∫ tj

tj−1

(f(t), ζh) dt, (16)∫ tj

tj−1

(u′
hτ (t), ηh) dt =

∫ tj

tj−1

(vhτ (t), ηh) dt. (17)
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Воспользуемся здесь формулой (13) для представления uhτ(t) и аналогичной фор-

мулой для vhτ (t) . Учитывая, что∫ tj

tj−1

a(uhτ (t), ζh) dt = τj

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1− σ)uj−1

h , ζh) dσ,

после вычисления остальных интегралов в (16) и (17) придем к следующим урав-

нениям, справедливым для всех j = 1, . . . ,M :(vjh − vj−1
h

τj
, ζh

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1 − σ)uj−1

h , ζh) dσ = (f̄ j, ζh), (18)

(uj
h − uj−1

h

τj
, ηh

)
=
(vjh + vj−1

h

2
, ηh

)
. (19)

Здесь использовано обозначение

f̄ j =

∫ 1

0

f(σtj + (1− σ)tj−1) dσ.

В силу произвольности ηh ∈ Vh из (19) следует равенство

uj
h − uj−1

h

τj
=

vjh + vj−1
h

2
.

Найдем отсюда vjh и подставим полученное выражение в (18). В результате придем

к уравнению для определения искомого неизвестного uj
h :

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ζh

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1 − σ)uj−1

h , ζh) dσ = (f̄ j , ζh), (20)

где τ̄j = τj/2 , ζh – произвольная функция из V 0
h . Уравнение (20) сводится к

системе (нелинейных) алгебраических уравнений. После его решения найдем uj
h ,

а потом определим vjh по формуле

vjh =
uj
h − uj−1

h

τ̄j
− vj−1

h .

2.3. Сохранение энергии на дискретном уровне.

Теорема 1. Пусть f = f(x) , γ = γ(x) , uhτ , vhτ – решения схемы (14), (15).

Тогда E(uhτ (t), vhτ (t)) = E(u0h, v0h) для всех t ∈ ωτ .

Доказательство. Поскольку γ не зависит от t , γhτ совпадает с γh и также

не зависит от t . Поэтому u′
hτ (t) ∈ V 0

h для всех t . Это позволяет выбрать в (14)

и (15) пробные функции равными

ζ(t) =

{
u′
hτ (t), t ≤ tj ,

0, t > tj ,
η(t) =

{
v′hτ (t), t ≤ tj ,
0, t > tj ,

где j ≥ 1 . В результате придем к следующим равенствам∫ tj

0

(v′hτ (t), u
′
hτ (t)) dt+

∫ tj

0

a(uhτ (t), u
′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(f, u′
hτ (t)) dt,∫ tj

0

(u′
hτ (t), v

′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(vhτ (t), v
′
hτ (t)) dt.
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Очевидно, из них вытекает соотношение∫ tj

0

(vhτ (t), v
′
hτ (t)) dt+

∫ tj

0

a(uhτ (t), u
′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(f, u′
hτ (t)) dt. (21)

Преобразуем это равенство. Заметим, что

(v(t), v′(t)) = 1/2 d/dt (v(t), v(t)), a(w(t), w′(t)) =
d

dt
Π(‖∇w(t)‖2).

Поэтому равенство (21) можно записать в следующем виде:∫ tj

0

d

dt
E(uhτ (t), vhτ (t)) dt = 0.

Следовательно, E(uhτ (tj), vhτ (tj)) = E(u0h, v0h) , j = 1, . . . ,M .

2.4. Реализация дискретной схемы. Рассмотрим вопросы, возникающие

при решении уравнения (20). Для определенности будем считать, что γhτ есть ин-

терполянт γ . В этом случае условие uhτ−γhτ ∈ S1
m(0, T ;V 0

h ) равносильно условиям

uj
h|Γ = γh(tj) для всех j или условиям uj

h(ai) = γ(ai, tj) для всех n + 1 ≤ i ≤ N ,

1 ≤ j ≤M . Поэтому согласно (12) неизвестная функция uj
h имеет представление

uj
h(x) =

n∑
i=1

ui ϕi(x) +
N∑

i=n+1

γj
i ϕi(x), γj

i = γ(ai, tj), (22)

где ui = uj
h(ai) . Обозначим через ū =

(
u1, . . . , un, γ

j
n+1, . . . , γ

j
N

)T
вектор узловых

параметров uj
h , а через u = (u1, . . . , u

j)T – его неизвестные узловые параметры.

Поскольку функции из V 0
h равны нулю на границе Γ , то

ζh(x) =

n∑
i=1

ζi ϕi(x) ∀ ζh ∈ V 0
h .

Поэтому уравнение (20) эквивалентно системе равенств

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ϕi

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1− σ)uj−1

h , ϕi) dσ −
(
f̄ j , ϕi

)
= 0, (23)

где 1 ≤ i ≤ n , uj
h задана формулой (22).

Обозначим через Fi(u) левую часть (23), а через F (u) – вектор-функцию дли-

ны n с компонентами Fi(u) . Тогда решение уравнения (20) равносильно решению

системы алгебраических уравнений

F (u) = 0, u ∈ Rn. (24)

Для реализации итерационных методов решения уравнения (24) необходимы

удобные для использования формулы вычисления вектора F (u) при заданном век-

торе u . Для их получения определим матрицы M (матрицу масс) и K (матрицу

жесткости)

M = {(ϕj , ϕi)}
N
i,j=1, K = {(∇ϕj ,∇ϕi)}

N
i,j=1.

Эти матрицы могут быть экономно вычислены стандартной процедурой сборки

матриц, принятой в МКЭ. Это относится также к вектору (сил) g с компонентами

gi = (f̄ j , ϕi) =

∫
Ω

f̄ jϕi dx, 1 ≤ i ≤ N,
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для вычисления которого используются квадратурные формулы. По определению

(uh, ηh) = Mu · v, (∇uh,∇ηh) = Ku · v, (25)

где u � uh , η � ηh .
1. Вычисление F (u) . Учитывая, что вектор узловых параметров ϕi совпадает

с ортом i -ой оси в RN , то согласно первой формуле (25) имеем

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ϕi

)
=

1

τ̄j

(
1

τj
M
(
ū− uj−1

)
−Mvj−1

)
i

, (26)

где uj−1
� uj−1

h , vj−1
� vj−1

h . Под интегралом во втором слагаемом в (23)

стоит многочлен третьей степени от σ . Поэтому интеграл можно точно вычис-

лить при помощи квадратурной формулы Симпсона. Учтем, что ‖∇uj
h‖

2 = |Kū|2 ,(
∇uj

h,∇ϕi

)
= (Kū)i , и определим величины

λj = 1 +Kū · ū, λj+1/2 = 1 +
1

4
K
(
ū+ uj−1

)
·
(
ū+ uj−1

)
. (27)

Теперь нетрудно вычислить∫ 1

0

a(σ uj
h+(1−σ)uj−1

h , ϕi) dσ =
1

6
a(uj

h, ϕi)+
4

6
a
(uj

h + uj−1
h

2
, ϕi

)
+
1

6
a(uj−1

h , ϕi) =

=

(
λj

6
Kū+

λj+1/2

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1

)
i

. (28)

Из формул (23), (26) и (28) следует, что компоненты F (u) равны

Fi(u) =

(
1

τ̄jτj
M
(
ū− uj−1

)
−

1

τ̄j
Mvj−1+

+
λj

6
Kū+

λj+1/2

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1 − g

)
i

,

где 1 ≤ i ≤ n . Отметим, что Fi(u) зависит от всех компонент u , поскольку величи-

ны λj и λj+1/2 зависят от всех компонент u (см. (27)). Следствием этого является

полная заполненность матрицы Якоби F ′(u) . Это делает непрактичным использо-

вание при больших значениях n итерационных методов, требующих вычисления

матрицы Якоби (например, метода Ньютона).

2. Переформулировка дискретной задачи. Дадим эквивалентную формулиров-

ку дискретной задачи (24). Для этого введем две новые неизвестные λ = λj ,

μ = λj+1/2 и расширенный вектор неизвестных U = (u, λ, μ) . Расширенная си-

стема уравнений для определения U включает следующие n+ 2 уравнения:(
1

τ̄jτj
M
(
ū− uj−1

)
−

1

τ̄j
Mvj−1+

+
λ

6
Kū+

μ

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1 − g

)
i

= 0, (29)

1

12

(
1 +Kū · ū

)
−

1

12
λ = 0, (30)

2

3

(
1 +

1

4
K
(
ū+ uj−1

)
·
(
ū+ uj−1

))
−

2

3
μ = 0, (31)
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Рис. 1. Приближенное решение тестовой задачи 1 при t = T (слева) и его погрешность
(справа) на сетке узлов с шагами h = 1/40 , τ = 3h/8

где λj−1 = 1+Kuj−1 ·uj−1 . Запишем эту систему в виде Φ(U) = 0 . Матрица Якоби

этой расширенной системы является симметричной разреженной невырожденной

матрицей вида2

Φ′(U) =

⎛⎝ A b c
bT −1/12 0
cT 0 −2/3

⎞⎠ , A =
1

τ̄jτj
M +

(λ
6
+

μ

3

)
K,

b =
1

6
Kū, c =

1

3
K
(
ū+ uj−1),

поскольку A является разреженной симметричной положительно-определенной

матрицей. Для решения системы (29)–(31) уже можно использовать метод Нью-

тона. На k -ой итерации он сводится к решению системы линейных алгебраических

уравнений вида

F ′(U (k))(U (k+1) − U (k)) = −F (U (k)), k = 0, 1, . . . ,

для нахождения приближения U (k+1) к решению U . Начальное приближение мож-

но выбрать (например) с предыдущего слоя по времени.

3. Вычислительные эксперименты

Представим результаты решения тестовых задач с известными точными ре-

шениями. Вычисления были организованы с целью определения максимального

порядка точности схемы на гладких решениях в среднеквадратичной норме и се-

точной равномерной норме.

Функции в начальных условиях дискретной схемы равны интерполянтам u0

и v0 . Для решения расширенной системы нелинейных алгебраических уравнений

на каждом слое времени использован итерационный метод Ньютона с начальным

приближением с предыдущего слоя. Во всех рассмотренных случаях метод схо-

дился квадратично. Итерации завершались следующим образом: после того как

равномерная норма разности соседних итераций становилась меньше 10−8 , выпол-

нялась еще одна итерация. При таком условии итерационный метод не оказывал

влияния на погрешность схемы.

Приближенный метод зависит от двух параметров h и τ . Учитывая приближе-

ния, использованные при построении схемы, естественно ожидать, что погрешность

2Верхний индекс T означает операцию транспонирования.
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Табл. 1
Нормы погрешности и порядки сходимости решения теста 1 при τ = 3h/8

h L(u) αL(u) L(v) αL(v) C(u) αC(u) C(v) αC(v)

1/10 1.13 e-1 — 1.14 e-1 — 2.86 e-2 — 5.59 e-2 —

1/20 2.83 e-2 1.99 2.90 e-2 1.98 7.06 e-3 2.02 1.34 e-2 2.06

1/40 7.09 e-3 2.00 7.29 e-3 1.99 1.75 e-3 2.01 3.41 e-3 1.98

1/80 1.77 e-3 2.00 1.83 e-3 2.00 4.40 e-4 1.99 8.51 e-4 2.00

1/160 4.44 e-4 2.00 4.57 e-4 2.00 1.10 e-4 2.00 2.12 e-4 2.01

решения в среднеквадратичной норме имеет второй порядок малости как по h , так
и по τ , т. е. справедлива оценка

L(u) = ‖u− uhτ‖L2(Q) ≤ C (h2 + τ2). (32)

Для экспериментальной проверки этой оценки были проведены следующие вы-

числения: для набора точек сетки n = n1, n2, . . . (в одном направлении) и соответ-

ствующих им шагов сетки h = h1, h2, . . . при τ = c h были найдены приближен-

ные решения задачи с известным точным решением и вычислены величины L(u)
и L(v) . Одновременно были вычислены погрешности C(u) и C(v) , где

C(u) = max
1≤i≤N

max
1≤j≤M

|u(ai, tj)− uhτ (ai, tj)|. (33)

Для вычисления интегралов в определениях L(u) и L(v) использована высоко-

точная составная квадратурная формула. В предположении Eh ≈ C hα, где Eh –

любая из указанных выше норм, и что постоянная C слабо зависит от h , были
найдены значения αi по формуле

αi = log
(
Ehi+1

/Ehi

)
/ log

(
hi+1/hi

)
.

Значения αi ≈ 2 соответствуют ожидаемому значению α = 2 .

Вычислениями было подтверждено, что предложенная схема сохраняет полную

энергию (с точностью до ошибок округления). Как в одномерном, так и двумерном

случаях был решен ряд задач при различных шагах сетки с исходными данными,

удовлетворяющими условиям теоремы 1. По найденным решениям была вычислена

вариация функционала энергии

ΔE = max
t∈ωτ

Eh(uhτ (t), vhτ (t))− min
t∈ωτ

Eh(uhτ (t), vhτ (t)).

Во всех случаях она имела порядок 10−16 ∼ 10−12 в зависимости от шага h , что
свидетельствует о постоянности функционала энергии.

Тестовая задача 1. Рассмотрим одномерное уравнение Кирхгофа на отрезке

[−4, 4] при T = 3 с точным решением u(x, t) = sin(x−t). Для решения задачи была

использована равномерная сетка узлов с шагами h и τ . На рис. 1 представлен гра-

фик приближенного решения и его погрешности. В таблице 1 указана зависимость

от h норм погрешности (32), (33), а также соответствующих им значений α .
Тестовая задача 2. Рассмотрим двумерное уравнение Кирхгофа в квадрате

Ω = [0, 2] × [0, 2] при T = 2 с точным решением u(x, y, t) = sin(2x + 2y) cos(t).
Область Ω разбивалась на треугольные конечные элементы на основе равномер-

ной ортогональной сетки из (n + 1) × (n + 1) узлов после деления одним и тем

же способом каждого элементарного квадрата со стороной h на два треугольни-

ка. Равномерная сетка узлов использовалась также по переменной t (с шагом τ ).
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Рис. 2. Приближенное решение тестовой задачи 2 при t = T (слева) и его погрешность
(справа) на сетке узлов с шагами h = 1/20 , τ = h

Табл. 2
Нормы погрешности и порядки сходимости решения теста 2 при τ = h

h L(u) αL(u) L(v) αL(v) C(u) αC(u) C(v) αC(v)

1/20 1.33 e-2 — 4.68 e-2 — 1.01 e-2 — 7.59 e-2 —

1/40 3.33 e-3 1.99 1.15 e-2 2.02 2.41 e-3 2.07 2.19 e-2 1.80

1/80 8.20 e-4 2.02 2.85 e-3 2.01 5.02 e-4 2.26 5.28 e-3 2.05

1/100 5.23 e-4 2.01 1.81 e-3 2.01 3.19 e-4 2.03 3.39 e-3 1.99

На рис. 2 представлены график приближенного решения и его погрешности на

грубой сетке узлов. В таблице 2 указана зависимость от h норм погрешности (32),

(33), а также соответствующих им значений α .

Результаты, аналогичные приведенным выше, были получены при решении дру-

гих тестовых задач с гладкими решениями. Из них следует, что предложенная схе-

ма позволяет определить как решение задачи, так и его производную по времени

с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в среднеквадратической норме.

Заключение

Предложена неявная двухслойная схема МКЭ для решения нелинейного урав-

нения Кирхгофа. Дискретная схема определяется в терминах решения задачи и его

производной по переменной времени. Показано, что она обеспечивает сохранение

полной энергии на дискретном уровне. Проведено численное исследование точно-

сти предложенной схемы. Численным решением ряда тестовых задач, имеющих

гладкие решения, показано, что она позволяет определить как решение задачи,

так и его производную по времени с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в средне-

квадратической норме.
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Abstract

This article presents an implicit two-layer finite element scheme for solving the Kirchhoff
equation, a nonlinear nonlocal equation of hyperbolic type with the Dirichlet integral.
The discrete scheme was designed considering the solution of the problem and its derivative
for the time variable. It ensures total energy conservation at a discrete level. The use of the
Newton method was proven to be effective for solving the scheme on the time layer despite
the nonlocality of the equation. The test problems with smooth solutions showed that the
scheme can define both the solution of the problem and its time derivative with an error of
O(h2+τ 2) in the root-mean-square norm, where τ and h are the grid steps in time and space,
respectively.
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Figure Captions

Fig. 1. Approximate solution of test problem 1 at t = T (on the left) and its error (on the
right) on the grid of nodes with step size h = 1/40 , τ = 3h/8 .

Fig. 2. Approximate solution of test problem 2 at t = T (on the left) and its error (on the
right) on the grid of nodes with step size h = 1/20 , τ = h .
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Аннотация

Получены необходимые и достаточные условия существования решения Дирихле, раз-
работан метод для вычисления решений Дирихле функционально-дифференциального
уравнения с незапаздывающим линейным отклонением аргумента.

Ключевые слова: функционально-дифференциальное уравнение, решение Дирихле,
опережение аргумента, линейное отклонение аргумента, символ псевдодифференциально-
го оператора

Введение

Среди дифференциальных уравнений (кратко ДУ) одного аргумента, не яв-

ляющихся обыкновенными, наибольшее развитие получили ДУ с отклонениями

аргумента. Это ДУ вида

P (t, d/dt)y(t) = Φ
(
t, y(h0(t)), ..., y

(n)(hn(t))
)
, t ≥ 0, (1.1)

где

P (t, d/dt)y(t) = y(n)(t) +

n−1∑
j=0

Cj(t)y
(j)(t),

Φ(t, x1, ..., xn+1), Cj(t), hj(t) – известные функции, не зависящие от y. Функции

hj(t) − t называются отклонениями аргумента. Если hj(t) − t ≤ τ < 0 при всех

t ≥ 0, то говорят, что ДУ – с запаздывающим аргументом.

Теория ДУ с запаздывающим аргументом практически не отличается от теории

линейных обыкновенных ДУ. Убедимся в этом.

Положим известными y(ξ) = ψ0(ξ), ..., y
(n)(ξ) = ψn(ξ) при ξ ≤ 0. Чтобы вычис-

лить y(t), t ∈ [0, τ ], решим задачу Коши для обыкновенного ДУ

P (t, d/dt)y(t) = Φ
(
t, ψ(h0(t)), ..., ψ

(n)(hn(t))
)
, t ∈ [0, τ ], y(j)(+0) = y0,j,

j = 0, ..., n − 1, в котором правая часть известна, а yo,j произвольно зафиксиро-

ваны. Найдем y(t), t ∈ [0, τ ], и y(t) при t ≤ τ. Чтобы вычислить y(t), t ∈ [τ, 2τ ],
следует использовать условия Коши y(j)(τ+0) = y(j)(τ−0), j = 0, ..., n−1. Получим

y(t) при t ≤ 2τ. Аналогично вычислим y(t), t ≤ kτ, k = 3, ... .

132



РЕШЕНИЯ ДИРИХЛЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ... 133

Если хотя бы одно отклонение не является запаздыванием, то проблема раз-

решимости ДУ (1.1) резко усложняется. Проблема разрешимости таких ДУ стала

актуальной, когда появились математические модели, в которых одно из откло-

нений является опережением, то есть hk(t) − t > 0. Методы решения таких ДУ

изложены в [1]. Этого удалось добиться при t ∈ (a, b) и конечных a, b после заме-

ны начальных условий Коши на (b− a)-периодические.
В случае hj(t) = λjt + aj , λj , aj – числа при всех j, отклонения называются

линейными. Отклонение λjt − t аргумента t > 0 не может быть запаздыванием,

если λj > 1.
Во втором параграфе обзорной статьи [2] С. Адамс пишет, что уравнение

f(qx) − f(x) = 0, отмеченное Беббиджем в 1815 г., является первым "q -разност-
ным" уравнением, появившимся в литературе. Там же Адамс отмечает, что

в 1924 г. П. Фламаном [3] было проведено единственное тщательно выполненное

исследование (с точки зрения аналитических решений) разрешимости уравнения

f (1)(x) = a(x)f(qx) + b(x), |q| < 1, где a(x) и b(x) – аналитические в такой за-

мкнутой односвязной области D , что qx ∈ D при всех x ∈ D. По-видимому,

ДУ Амбарцумяна y(1)t) + y(t) = by(λt), t ≥ 0, λ > 1, – первая математическая

модель с линейным отклонением аргумента. Она построена в 1944 г. (подробности

см. в [4, 5]). В этой модели y(t) – плотность распределения случайной величи-

ны. Поэтому к ДУ Амбарцумяна добавлялись условия y(t) ≥ 0,
+∞∫
0

y(t)dt = 1.

Полученную задачу мы называем задачей Амбарцумяна. Г. И. Русаков [5] запи-

сал решение задачи Амбарцумяна в виде функционального ряда. В работах [6–10]

проведено дальнейшее изучение и обобщение задачи Амбарцумяна.

В настоящей статье изложена теория дифференциального уравнения

P (d/dt)y(t) + (P1(d/dt)y)(λt) = 0, t ≥ 0,

в котором

P (ξ) = ξn + an−1ξ
n−1 + · · ·+ a0, n ≥ 1;

и

P1(ξ) = ξq + bq−1ξ
q−1 + · · ·+ b0, q ≥ 0,

– символы дифференциальных операторов P (d/dt) , P1(d/dt) , ((d/dt)ky)(λt) =
y(k)(λt) , aj , bj , λ > 1 – числа. Всюду N = max(n, q).

1. Понятие λ-независимости

Определение 2.1. Числа d1, d2 называются λ-независимыми, если не суще-

ствует целого p, при котором d1 = λpd2; в противном случае числа d1, d2 назы-

ваются λ-зависимыми; а числа d1, ..., ds – попарно λ-независимыми, если

dk �= λpdj при всех p ∈ Z и всех k �= j.

Здесь и далее Z – множество всех целых чисел.

Легко видеть, что в отличие от λ-независимости свойство λ-зависимости
транзитивно, то есть если d1 , d2 λ-зависимы и d2, d3 λ-зависимы, то d1, d3
λ-зависимы.

Определение 2.2. Подмножество D1, ..., Dl множества D = {d1, ..., ds} ⊂ Z
называется λ-разбиением D, если

1) Dk ∩Dj = ∅ при k �= j,
l⋃

k=1

Dk = D;
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2) из того, что dm ∈ Dk, dj ∈ Dr, следует, что dm, dj λ-зависимы при k = r
и λ-независимы при k �= r.

Теорема 1. Для каждого D существует λ-разбиение.

Доказательство. Зафиксируем d1 ∈ D и найдем все числа dr1 ∈ D , λ-зави-
симые от d1. Полученное множество обозначим D1. Если D/D1 не пусто, то

зафиксируем d2 ∈ D/D1 и найдем все λ-зависимые от d2 числа dr2 ∈ D/D1.
Полученное множество обозначим D2. Продолжив этот процесс, докажем теоре-

му. Отметим, что в случае конечности D количество множеств Dr также конечно,

причём λ-разбиение единственно. �

Здесь и далее � означает конец доказательства текущего результата.

2. Решение Дирихле уравнения P (d/dt)y(t) = by(λt), t ≥ 0

Определение 3.1. y(t) называется решением Дирихле уравнения, если

1) существует такое a, что

y(t) =

+∞∑
k=0

αk exp (aλ
kt), (3.1)

αk – некоторые постоянные;

2)

P (d/dt)y(t) ≡

+∞∑
k=0

P (d/dt)
(
αk exp (aλ

kt)
)
= by(λt); (3.2)

3) ряд сходится при каждом t ≥ 0.
Число a в (3.1) называется показателем решения Дирихле.

Для приложений интересен случай a < 0. Наиболее просто решения Дирихле

уравнения (3.2) находятся в случае, когда степень P1(ξ) равна нулю.

Теорема 2. Справедливы утверждения:

1) ДУ имеет решение Дирихле с показателем a < 0⇔ имеет решение линей-

ная система алгебраических уравнений

P (aλk)αk = bαk−1, k = 0, 1, 2, ... . (3.3)

2) Количество линейно независимых решений Дирихле уравнения (3.2) равно

количеству попарно λ-независимых отрицательных корней символа P (ξ).

Доказательство. Пусть y0(t) – решение вида (3.1) уравнения (3.2). Докажем,

что αk, k = 0, 1, ..., – решение бесконечной системы линейных алгебраических

уравнений (3.3).

В силу (3.2) имеем
+∞∑
k=0

βk exp (aλ
kt) ≡ 0, где βk = P (aλk)αk − bαk−1, α−1 = 0,

причём |βk| ≤ C. Проинтегрировав это тождество q раз от 0 до +∞ , получим
+∞∑
k=0

βkλ
−kq exp (aλkt) ≡ 0. Зафиксируем q так, чтобы

+∞∑
k=0

|βk|λ
−kq < +∞. Тогда

при каждом целом r ≥ 0

+∞∑
k=r+1

βkλ
−kq exp (a(λk − λr)t)→ 0 при t→ +∞.
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С другой стороны, β0 +
+∞∑
k=1

βk exp (a(λ
k − λ0)t) = 0. После перехода к пределу при

t→ +∞ получим β0 = 0. Аналогично докажем, что β1 = 0 , и так далее. Поэтому

y0(t) ненулевое, если P (aλk) = 0 при некотором k.
Обратно, пусть при некотором a < 0 существует (α0, α1, ...) – ненулевое реше-

ние системы уравнений (3.3). Так как λ > 1, a < 0, |P (aλk)| → +∞ при k → +∞,

то ряд
+∞∑
k=0

αk exp (aλ
kt) сходится, и его сумма – решение Дирихле для (3.2).

Отметим, что система уравнений имеет ненулевое решение только при тех по-

казателях a , для которых

P (aλk) = 0 хотя бы при одном целом fk ≥ 0. (3.4)

Действительно, если P (aλk) �= 0, k = 0, 1, ..., то из равенств (3.3) и α0 = 0
следует, что 0 = α1 = α2 = ... . Итак, если P (ξ) не имеет отрицательных корней,

то у (3.2) отсутствуют решения Дирихле с отрицательным показателем.

Изучим два случая.

1) P (ξ) имеет единственный отрицательный корень d1. Положив a=d1, α0=1,

получим решение системы уравнений (3.3): α0 = 1, αn = bn
( n∏
j=1

P (d1λ
k)
)−1

,

а значит, и решение Дирихле yd1
(t) с показателем a = d1 для (3.2). Выясним,

существует ли решение Дирихле с другим отрицательным показателем a0 < 0.

Если y0(t)=
+∞∑
k=0

βk exp (a0λ
kt), то в силу теоремы 2 P (a0λ

k)βk = bβk−1, β−1= 0,

k = 1, 2, ... . Так как P (ξ) имеет единственный отрицательный корень d1, то

a0λ
k0 = d1 при некотором целом k0 ≥ 1, и P (a0λ

k) �= 0, если k �= k0 . То-

гда 0 = bβk0−1, βk0−2 = 0, ..., β0 = 0, βk0
= C2 – постоянная. Следовательно,

βk0
= α0C2, βk0+r = αrC2, r = 1, 2, ... , ya0

(t) = C2yd1
(t).

2) символ P (ξ) имеет m ≥ 2 отрицательных корней d1 > d2 > · · · > dm .

В силу (3.4) система (3.3) имеет ненулевое решение только при следующих значе-

ниях показателя Дирихле: ar,j = djλ
−r , j = 1, ...,m , r = 0, 1, 2, ... .

Положим a = d1 и рассмотрим систему уравнений

P (d1)α0 = 0, ..., P (d1λ
k)αk = bαk−1. (3.5)

Если d1 попарно λ-независимы от λ2, ..., λm, то

P (d1λ
k) �= 0, k = 1, 2, ... . (3.6)

Действительно, в случае P (d1λ
k0) = 0 при некотором k0 ≥ 1 получим d1λ

k0 <d1
и d1λ

k0 = dr для некоторого r ≤ m, то есть d1, dr – λ-зависимы, что является

противоречием.

В силу (3.6) система (3.5) имеет решение, определяемое равенствами (3.3) при

a = d1, α0 = 1, с помощью которого находится решение Дирихле yd1
(t) с показате-

лем d1. Как установлено в первом случае, каждое решение Дирихле с показателем

d1λ
−p, где p ∈ Z , имеет вид C3yd1

(t), C3 не зависит от t.
Предположим, что d1 λ-зависит от dj , j ≥ 2. Обозначим I1 = {j : λ-зависимы

d1, dJ} . Отметим, что 1 ∈ I1, так как d1 = d1λ
0. Введём показатель Дирихле

d0 = min
j∈I1

dj . Если бы существовало k0 ≥ 1, при котором P (d0λ
k0) = 0, то полу-

чили бы d̃0 = d0λ
ko < d0, причём d1, d0 λ-зависимы. Тогда d1, d̃0 λ-зависимы,

противоречие. Следовательно, P (d0λ
k) �= 0 при k ≥ 1. Поэтому решение систе-

мы (3.6), в которой d1 заменено на d0, имеет вид α0 = 1, αn = bn
( n∏
j=1

P (d0λ
k)
)−1

,
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и ему соответствует решение Дирихле yd0
(t) =

+∞∑
k=0

αk exp (aλ
kt), так как имеет

вид (3.1). Как и ранее, легко проверим, во-первых, что соответствующие dj ∈ I1
решения Дирихле уравнения (3.2) имеют вид ydj

(t) = Cjyd0
(t), Cj не зависят от t .

Во-вторых, показатель Дирихле djλ
−r не индуцирует нового решения Дирихле, то

есть yd0
(t) = Cjydjλ−r (t) при целых r > 0, j ∈ I1.

Для завершения доказательства теоремы 2 осталось записать максимальное ко-

личество линейно независимых решений Дирихле. Выделим λ-разбиение D1, ..., Ds

множества D = {d1, ..., dm} и зафиксируем наибольшее aj ∈ Dj . Как было

доказано ранее, все решения Дирихле, определяемые точками из Dj , с точно-

стью до постоянного множителя совпадают c решением Дирихле yaj
(t). Поэто-

му линейно независимыми могут быть только ya1
(t), ..., yas

(t). Предположим, что

C1ya1
(t) + · · ·+ Csyas

(t) ≡ 0. Перепишем это равенство в виде

C1α0.1 exp (a1t) + C1

+∞∑
k=1

αk,1 exp (a1λ
kt) +

s∑
j=2

Cj

+∞∑
k=0

αk,j exp (ajλ
kt) ≡ 0,

то есть

C1α0.1 + C1

+∞∑
k=1

αk,1 exp ((a1λ
k − a1)t) +

s∑
j=2

Cj

+∞∑
k=0

αk,j exp ((ajλ
k − a1)t) ≡ 0. (3.7)

В этих формулах 0 > a1 > · · · > as, ajλ
k − a1 < 0 при всех k ≥ 1, j ≥ 1. Поэтому

после перехода к пределу при t→ +∞ в (3.7) получим C1α0,1 = 0. Однако α0,1 �= 0,
следовательно, C1 = 0. Аналогично докажем C2 = · · · = Cs = 0. �

Замечание 3.1. В теореме 2 указано не только количество линейно незави-

симых решений Дирихле ДУ (3.1), но и установлен их явный вид: каждому под-

множеству Dj , j = 1, ..., l, λ-разбиения множества всех отрицательных корней

символа P (ξ) соответствует семейство решений Дирихле

C
(
exp (dj0 t) +

+∞∑
k=1

bk
k∏

j=1

(P (dj0λ
j))−1 exp (dj0λ

kt)
)
,

C – произвольно зафиксированная постоянная, и dj0 = min
dk∈Dj

dk. В силу линей-

ности ДУ (3.2), если y1(t), ..., ys(t) – частные решения ДУ (3.2), то их линейная

комбинация – также решение ДУ (3.2).

Замечание 3.2. Ненулевое решение Дирихле y(t) ДУ (3.2) знакопостоянное в

случае sgnP (aλk) = sgn(b), k = 1, 2, ..., поэтому существует решение Дирихле y(t) ,

для которого y(t) > 0,
+∞∫
0

y(t)dt = 1.

Замечание 3.3. Из приведенных рассуждений следует, что в (3.2) t можно

считать комплексным аргументом: тогда вместо записи Re a < 0, t ≥ 0 следует

использовать Re(at) < 0.

Замечание 3.4. Пока неизвестно, существуют ли у ДУ (3.2) решения, не

являющиеся решениями Дирихле.
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3. Неоднородное ДУ

Речь пойдёт о ДУ

P (d/dt)x(t) = bx(λt) + f(t), λ > 1, (4.1)

в котором b, λ не зависят ни от x, ни от t, а f(t) не зависит от x(t).

f(t) =
+∞∑
k=0

fk exp (aλ
kt), Re(at) < 0,

+∞∑
k=0

|fk|λ
−kn < +∞. (4.2)

Напомним, n – степень многочлена P (ξ). Из предположения (4.2), в частности,

следует, что аргумент в (4.1) можно считать комплексным.

Предположим, что x(t) =
+∞∑
k=0

βk exp (aλ
kt) – решение ДУ (4.1), где βk не зави-

сят от t. Формальные действия приведут к равенствам

P (aλk)βk = bβk−1 + fk, k = 0, 1, ..., (4.3)

где βk не зависят от t. Так как |P (ξ)| ≥ |ξ|n/2 при |ξ| ≥M0, то |P (aλk)| ≥ 2|λkn|,
если k ≥M1. Следовательно,

|βk| ≤ |2b| |λ
−kn| |βk−1|+ 2|fk| |λ

−k|

при всех k ≥M1, и

SM,M1
≡

M∑
k+M1

|βk| ≤ 2|b| |λ−M1 |

M∑
k=M1−1

|βk−1|+ 2|fk||λ
−kn|,

SM,M1
(1− 2|b|λ−M1) ≤ 2|b|λ−M1 |βM1−1|+

+∞∑
k=0

2|fk||λ
−kn|.

Поэтому при всех достаточно больших M и некотором M1 имеем SM,M1
≤ bM1

,

где bM1
не зависит от M, то есть ряд

+∞∑
k=0

βk абсолютно сходится. Отсюда и из

ограниченности | exp (aλkt)| следует сходимость ряда
+∞∑
k=0

βk exp (aλ
kt), так как

Re(at) < 0. Таким образом, доказана

Теорема 3. Если выполняется (4.2) и система уравнений (4.3) имеет реше-

ние, то ДУ (4.1) имеет решение Дирихле с показателем a.

4. Общий случай

Речь пойдёт о ДУ

P (d/dt)y(t) = (P1(d/dt)y)(λt), t ≥ 0, λ > 1, n > q. (5.1)

Напомним, что n, q – степени многочленов P (ξ), P1(ξ) соответственно. В случае

n ≤ q заменой λt = τ придём к уравнению "запаздывающего" типа.
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В рассматриваемом случае под решением Дирихле с показателем a понимается

функция

y(t) =

+∞∑
k=0

αk exp (aλ
kt), (5.2)

где αk не зависят от t и λ и удовлетворяют условиям |αk| ≤ λj при некотором j ,

+∞∑
k=0

P (d/dt)
(
αk exp (aλ

kt)
)
=

+∞∑
k=0

P1(d/dτ)
(
αk exp (aλ

kτ)
)
|τ=λt. (5.3)

Теорема 4. ДУ (5.1) имеет решение Дирихле с показателем a < 0 ⇔ разре-

шима система уравнений

P (aλk)αk = P1(aλ
k−1)αk−1, α−1 = 0, k = 0, 1, 2, ... . (5.4)

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 2, докажем, что если

ДУ (5.1) имеет решение Дирихле (5.2), то выполняются условия (5.4).

Предположим, что система (5.4) имеет решение. Очевидно, что при всех доста-

точно больших k ≥ M выполняются оценки |P (aλk)| ≥ (1/2)|aλk|n, |P1(aλ
k)| ≤

2|aλk|q. Учитывая их и неравенство λ > 1, получим
+∞∑
k=0

|αk| < +∞ и сходимость

ряда из (5.2). Его сумма является решением Дирихле с показателем a для ДУ (5.1).

�

Ниже D = {d1,0, ..., dm.0} – множество всех отрицательных корней симво-

ла P (ξ) , и D1, ..., Dl – его λ-разбиение.

Теорема 5. Существуют yd1
(t), ..., ydl

(t) – линейно независимые решения
Дирихле с отрицательными показателями dj ∈ Dj, j = 1, ..., l.

Доказательство. Итак, P (dj) = 0. Зафиксируем наибольшее kj так, чтобы

P (djλ
kj ) = 0, P (djλ

k) �= 0 при k ≥ kj + 1. Легко проверить, что при a = dj
решением системы уравнений (5.4) будет

αk = 0 при k ≤ kj−1; αkj
= 1; αkj+r =

r∏
s=1

(
P1(djλ

kj+s−1)/P (djλ
kj+s)

)
, r = 1, 2, ... .

(5.5)

Поэтому ydj
(t) = exp (djλ

kj t) +
+∞∑
r=1

αkj+r exp (dkj
λkj+rt) – решение Дирихле для

ДУ (5.1) с показателем dj .
Пусть c ∈ Dj , то есть P (c) = 0. Зафиксируем наибольшее kc, при котором

P (bλkc) = 0, P (cλkc+r) �= 0, r = 1, 2, ... . В этом случае при a = c решением

системы (5.4) будет

α̃k = 0 при k ≤ kc−1; α̃kc
= 1; α̃kc+r =

r∏
s=1

(
P1(djλ

kc+s−1)/P (djλ
kc+s)

)
, r = 1, 2, ... .

Так как dj , c λ-зависимы, то c = djλ
k0 при некотором целом k0. Поэтому

P (djλ
kc+k0) = 0, P (djλ

kc+k0+r) �= 0, r = 1, 2, ... . В силу (5.5) получим kc+k0 ≤ k1.
Если бы kc + k0 < k1, то в силу P (cλkc+r) �= 0, r = 1, 2, ..., при r = k1 − (kc + k0)
получили бы P (djλ

k1 ) �= 0. Это противоречие. Следовательно, kc + k0 = k1, и

yc(t) = ydj
(t).



РЕШЕНИЯ ДИРИХЛЕ ФУНКЦИОНАЛЬНО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ... 139

Изменив j , получим решения Дирихле yd1
(t), ..., ydl

(t) с наибольшими kj , при
которых P (djλ

kj ) = 0, P (djλ
kj+r) �= 0, r = 1, 2, ... . Докажем их линейную незави-

симость.

Числа d1λ
k1 , ..., dlλ

kl различные, так как в противном случае получили бы по-

парную λ-зависимость. Поэтому после перенумерации имеем

d1λ
k1 > · · · > dlλ

kl . (5.6)

Предположим, что C1yd1
(t) ≡

l∑
j=2

Cjydj
(t), Cj не зависят от t. Тогда

C1 = −C1

+∞∑
r=1

exp (d1(λ
k+r − λk)t) +

l∑
j=2

Cj

+∞∑
r=0

αkj
exp (djλ

kj+r − d1λ
k1)(t).

Переходя здесь к пределу при t → +∞ и учитывая, что λ > 1,
∑
|αk| < +∞ ,

и условие (5.6), получим C1 = 0. Аналогично докажем, что Cj = 0 при j ≥ 2. �

Замечание 5.1. Так как ДУ (5.1) линейное, то A1yd1
(t) + · · · + Alydl

(t) –

решение ДУ (5.1) при каждых постоянных A1, ..., Al.

Замечание 5.2. Если P1(djλ
k−1)/P (djλ

k) ≥ 0 при каждом k ≥ kj + 1, то

ДУ (5.1) имеет решение y(t) = Cydj
(t) с постоянной C , удовлетворяющее усло-

виям y(t) ≥ 0,
+∞∫
0

y(t)dt = 1, то есть y(t) – плотность распределения случайной

величины.

Замечание 5.3. Введём псевдодифференциальные операторы Q1, Q2, опре-

деляемые символами Q1(ξ), Q2(ξ). Это означает, что Qj exp (ξt) = Qj(ξ) exp (ξt)
при всех ξ, t, причём Qj(ξ) не зависят от t. Если у символа Q1(ξ) имеет-

ся конечное количество отрицательных корней, |Q1(ξ)| → +∞ при ξ → −∞,∣∣∣Q2(aλ
k−1)/Q1(aλ

k)
∣∣∣≤ (|ξ| + 1)c, где c < 0 не зависит от ξ, то всё вышесказанное

переносится на псевдодифференциальное уравнение Q1y(t) = (Q2y)(λt), λ > 1.

Замечание 5.4. Для ДУ

n∑
j=0

ajy
(j)(t+ τ0,j) =

q∑
j=0

bjy
(j)(x+ τ1,q)

∣∣∣
x=λ·t

с откло-

нениями аргумента символами являются

Q1(ξ) =
n∑

j=0

ajξ
j exp (ξτ0,j), Q2(ξ) =

q∑
j=0

bjξ
j exp (ξτ1,j).

Заключение

Получены необходимые условия существования решения задачи Дирихле, разработан
метод вычисления решения Дирихле для функционально-дифференциального уравнения
с незапаздывающим линейным отклонением аргумента.
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го академического лидерства Казанского (Приволжского) федерального университета
("ПРИОРИТЕТ-2030").



140 Н. П. ЕВЛАМПИЕВ и др.

Литература

1. Мокейчев В.С. Дифференциальные уравнения с отклоняющимися аргументами.
Казань: Изд-во Казан. ун-та, 1985. 221 с.

2. Adams C.R. Linear q-difference equations // Bull. Am. Math. Soc. 1931. V. 37, No 6.
P. 361–400.

3. Flamant P. Sur la forme des solutions d'une équation différentielle fonctionelle // C. R.
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РЕЛАКСАЦИОННЫЙ ВАРИАНТ МЕТОДА ОТСЕЧЕНИЙ

С АППРОКСИМАЦИЕЙ ОБЛАСТИ ОГРАНИЧЕНИЙ

И. Я. Заботин, О. Н. Шульгина, Р. С. Яруллин
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Аннотация

Предложен метод решения задачи выпуклого программирования. Он относится к
группе методов отсечений, в которых для построения итерационных точек использует-
ся операция погружения области ограничений задачи в некоторые многогранные мно-
жества. Предлагаемый метод характерен следующим. Последовательность приближений
строится в нем принадлежащей допустимому множеству, причем с условием релаксаци-
онности, и через конечное число шагов фиксируется ε -решение исходной задачи. Кроме
того, метод позволяет получать на его основе смешанные сходящиеся алгоритмы, при-
влекая при желании к построению основных итерационных точек любые известные или
новые релаксационные алгоритмы.

Ключевые слова: выпуклое программирование, последовательность приближений,
релаксационность, сходимость, аппроксимация, обобщенно-опорный вектор, субдиффе-
ренциал, отсекающая плоскость

Введение

Класс методов отсечений для решения задач выпуклого программирования хо-

рошо известен и довольно широк (например, [1–7]). В отдельную группу можно

выделить те из них, где для построения приближений используется аппроксима-

ция многогранными множествами области ограничений исходной задачи (напри-

мер, [1, 4]). Такие методы применяются обычно, если целевая функция является

линейной или выпуклой квадратичной, поскольку в таком случае вспомогатель-

ные задачи отыскания итерационных точек представляют собой задачи линейного

или, соответственно, квадратичного программирования.

В методах названной группы итерационные точки строятся не принадлежащи-

ми допустимому множеству. Для практических задач такие процессы приближения

к решению, идущие вне области ограничений, не всегда приемлемы. Так, напри-

мер, для многих многокритериальных оптимизационных задач необходимо, чтобы

их решение, полученное любым подходящим методом, было допустимой точкой

множества ограничений (например, [8]). Вообще непринадлежность итерационных

точек, а значит, и решения исходной задачи, допустимому множеству зачастую

относят к недостаткам соответствующего метода математического программиро-

вания (например, [9], c. 256).

Предлагаемый здесь метод относится к упомянутой выше группе методов от-

сечений, т. е. использует аппроксимацию области ограничений, но отличается тем,

что все основные итерационные точки строятся в нем принадлежащими допусти-

мому множеству. Кроме того, подчеркнем, что процесс построения приближений
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в настоящем методе является релаксационным, и это обеспечивает сходимость

к множеству решений всей последовательности приближений в отличие от из-

вестных методов отсечений, где сходимость гарантируется лишь по подпоследо-

вательности. Отметим, что при этом наличие релаксационности не увеличивает

трудоемкость метода по сравнению с трудоемкостью, например, классического ме-

тода отсечений [1], если условие (4) выбора итерационной точки в предлагаемом

методе реализовать в виде строгого равенства.

Отметим еще одну особенность метода. Условие выбора итерационной точки

основной последовательности допускает привлечение к ее отысканию любых из-

вестных или новых (в том числе эвристических) релаксационных алгоритмов. Тем

самым имеется возможность построения на основе метода различных смешанных

релаксационных алгоритмов. При этом сходимость таких новых алгоритмов уже

не придется доказывать – она будет следовать из обоснованной сходимости пред-

лагаемого метода.

Ниже обсуждены некоторые реализации предложенного метода. Приведены

оценки близости текущих значений целевой функции к ее оптимальному зна-

чению, а при дополнительных условиях на исходную задачу – оценки близости

итерационных точек к ее решению. Представлены результаты вычислительных

экспериментов.

1. Постановка задачи

Пусть f(x) – выпуклая в n-мерном евклидовом пространстве Rn функция, при-

нимающая в каждой точке пространства конечное значение, D ⊂ Rn – выпуклое,

замкнутое и имеющее непустую внутренность intD множество. Решается задача

min{f(x) : x ∈ D}. (1)

Пусть f∗ = min{f(x) : x ∈ D} > −∞ , X∗ = {x ∈ D : f(x) = f∗} , x∗ ∈ X∗ ,

E∗ = {x ∈ Rn : f(x) ≤ f∗} , A(y) = {a ∈ Rn : ‖a‖ = 1, 〈a, x − y〉 ≤ 0 ∀x ∈ D} –

множество векторов, нормированных и обобщенно-опорных к множеству D в точке

y ∈ Rn , K = {0, 1, . . .} .

2. Метод решения задачи

Предложенный релаксационный метод отсечений для решения задачи (1) вы-

рабатывает последовательность приближений {xk} , k ∈ K , следующим образом.

Построим выпуклое ограниченное замкнутое множество M0 ⊂ Rn такое, что

x∗∈M0 . Зададим числа q≥1, ε>0 , выберем точку v∈ intD , положив x−1=v, k=0 .

1. Найдем точку

yk ∈Mk

⋂
E∗. (2)

Если yk ∈ D , то yk – решение задачи (1), и процесс прекращается.

2. Положим

zk = λkv + (1 − λk)yk, ỹk = yk + qk(zk − yk),

где числа λk , qk выбраны с условием, что λk ∈ (0, 1) , qk ∈ [1, q], и

zk /∈ intD, ỹk ∈ D.
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Если выполняется неравенство

f(ỹk)− f(yk) ≤ ε, (3)

то ỹk – ε -решение задачи (1).

3. Выберем такую точку xk ∈ D , что

f(xk) ≤ min{f(ỹk), f(xk−1)}. (4)

Если при этом

f(xk)− f(yk) ≤ ε, (5)

то xk – ε -решение задачи (1).

4. Выберем конечное множество Ak ⊂ A(zk) и положим

Mk+1 = Mk

⋂
Pk, (6)

где Pk = {x ∈ Rn : 〈a, x− zk〉 ≤ 0 ∀a ∈ Ak} .
5. Значение k увеличим на единицу и осуществим переход к п. 1.

3. Обсуждение метода

Приведем некоторые замечания, касающиеся предложенного метода и его реа-

лизаций.

С учетом задания M0 и способа (6) построения множеств Mk легко доказать,

что x∗ ∈Mk , k ∈ K . Поэтому Mk

⋂
E∗ �= ∅ , и выбор точек yk из условия (2) воз-

можен для всех k ∈ K . В частности, точку yk можно найти согласно следующему

условию:

f(yk) = min{f(x) : x ∈Mk}. (7)

Если функция f(x) является линейной или выпуклой квадратичной, а множе-

ство M0 выбрано в виде многогранника, то с учетом (6) построение вспомогатель-

ных точек yk , k ∈ K , из условия (7) приведет к решению задач линейного или,

соответственно, квадратичного программирования.

Заметим, что в связи с включением yk ∈ E∗ , k ∈ K , критерий оптимальности,

заложенный в п. 1 метода, очевиден.

Если при построении точек zk , ỹk в п. 2 метода положить qk = 1 , то zk будет

точкой пересечения отрезка [v, yk] с границей множества D . Фактически при q > 1
условие выбора чисел qk ∈ [1, q] позволяет найти упомянутую точку пересечения

приближенно.

Как уже сказано во введении, основная последовательность приближений xk

строится в методе с условием релаксационности. Обсудим возможности, которые

предоставляет неравенство (4) для выбора точек xk . Например, допустимо при

каждом k ∈ K положить xk = ỹk , если

f(ỹk) ≤ f(xk−1), (8)

или xk = xk−1 , если

f(xk−1) ≤ f(ỹk). (9)

Задание точки x−1 на предварительном шаге метода можно опустить и при

k = 0 положить

x0 = ỹ0,

считая при этом, что в (4) x−1 = ỹ0 .
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Неравенство (4) может выполняться при всех k ∈ K и как строгое. Для построе-

ния точки xk из условия

f(xk) < min{f(ỹk), f(xk−1)} (10)

можно привлекать любые подходящие процедуры, в том числе известные или но-

вые релаксационные алгоритмы, пригодные для решения задачи (1). Пусть для

этой цели выбран некоторый подходящий алгоритм. В зависимости от выполне-

ния неравенства (8) или (9) из точки ỹk или, соответственно, точки xk−1 этим

алгоритмом можно сделать один или несколько шагов и полученное в результате

приближение принять за xk .

Такой способ нахождения точки xk из условия (10) говорит о возможности

построения на основе предложенного здесь метода новых, так называемых сме-

шанных, релаксационных алгоритмов решения задачи (1). При этом сходимость

таких смешанных алгоритмов будет гарантироваться доказанной ниже теоремой 1

сходимости предложенного метода.

Сделаем еще одно замечание, касающееся критериев ε -оптимальности точки,

заложенных в пп. 2, 3 метода. Согласно (2)

f(yk) ≤ f∗, k ∈ K,

и в силу включений ỹk ∈ D , xk ∈ D имеют место неравенства

f(ỹk) ≥ f∗, f(xk) ≥ f∗, k ∈ K.

В связи с этим для каждого k ∈ K можно оценить близость текущих значений

целевой функции в точках ỹk , xk к ее оптимальному значению. Поэтому при вы-

полнении неравенств (3), (5) фиксируется ε -решение исходной задачи, и процесс

построения приближений при желании можно завершить.

4. Сходимость метода

Перейдем к обоснованию сходимости построенного метода. Сразу отметим, что

ввиду ограниченности множества M0 вместе с последовательностью {yk} , k ∈ K ,

будут ограниченными и последовательности {zk} , {ỹk} , {xk} , k ∈ K .

Лемма 1. Существует такое β > 0 , что для всех z ∈ M0 \ intD и всех

a ∈ A(z) справедливо неравенство 〈a, z − v〉 ≥ β .

Доказательство утверждения приведено в [10].

Лемма 2. Пусть последовательности {yk} , {zk} , k ∈ K, построены согласно
предложенному методу. Если {yk} , k ∈ K1 ⊂ K , – сходящаяся подпоследователь-

ность последовательности {yk} , k ∈ K , то lim
k∈K1

‖zk − yk‖ = 0.

Доказательство. Зафиксируем номера l , pl ∈ K1 так, что pl > l . В силу (6)

Mpl
⊂ Ml . Кроме того, ypl

∈ Mpl
согласно (2), и любой вектор a ∈ Al является

обобщенно-опорным в точке zl к множеству Mpl
. Поэтому 〈a, ypl

−zl〉 ≤ 0 для всех

a ∈ Al . Но

zk = yk + λk(v − yk), k ∈ K. (11)

Значит, 〈a, yl − ypl
〉 ≥ λl〈a, yl − v〉 для всех a ∈ Al . По лемме 1 существует такое

β > 0 , что 〈a, yk − v〉 ≥ β , k ∈ K1 , a ∈ Ak . Следовательно, 〈a, yl − ypl
〉 ≥ βλl для

всех a ∈ Al . Отсюда получим ‖ypl
− yl‖ ≥ βλl. Из этого неравенства и сходимо-

сти последовательности {yk} , k ∈ K1 , вытекает предельное соотношение λk → 0 ,
k ∈ K1 . Тогда из (11) с учетом ограниченности {‖v− yk‖} , k ∈ K1 , следует утвер-

ждение леммы.
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Лемма 3. Пусть {xk} , k ∈ K ′ ⊂ K , – сходящаяся подпоследовательность

последовательности {xk} , k ∈ K , построенной согласно предложенному методу,

a x̄ – предельная точка этой подпоследовательности. Тогда

x̄ ∈ X∗. (12)

Доказательство. Так как по построению xk ∈ D , k ∈ K ′ , то ввиду замкну-

тости множества D выполняется включение x̄ ∈ D. Следовательно,

f(x̄) ≥ f∗. (13)

Далее, поскольку ỹk = yk + qk(zk − yk) , k ∈ K ′ , то согласно (4)

f(xk) ≤ f(yk + qk(zk − yk)), k ∈ K ′. (14)

Выделим из последовательности {yk} , k ∈ K ′ , сходящуюся подпоследовательность

{yk} , k ∈ K ′′ ⊂ K ′ , и пусть ȳ – ее предельная точка. Отметим, что последователь-

ность {qk} , k ∈ K ′′ , ограничена, а по лемме 2 ‖zk − yk‖ → 0 , k → ∞ , k ∈ K ′′ .

Тогда из (14) следует неравенство

f(x̄) ≤ f(ȳ). (15)

В силу (2) f(yk) ≤ f∗ , k ∈ K ′′ . Значит, f(ȳ) ≤ f∗ , и в силу (15) имеем f(x̄) ≤ f∗ .

Отсюда и из (13) следует включение (12). Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть последовательность {xk} , k ∈ K , построена согласно
предложенному методу. Тогда lim

k→∞
f(xk) = f∗.

Доказательство. По построению последовательность {f(xk)} является мо-

нотонно убывающей. Кроме того, в силу условий задачи (1) она ограничена. Пусть

lim
k→∞

f(xk) = γ . Покажем, что γ= f∗ . Действительно, пусть {xk} , k ∈ K ′ ⊂ K , –

сходящаяся подпоследовательность последовательности {xk} , k ∈ K , и x̄ – ее

предельная точка. Тогда с учетом непрерывности f(x) и леммы 3 имеем

lim
k∈K

f(xk) = γ = lim
k∈K′

f(xk) = f(x̄) = f∗.

Теорема доказана.

Из теоремы 1 и известной теоремы (например, [11, с. 62]) вытекает

Следствие 1. Последовательность {xk} , k ∈ K , построенная согласно пред-

ложенному методу, сходится к множеству X∗ .

Выше при обсуждении метода было отмечено, что на каждой итерации можно

оценить близость текущего значения целевой функции к оптимальному значению,

поскольку f(xk) ≥ f∗ ≥ f(yk) , k ∈ K . Покажем теперь, что при некоторых допол-

нительных требованиях к задаче (1) и выборе точек xk c дополнительным условием

xk ∈ intD можно оценить близость не только значений f(xk) к f∗ , но и самих при-

ближений xk к решению.

Пусть допустимое множество исходной задачи имеет вид

D = {x ∈ Rn : F (x) ≤ 0},

где F (x) = max
j∈J

fj(x) , а функции fj(x) являются сильно выпуклыми в Rn c кон-

стантами сильной выпуклости μj соответственно. Кроме того, будем считать далее,
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что множество D удовлетворяет условию Слейтера, и любая точка абсолютного

минимума функции f(x) , при наличии таковой, не принадлежит intD , т. е. реше-

ние задачи достигается на границе множества D .

Использовав определение сильной выпуклости функций fj(x) , j ∈ J , легко до-

казать, что функция F (x) также является сильно выпуклой с константой сильной

выпуклости μ = min
j∈J

μj .

Покажем, что при сделанных дополнительных предположениях решение зада-

чи (1) единственно. Допустим противное, т. е. существуют хотя бы две отличные

друг от друга точки x∗
1 , x∗

2 ∈ X∗ . Положим z = αx∗
1 + (1 − α)x∗

2 , где α ∈ (0, 1) .
Тогда с учетом строгой выпуклости функции F (x) и равенств F (x∗

1) = 0 , F (x∗
2) = 0

имеем F (z) < αF (x∗
1) + (1 − α)F (x∗

2) = 0 , и значит, f(z) > f∗ . С другой сторо-

ны, f(z) ≤ αf(x∗
1) + (1 − α)f(x∗

2) = f∗ . Полученное противоречие доказывает

высказанное утверждение. В связи с доказанным будем считать, что X∗ = {x∗} .

Положим Dγ = {x ∈ Rn : −γ ≤ F (x) ≤ 0} , где γ > 0 . С использованием

методики [12] покажем, что если y ∈ Dγ , F (y) < 0 и для точек z = αx∗ + (1− α)y
при всех α ∈ (0, 1) выполняется неравенство

F (z) > F (y), (16)

то

‖x∗ − y‖ ≤
√
γ/μ. (17)

Действительно, так как y �= x∗ и согласно (16)

F (y + α(x∗ − y))− F (y)

α
> 0

для всех α ∈ (0, 1) , то, перейдя в последнем неравенстве к пределу по α → 0+ ,

получим для производной F ′(y, x∗ − y) функции F (x) в точке y по направлению

x∗ − y следующее неравенство:

F ′(y, x∗ − y) ≥ 0. (18)

Известно (например, [13, c. 74]), что

F ′(y, x∗ − y) = max{〈c(y), x∗ − y〉 : c(y) ∈ ∂F (y)},

где ∂F (y) – субдифференциал функции F (x) в точке y . Отсюда и из (18) следует

существование такого c ∈ ∂F (y) , что

〈c, x∗ − y〉 ≥ 0. (19)

Поскольку функция F (x) сильно выпукла, то (см., например, [11, c. 243])

F (x∗) ≥ F (y) + 〈c, x∗ − y〉+ μ‖x∗ − y‖2.

Из этого неравенства с учетом (19) и равенства F (x∗) = 0 следует, что −F (y) ≥
μ‖x∗−y‖2 . Но по условию y ∈ Dγ , т. е. F (y) ≥ −γ , и значит, оценка (17) доказана.

Согласно следствию 1 при фиксированном γ > 0 , начиная с некоторого номера

k ∈ K , выполняются включения xk ∈ Dγ . Если при этом xk ∈ intD и выполняется

условие (16), где y = xk , то имеет место оценка ‖xk − x∗‖ ≤
√
γ/μ .
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5. Вычислительные эксперименты

Были проведены вычислительные эксперименты на следующей тестовой задаче:

n∑
i=1

ciξi → min, (20)

n∑
i=1

ξ2i ≤ 4, (21)

где c = (c1, . . . , cn) = (−1, . . . ,−1) . В экспериментах сравнивались метод [1] и пред-

ложенный метод отсечений со следующими параметрами:

1) M0 = {x ∈ Rn : −100 ≤ xi ≤ 100, 1 ≤ i ≤ n} ;
2) v = (0, . . . , 0) ;
3) в качестве xk была выбрана рекордная из точек xk−1 , ỹk .
В сравниваемых методах итерационный процесс останавливался в случае, когда

расстояние между соседними приближениями не превосходило заранее фиксириро-

ванной величины ε > 0 . Кроме того, при выполнении вычислительных эксперимен-

тов в предложенном методе отслеживалось условие (3). Ниже в таблице приведены

результаты экспериментов.

Табл. 1
Результаты вычислительных экспериментов

Метод n ε
Количество

итераций

Время

(сек)

Приближенное

значение

1 5 0.000000001 95 0.362 -4.47214

2 5 0.000000001 66 0.17 -4.47213

1 10 0.0001 474 10.833 -6.32456

2 10 0.0001 255 2.603 -6.32455

1 20 0.0001 976 139.425 -8.94427

2 20 0.0001 634 28.305 -8.94417

1 30 0.0001 2278 593.461 -10.9545

2 30 0.0001 1303 158.162 -10.9544

1 40 0.0001 - - -

2 40 0.0001 2162 1615.97 -12.649

Прокомментируем результаты вычислительных экспериментов, представлен-

ных в таблице 1. В первом столбце перечислены исследуемые методы, а именно,

1 — метод отсечений [1], 2 — предложенный метод. Во втором столбце — размер-

ности тестовой задачи (20), (21). В третьем столбце указаны значения параметра,

учитываемого в критериях остановки. В вычислительных экспериментах произве-

ден подсчет количества итераций (четвертый столбец) и времени в секундах (пятый

столбец), затраченных исследуемыми методами для отыскания приближений, удо-

влетворяющих вышеупомянутым критериям остановки, и полученные рекордные

значения целевой функции представлены в последнем столбце таблицы 1.

Результаты экспериментов показали следующее. Предложенный метод обеспе-

чивал заданную точность решения всех примеров за меньшее число итераций и

меньшее время по сравнению с методом [1].
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A cutting method was proposed for solving the convex programming problem. The method
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Аннотация

Для задачи о собственных колебаниях пологой оболочки с присоединённым осцил-
лятором предложена новая симметричная вариационная постановка в гильбертовом про-
странстве. Установлено существование последовательности конечнократных положитель-
ных собственных значений с предельной точкой на бесконечности и соответствующей
полной ортонормированной системы собственных векторов. Задача приближена сеточ-
ной схемой метода конечных элементов с эрмитовыми конечными элементами. Доказаны
теоретические оценки погрешности приближённых решений. Приведены результаты вы-
числительных экспериментов, подтверждающие теоретические выводы.

Ключевые слова: собственное колебание, пологая оболочка, осциллятор, собствен-
ное значение, собственный вектор, задача на собственные значения, метод конечных эле-
ментов, эрмитов конечный элемент

Введение

Задачи о собственных колебаниях оболочечных конструкций с присоединённы-

ми грузами возникают при математическом моделировании в авиационной и кос-

мической технике, проектировании надводных и подводных судов, расчёте различ-

ных ёмкостей и резервуаров в химической и нефтяной промышленности [1–3]. При

учёте упругости крепления грузов такие задачи формулируются как задачи на соб-

ственные значения с нелинейной зависимостью от спектрального параметра [2–4].

В монографиях [1–3] приведён обзор публикаций по динамике пластин и обо-

лочек с присоединёнными массами. В [2,3] для решения и исследования задач соб-

ственных колебаний пластин и оболочек с осцилляторами применен аналитический

метод, который основан на использовании частотного уравнения и представлении

динамической функции Грина несущей тонкостенной конструкции в виде разложе-

ния по собственным формам колебаний несущей конструкции. Этот подход имеет

ограничения на форму области несущей поверхности, вид коэффициентов диффе-

ренциальной задачи и тип граничных условий.

В монографии [4] для решения задач о собственных колебаниях механических

систем с осцилляторами применена вариационная постановка нелинейной задачи

на собственные значения в гильбертовом пространстве. Здесь доказано существо-

вание собственных значений и собственных функций для нелинейных задач на
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собственные значения, изучена сходимость конечномерных аппроксимаций, иссле-

дованы итерационные методы решения нелинейных матричных задач на собствен-

ные значения. Предложенный подход снимает ограничения из [2, 3] на область

несущей поверхности, вид коэффициентов дифференциальной задачи и тип гра-

ничных условий. Однако этот подход требует решения нелинейных спектральных

задач с полюсами, кроме того, здесь не удаётся получить свойство полноты системы

собственных функций, что не позволяет провести обоснование метода разделения

переменных для динамической задачи с осцилляторами.

В настоящей статье для задачи о собственных колебаниях пологой оболочки

с присоединённым осциллятором предложена новая симметричная вариационная

постановка в гильбертовом пространстве с линейной зависимостью от спектраль-

ного параметра. Установлено существование последовательности конечнократных

положительных собственных значений с предельной точкой на бесконечности и со-

ответствующей полной ортонормированной системы собственных векторов. Задача

приближена сеточной схемой метода конечных элементов с эрмитовыми конечны-

ми элементами. Доказаны теоретические оценки погрешности приближённых ре-

шений. Приведены результаты вычислительных экспериментов, подтверждающие

теоретические выводы.

1. Дифференциальная постановка задачи

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях однородной изотропной пологой

оболочки постоянной толщины многоугольной формы, защемлённой по границе,

с присоединённым осциллятором. Пусть проекция срединной поверхности оболоч-

ки совпадает с плоской многоугольной областью Ω с границей Γ, Ω = Ω ∪ Γ ,
и задана уравнением x3 = f(x), x = (x1, x2) ∈ Ω , R−1

1 = −∂11f , R−1
2 = −∂22f .

Пусть ρ и E – плотность и модуль Юнга материала оболочки, ν – коэффициент

Пуассона материала оболочки, r – толщина оболочки, D = r3E/(12(1 − ν2)) –

цилиндрическая жёсткость материала оболочки, G = E/(2(1+ν)) – модуль сдвига

материала оболочки. Предположим, что в точке с координатой κ ∈ Ω упруго при-

соединён груз массой M (гармонический осциллятор) с коэффициентом упругости

подвески K , M > 0 , K > 0 , при этом
√
K/M – парциальная частота осциллятора.

Обозначим через w(x, t) = (w1(x, t), w2(x, t), w3(x, t))
� вектор перемещений точки

x ∈ Ω срединной поверхности оболочки в момент времени t , при этом w1(x, t) ,
w2(x, t) , w3(x, t) – перемещения вдоль координатных осей Ox1, Ox2, Ox3. Обо-

значим через η(t) смещение от положения равновесия груза массы M в момент

времени t . Собственные колебания механической системы оболочка–осциллятор

определяются функциями w(x, t) и η(t) вида

w(x, t) = u(x)v(t), x ∈ Ω, η(t) = ξv(t), t > 0, (1)

где u(x) = (u1(x), u2(x), u3(x))
�, v(t) = a0 cos

√
λt + b0 sin

√
λt , t > 0 ; a0 , b0 , λ –

константы.

Функции (1) удовлетворяют уравнениям

Lw(x, t) + ρrwtt(x, t) = f(x, t), x ∈ Ω, (2)

Mη′′(t) +K(η(t)− w3(κ, t)) = 0, (3)

где t > 0 , L – дифференциальный оператор из теории пологих оболочек [2, 3],

wtt(x, t) = ∂2w(x, t)/∂t2. Действие присоединённого осциллятора на оболочку мо-

делируется [2, 3] функцией правой части вида

f(x, t) = K(η(t)− w3(κ, t))δ(x − κ)J, (4)
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где δ(x) – дельта-функция, сосредоточенная в точке x = 0, J = (0, 0, 1)� . Добавим

к уравнениям (1)–(4) условия защемления по контуру оболочки:

w(x, t) = 0, ∂nw3(x, t) = 0, x ∈ Γ, t > 0, (5)

где ∂n – производная по внешней нормали к Γ .
Подставив (1) в (2)–(5), получим задачу на собственные значения, состоящую

в нахождении чисел λ , векторных функций u(x) , x ∈ Ω , чисел ξ , составляющих

ненулевой вектор (u, ξ)� , для которых выполнена следующая система уравнений:

Lu(x)−K(ξ − u3(κ))δ(x − κ)J = λρr u(x), x ∈ Ω, (6)

K(ξ − u3(κ)) = λMξ, (7)

u(x) = 0, ∂nu3(x) = 0, x ∈ Γ. (8)

Число λ называется собственным значением задачи (6)–(8), а вектор (u, ξ)� –

соответствующим собственным вектором.

2. Вариационная постановка задачи

Через L2(Ω), W 1
2 (Ω) и W 2

2 (Ω) будем обозначать вещественные гильбертовы

пространства Лебега и Соболева, снабжённые следующими скалярными произве-

дениями и нормами:

(u, v)0 =

∫
Ω

u(x)v(x) dx, ((u, v))1 =

1∑
i=0

(u, v)i, ((u, v))2 =

2∑
i=0

(u, v)i,

|v|0 =

⎛⎝∫
Ω

(v(x))2 dx

⎞⎠1/2

, ‖v‖1 =

(
1∑

i=0

|v|2i

)1/2

, ‖v‖2 =

(
2∑

i=0

|v|2i

)1/2

при

(u, v)1 =

2∑
i=1

(∂iu, ∂iv)0, (u, v)2 =

2∑
i,j=1

(∂iju, ∂ijv)0,

|v|1 =

(
2∑

i=1

|∂iv|
2
0

)1/2

, |v|2 =

⎛⎝ 2∑
i,j=1

|∂ijv|
2
0

⎞⎠1/2

,

Δ = ∂11 + ∂22, Δ2 = (∂11 + ∂22)(∂11 + ∂22),

∂i = ∂/∂xi, ∂ij = ∂i∂j , i, j = 1, 2.

Определим пространство
◦

W 1
2 (Ω) , состоящее из функций v ∈ W 1

2 (Ω) , подчи-

няющихся граничному условию v(x) = 0, x ∈ Γ . Норму в пространстве
◦

W 1
2 (Ω)

определим с помощью полунормы |.|1 , которая эквивалентна исходной норме ‖.‖1 .

Известно, что
◦

W1
2 (Ω) вложено компактно в L2(Ω) . В пространстве

◦

W1
2 (Ω) опреде-

лим скалярное произведение (u, v)1, u, v ∈
◦

W1
2 (Ω).

Обозначим через
◦

W2
2 (Ω) пространство функций v из W 2

2 (Ω), удовлетворяющих

условиям v(x) = ∂nv(x) = 0, x ∈ Γ. Через Wα
2 (Ω) для α ∈ (0, 4] обозначим

пространство Соболева дробного порядка с нормой ‖.‖α [5, с. 214].
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Определим пространство C(Ω) непрерывных функций v(x), x ∈ Ω , с нормой

|v|0,∞ = max
x∈Ω

|v(x)|.

Тогда существуют такие положительные константы γ0 и γ1 , что

|v|0 � γ0|v|2, |v|0,∞ � γ1|v|2 ∀v ∈
◦

W
2
2 (Ω).

Известно, что пространство
◦

W 2
2 (Ω) компактно вложено в пространство L2(Ω) и

пространство C(Ω) . В
◦

W2
2 (Ω) введём норму |.|2 , эквивалентную норме ‖.‖2 .

Обозначим через D(Ω) пространство бесконечное число раз дифференцируе-

мых функций, определённых на Ω, с компактным носителем. Известно, что про-

странство D(Ω) всюду плотно в пространствах
◦

W1
2 (Ω) и

◦

W2
2 (Ω).

Определим вещественные гильбертовы пространства векторных функций H0 =

(L2(Ω))
3 и V0 =

◦

W1
2 (Ω)×

◦

W1
2 (Ω)×

◦

W2
2 (Ω) с нормами

‖v‖H0
=
(
|v1|

2
0 + |v2|

2
0 + |v3|

2
0

)1/2
, v = (v1, v2, v3)

� ∈ H0,

‖v‖V0
=
(
|v1|

2
1 + |v2|

2
1 + |v3|

2
2

)1/2
, v = (v1, v2, v3)

� ∈ V0,

‖v‖H0
= (v, v)

1/2
H0

, (u, v)H0
= (u1, v1)0 + (u2, v2)0 + (u3, v3)0,

u = (u1, u2, u3)
�, v = (v1, v2, v3)

� ∈ H0,

‖v‖V0
= (v, v)

1/2
V0

, (u, v)V0
= (u1, v1)1 + (u2, v2)1 + (u3, v3)2,

u = (u1, u2, u3)
�, v = (v1, v2, v3)

� ∈ V0.

Отметим, что V0 компактно вложено в H0 .

Пусть R – числовая прямая. Зададим вещественное гильбертово пространство

V = V0 × R со скалярным произведением

(u, v)V = (u, v)V0
+ ξζ

и соответствующей нормой

‖v‖V =
(
‖v‖2V0

+ ζ2
)1/2

для u = (u, ξ)�, v = (v, ζ)� ∈ V.
Введём также вещественное гильбертово пространство H = H0 × R со скаляр-

ным произведением

(u, v)H = (u, v)H0
+ ξζ

и соответствующей нормой

‖v‖H =
(
‖v‖2H0

+ ζ2
)1/2

для u = (u, ξ)�, v = (v, ζ)� ∈ H.
Предположим, что 0 < ν < 1/2 , E, r, R1, R2, K и M – заданные положи-

тельные постоянные. Обозначим

D = r3S/12, G = E/(2(1 + ν)), S = E/(1− ν2),

c11 = c22 = rS, c12 = c21 = νrS, c33 = rG,
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c13 = c23 = 0, c31 = c32 = 0,

c44 = c55 = D, c45 = c54 = νD, c66 = r3G/3,

c46 = c56 = 0, c64 = c65 = 0,

C =

[
C11 C12

C21 C22

]
, C11 =

⎡⎣c11 c12 c13
c21 c22 c23
c31 c32 c33

⎤⎦ , C22 =

⎡⎣c44 c45 c46
c54 c55 c56
c64 c65 c66

⎤⎦ ,

(u, v) = u�v, Fv = (F1v, F2v, F3v, F4v, F5v, F6v)
�,

F1v = ∂1v1 +R−1
1 v3, F2v = ∂2v2 +R−1

2 v3, F3v = ∂2v1 + ∂1v2,

F4v = −∂11v3, F5v = −∂22v3, F6v = −∂12v3.

Здесь через C12 и C21 обозначены квадратные матрицы размера три с нулевыми

элементами. Зададим билинейные формы a0 : V0 × V0 → R и b0 : H0 × H0 → R

соотношениями

a0(u, v) =

∫
Ω

(CFu, Fv)dx ∀u, v ∈ V0,

b0(u, v) = ρr

∫
Ω

(u, v) dx ∀u, v ∈ H0.

Определим билинейную форму a : V × V → R по формуле

a(u, v) = a0(u, v) +K(ξ − u3(κ))(ζ − v3(κ))

при u = (u, ξ)�, v = (v, ζ)� ∈ V и билинейную форму b : H ×H → R с помощью

выражения

b(u, v) = b0(u, v) +Mξζ

при u = (u, ξ)�, v = (v, ζ)� ∈ H.
Обозначим D0 = (D(Ω))3. Понимая уравнение (6) в смысле распределений,

запишем это уравнение в виде

(Lu, ϕ)H0
−K(ξ − u3(κ))ϕ3(κ) = λρr (u, ϕ)H0

для любого вектора ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)
� ∈ D0. Учитывая в этом равенстве, что

ρr (u, ϕ)H0
= b0(u, ϕ) и (Lu, ϕ)H0

= a0(u, ϕ) для любого вектора ϕ ∈ D0 [6, с. 216],

получим соотношение

a0(u, ϕ)−K(ξ − u3(κ))ϕ3(κ) = λ b0(u, ϕ)

для любого вектора ϕ ∈ D0. Сложим теперь с этим равенством равенство

K(ξ − u3(κ))ζ = λMξζ,

полученное из уравнения (7) после умножения на произвольное число ζ ∈ R. Тогда
выведем соотношение

a0(u, ϕ) +K(ξ − u3(κ))(ζ − ϕ3(κ)) = λ (b0(u, ϕ) +Mξζ)

для любого вектора ϕ ∈ D0 и произвольного числа ζ ∈ R. Поскольку простран-

ство D0 всюду плотно в пространстве V0, придём к соотношению

a0(u, v) +K(ξ − u3(κ))(ζ − v3(κ)) = λ (b0(u, v) +Mξζ)

для любого вектора v ∈ V0 и произвольного числа ζ ∈ R .
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В результате получим вариационную постановку дифференциальной задачи

(6)–(8), которая заключается в нахождении λ ∈ R , u ∈ V \ {0} из уравнения

a(u, v) = λb(u, v) (9)

для любого вектора v ∈ V.
Обратный переход от вариационной задачи (9) к дифференциальной задаче

(6)–(8) можно провести, положив в уравнении (9) v = (ϕ, 0)�. Тогда получим

соотношение

a0(u, ϕ)−K(ξ − u3(κ))ϕ3(κ) = λ b0(u, ϕ)

для любого вектора ϕ ∈ D0, которое приводит к уравнению (6) в смысле рас-

пределений. Наконец, уравнение (7) получим из (9) при v = (0, ζ)� для любого

числа ζ ∈ R .

Лемма 1. Билинейные формы a : V ×V → R и b : H×H → R удовлетворяют

свойствам положительной определённости и ограниченности:

α1‖v‖
2
V � a(v, v) � α2‖v‖

2
V ∀v ∈ V,

β1‖v‖
2
H � b(v, v) � β2‖v‖

2
H ∀v ∈ H,

где α1, α2, β1, β2 – положительные постоянные.

Доказательство. Справедливы неравенства [6, с. 263]

α01‖v‖
2
V0

� a0(v, v) � α02‖v‖
2
V0

∀v ∈ V0

при положительных α01 и α02 . Кроме того, имеет место равенство

b0(v, v) = ρr ‖v‖2H0
∀v ∈ H0.

Квадратичная форма a(v, v) равна нулю тогда и только тогда, когда вектор

v ∈ V нулевой. Действительно, если a(v, v) = 0, то получим

a(v, v) = a0(v, v) +K(ζ − v3(κ))
2 = 0.

Поэтому α01‖v‖
2
V0

� a0(v, v) = 0. Следовательно, v = 0, поэтому v3(x) = 0, x ∈ Ω,
и K(ζ − v3(κ))

2 = Kζ2 = 0. Отсюда выведем ζ = 0, v = (v, ζ) = 0.
В пространстве V определим новое скалярное произведение и соответствую-

щую норму: (u, v)a = a(u, v), ‖v‖a =
√
(v, v)a, для любых u, v ∈ V.

Докажем, что для некоторого α1 > 0 справедливо неравенство α1‖v‖
2
V � a(v, v)

при любом v ∈ V. Это неравенство запишем в виде α1 � a(v, v)/‖v‖2V при любом

v ∈ V \ {0}. Предположим, что последнее неравенство не выполняется. Тогда най-

дётся такая последовательность vj ∈ V, j = 1, 2, . . . , что a(vj , vj)/‖vj‖
2
V → 0 при

j → ∞. Положив wj = vj/‖vj‖V , wj = (wj , νj)
�, wj = (wj

1, w
j
2, w

j
3)

�, j = 1, 2, . . . ,
получим a(wj , wj)→ 0 при j →∞. Тогда

‖wj‖a =
(
a0(wj , wj) +K(νj − wj

3(κ))
2
)1/2

→ 0

при j → ∞. Отсюда α01‖wj‖
2
V0

� a0(wj , wj) → 0 при j → ∞. Поэтому |wj
3(κ)| �

|wj
3|0,∞ � γ1|w

j
3|2 � γ1‖wj‖V0

→ 0 при j → ∞, и, следовательно, wj
3(κ) → 0 при

j →∞. Теперь имеем νj → 0 при j →∞. В результате заключаем

‖wj‖V =
(
‖wj‖

2
V0

+ (νj)
2
)1/2

→ 0



МОДЕЛИРОВАНИЕ СОБСТВЕННЫХ КОЛЕБАНИЙ ОБОЛОЧКИ 159

при j →∞, что противоречит соотношению ‖wj‖V = 1.
Таким образом, билинейная форма a : V × V → R удовлетворяет свойствам

положительной определённости и ограниченности для некоторого положительного

числа α1, и α2 = α02 + 2(1 + γ2
1)K.

Для билинейной формы b : H × H → R выполняются аналогичные свойства

при β1 = min {ρr,M} , β2 = max {ρr,M} . Лемма доказана.

Теорема 1. Задача (9) имеет неубывающую последовательность конечно-

кратных собственных значений λk, k = 1, 2, . . . , 0 < λ1 � λ2 � . . . � λk � . . . ,
λk → ∞ при k → ∞ . Этим собственным значениям соответствует ортонор-

мированная система собственных векторов uk = (uk, ξk)
� ∈ V, k = 1, 2, . . . ,

a(ui, uj) = λiδij , b(ui, uj) = δij , i, j = 1, 2, . . . . Векторы uk, k = 1, 2, . . . , со-
ставляют полную ортонормированную систему в пространстве H , то есть для
любого вектора v ∈ H имеет место разложение

v =

∞∑
i=1

b(v, ui)ui.

Векторы ũk = uk/
√
λk, k = 1, 2, . . . , составляют полную ортонормированную

систему в пространстве V , то есть для любого вектора v ∈ V имеет место

разложение

v =
∞∑
i=1

a(v, ũi)ũi.

Доказательство. Из компактности вложений пространств
◦

W 1
2 (Ω) и

◦

W 2
2 (Ω)

в L2(Ω) следует компактность вложения V в H . Поэтому согласно лемме 1 и

теореме 5.6.1 из [7, с. 98] получим утверждения теоремы.

3. Сеточная аппроксимация

Зададим на Ω регулярное разбиение Th на замкнутые треугольные и четы-

рёхугольные элементы e с диаметром, не превосходящим h [8–10]. Предположим,

что точка κ совпадает с вершиной одного из элементов разбиения. Введём [8–10]

пространства эрмитовых конечных элементов:

W1h = {vh : vh ∈
◦

W
1
2 (Ω) ∩ C1(Ω), vh|e ∈ Pe, e ∈ Th},

W2h = {vh : vh ∈
◦

W
2
2 (Ω) ∩ C1(Ω), vh|e ∈ Pe, e ∈ Th},

где Pe – пространство полиномов, содержащее пространство полиномов степени

три на множестве e , C1(Ω) – пространство непрерывно дифференцируемых функ-

ций на Ω . Заметим, что W1h – конечномерное подпространство пространства
◦

W 1
2 (Ω) , W2h – конечномерное подпространство пространства

◦

W 2
2 (Ω) . Обозна-

чим N1 = dimW1h , N2 = dimW2h . Положим V0h = W1h ×W1h × W2h. Введём

вещественное гильбертово пространство Vh = V0h × R. Заметим, что V0h – под-

пространство V0 , dimV0h = 2N1 + N2 , Vh – подпространство V , dimVh = N,
N = 2N1 +N2 + 1 .

Приближение по методу конечных элементов задачи (9) сводится к определению

λh ∈ R , uh ∈ Vh \ {0} из уравнения

a(uh, vh) = λhb(uh, vh) (10)
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для любого вектора vh ∈ Vh. Решения λh и uh задачи (10) называются прибли-

жённым собственным значением и приближённым собственным вектором соответ-

ственно.

Теорема 2. Конечномерная задача (10) имеет конечную последовательность

положительных собственных значений λh
k , k=1, 2, . . . , N , 0<λh

1 �λh
2 � . . .�λh

N .

Этим собственным значениям соответствует ортонормированная система соб-

ственных векторов uh
k = (uh

k , ξ
h
k )

� ∈ Vh , k = 1, 2, . . . , N , такая, что a(uh
i , u

h
j ) =

λh
i δij , b(u

h
i , u

h
j ) = δij , i, j = 1, 2, . . . , N. Векторы uh

k , k = 1, 2, . . . , N, составляют
полную ортонормированную систему в пространстве Vh , то есть для любого

вектора vh ∈ Vh имеет место разложение

vh =
N∑
i=1

b(vh, uh
i )u

h
i .

Векторы ũh
k = uk/

√
λh
k , k = 1, 2, . . . , N, также составляют полную ортонор-

мированную систему в пространстве Vh , то есть для любого вектора vh ∈ Vh

имеет место разложение

vh =

N∑
i=1

a(vh, ũh
i )ũ

h
i .

Доказательство. Утверждение теоремы устанавливается аналогично утвер-

ждению теоремы 1 с учётом конечномерности задачи (10).

Для v ∈ V обозначим

εh(v) = inf
vh∈Vh

‖v − vh‖V .

Лемма 2. Если v ∈ V, то εh(v)→ 0 при h→ 0.

Доказательство. Пусть Πih – оператор Wih -интерполяции [8–10] при i =
1, 2 . Обозначим через Πh оператор V0h -интерполяции, определяемый по формуле

Πhϕ = (Π1hϕ1,Π1hϕ2,Π2hϕ3)
� для ϕ = (ϕ1, ϕ2, ϕ3)

� ∈ D0.
Поскольку пространство D0 всюду плотно в пространстве V0, то для вектора

v ∈ V0 и любого ε0 > 0 существует такой вектор ϕ ∈ D0 , что ‖v − ϕ‖V0
< ε0/2.

Кроме того, существует такое h0 = h0(ε0) > 0 , что при h < h0 выполняются

соотношения ‖ϕ−Πhϕ‖V0
� ch < ε0/2 [8–10], где c – положительная постоянная.

Тогда для v = (v, ζ)� ∈ V получим

εh(v) = inf
vh∈Vh

‖v − vh‖V � ‖v −Πhϕ‖V0
� ‖v − ϕ‖V0

+ ‖ϕ−Πhϕ‖V0
< ε0.

Лемма доказана.

Для измерения расстояния между подпространствами введём раствор подпро-

странств. Пусть W1 и W2 – два подпространства гильбертова пространства V ,

dimW1 = dimW2 <∞ , Pi – оператор ортогонального проектирования из V на Wi ,

i = 1, 2 . Тогда раствор подпространств W1 и W2 вычисляется по формуле

ϑ(W1,W2) = sup
w∈W2,‖w‖V =1

‖w − P1w‖V = sup
w∈W1,‖w‖V =1

‖w − P2w‖V .

Пусть λk – собственное значение задачи (9) кратности s такое, что λk−1 <
λk = λk+1 = . . . = λk+s−1 < λk+s, ui, i = k, k + 1, . . . , k + s − 1, – соответствую-

щие собственные векторы, λh
i , uh

i , i = k, k + 1, . . . , k + s − 1, – приближения по
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схеме (10), Uk = span{uk, uk+1, . . . , uk+s−1} – собственное подпространство, отве-

чающее λk , Uh
k = span{uh

k , u
h
k+1, . . . , u

h
k+s−1} – приближение к собственному под-

пространству Uk .

Теорема 3. Имеет место сходимость λh
i → λi при h → 0 , λh

i � λi , i = k ,
k + 1, . . . , k + s− 1 , ϑ(Uk, U

h
k )→ 0 при h→ 0 .

Доказательство. Результат сходимости вытекает из леммы 2 и теорем 8, 9

из [11].

Положим

εhk = sup
u∈Uk,‖u‖V =1

εh(u).

Так как Uk – конечномерное подпространство, то справедлива сходимость εhk → 0
при h→ 0 .

Далее считаем h достаточно малым, а через c обозначим различные константы,

не зависящие от h . Положим V α = W 1+α
2 (Ω)×W 1+α

2 (Ω)×W 2+α
2 (Ω) при α ∈ (0, 2] .

Теорема 4. Выполняются следующие оценки погрешности:

0 � λh
i − λi � c

(
εhk
)2

, ϑ(Uk, U
h
k ) � c εhk

для i = k, k + 1, . . . , k + s− 1.

Доказательство. Оценки погрешности вытекают из лемм 1, 2 и теорем 10,

11 из [11].

Лемма 3. Если v ∈ V α×R, то εh(v) � chα.

Доказательство. Для v = (v, ζ)� ∈ V α×R согласно [9, с. 379] получим

εh(v) = inf
vh∈Vh

‖v − vh‖V = inf
vh∈V0h

‖v − vh‖V0
� chα.

Лемма доказана.

Лемма 4. Если ui ∈ V α×R для некоторого числа α ∈ (0, 2] , i = k, k + 1, . . . ,
k + s− 1 , то справедлива оценка εhk � chα .

Доказательство. Нормированный вектор u ∈ Uk , ‖u‖V = 1 , представим

в виде разложения по базису

u =

k+s−1∑
i=k

ciui

с коэффициентами ci = b(u, ui) , i = k, k+1, . . . , k+s−1. Тогда, учитывая лемму 3,

получим

εh(u) �

k+s−1∑
i=k

|ci| εh(ui) � chα
k+s−1∑
i=k

|ci| = chα
k+s−1∑
i=k

|b(u, ui)| �

� chα
k+s−1∑
i=k

√
b(u, u)

√
b(ui, ui) � chα

k+s−1∑
i=k

‖u‖V � chα.

Следовательно, εhk � chα . Лемма доказана.
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Теорема 5. Если ui ∈ V α×R для некоторого числа α ∈ (0, 2] , i = k, k+ 1, . . . ,
k + s− 1 , то имеют место оценки погрешности

0 � λh
i − λi � ch2α, ϑ(Uk, U

h
k ) � chα

при i = k, k + 1, . . . , k + s− 1.

Доказательство. Требуемые оценки погрешности следуют из теоремы 4 и

леммы 4.

4. Вычислительные эксперименты

Пусть Ω = (0, l) × (0, l) – квадратная область с границей Γ, Ω = [0, l] × [0, l] .
На Ω зададим сетку xij = (xi, xj) , xi = ih , i, j = 0, 1, 2, . . . , n , h = l/n, с ячейками
eij = [xi−1, xi] × [xj−1, xj ] , i, j=1, 2, . . . , n . Пусть κ=xn1n2

, 0<n1 <n, 0<n2 <n .
Введём [8, с. 77] пространства эрмитовых бикубических конечных элементов

W1h = {vh : vh ∈
◦

W
1
2 (Ω) ∩ C1(Ω), vh|eij ∈ Q3(eij), i, j = 1, 2, . . . , n},

W2h = {vh : vh ∈
◦

W
2
2 (Ω) ∩ C1(Ω), vh|eij ∈ Q3(eij), i, j = 1, 2, . . . , n},

где Q3(e) – пространство полиномов степени три по каждой переменной на множе-

стве e . Известно, что W1h – конечномерное подпространство пространства
◦

W1
2 (Ω) ,

dimW1h = (2n)2 , W2h – конечномерное подпространство пространства
◦

W 2
2 (Ω) ,

dimW2h = (2n − 2)2 [8, с. 77]. Обозначим V0h = W1h × W1h × W2h. Введём ве-

щественное гильбертово пространство Vh = V0h × R. Заметим, что V0h – подпро-

странство V0 , dimV0h = 2(2n)2 + (2n− 2)2 , Vh – подпространство V , dim Vh = N,
N = 2(2n)2 + (2n− 2)2 + 1 .

Вариационная задача собственных колебаний оболочки с присоединённым ос-

циллятором (9) решалась численно с помощью сеточной схемы (10). Расчёты про-

водились при следующих значениях параметров: E = 210000, ν = 0.167, ρ = 7800,
r = 0.06, R1 = 5, R2 = 5, l = 1, κ = (0.2, 0.7). Решена серия задач при раз-

ных значениях K и M. Вычислены порядки погрешности σk, k = 1, 2, . . . , 6, для
собственных значений λk, k = 1, 2, . . . , 6, по формуле

σk = log2
λh
k − λ

h/2
k

λ
h/2
k − λ

h/4
k

при n = 20, h = 0.05. В результате вычислений экспериментально получена оценка

погрешности λh
k − λk ≈ chσk . Установлено, что порядок погрешности σk находится

в интервале [2, 4] в зависимости от параметров K, M и κ присоединённого осцил-

лятора. В таблице 1 приведены собственные значения λk, k = 1, 2, . . . , 6 , и порядки

погрешности σk, k = 1, 2, . . . , 6, при K = 10000 и M = 2000. Собственные значения
для таблицы 1 вычислены на мелкой сетке размера h/4 = 0.0125.

На рисунках 1 и 2 показаны изолинии и нулевые линии третьих компонент uk
3 ,

k = 1, 2, . . . , 6, собственных векторных функций uk = (uk, ξk)
�, uk = (uk

1 , u
k
2 , u

k
3)

�,
k = 1, 2, . . . , 6, при K = 10000 и M = 2000. На этих рисунках отмечена точка

присоединения груза κ. При увеличении значения коэффициента упругости K
задача собственных колебаний оболочки с упруго присоединёнными грузами при-

ближается к задаче собственных колебаний оболочки с жёстко присоединённым

грузом. При увеличении величины коэффициента упругости K и величины мас-

сы M присоединённого груза третьи компоненты собственных векторных функций
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Табл. 1
Собственные значения

k λk σk

1 1.7662 2.0074

2 13.2043 2.0499

3 45.9259 3.9647

4 49.8541 2.1180

5 102.1462 2.3326

6 145.5951 3.9091

Рис. 1. Изолинии собственных функций

Рис. 2. Нулевые линии собственных функций
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с номерами k = 2, 3, . . . приближаются к нулю в точке присоединения груза. Из

рис. 2 видно, что точка присоединения груза κ лежит на нулевых линиях функ-

ций u3
3 и u6

3 . Поэтому u3
3(κ) = u6

3(κ) = 0 . Следовательно, сингулярные слагаемые

в дифференциальном уравнении (6) для собственных функций с номерами k = 3
и k = 6 не присутствуют. Это стало причиной увеличения гладкости собственных

функций с номерами k = 3 и k = 6 и привело к увеличению порядка сходимости

до четырёх для собственных значений λ3 и λ6 согласно таблице 1. Для других

собственных значений порядки сходимости приближённо равны двум. Получен-

ные численные результаты полностью согласуются с теоретическими результатами

теорем 1–5.
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Abstract

For the problem of eigenvibrations of the shallow shell with an attached oscillator, a new
symmetric variational statement in the Hilbert space was proposed. It was established that
there exist a sequence of positive eigenvalues of finite multiplicity with a limit point at
infinity and the corresponding complete orthonormal system of eigenvectors. The problem was
approximated by the mesh scheme of the finite element method with Hermite finite elements.
Theoretical error estimates for the approximate solutions were proved. The theoretical findings
were verified by the results of numerical experiments.
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Figure Captions

Fig. 1. Isolines of the eigenfunctions.

Fig. 2. Zero lines of the eigenfunctions.
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РЕШЕНИЕ СКАЛЯРНОЙ ДВУМЕРНОЙ НЕЛИНЕЙНОЙ

ЗАДАЧИ ДИФРАКЦИИ НА ОБЪЕКТАХ

ПРОИЗВОЛЬНОЙ ФОРМЫ

А. О. Лапич, М. Ю. Медведик

Пензенский государственный университет, г. Пенза, 440026, Россия

Аннотация

Цели данного исследования – разработка, построение и программная реализация ме-
тодов решения нелинейной задачи дифракции. В работе рассмотрено влияние нелинейной
среды, заданной по закону Керра k2 (x) = k2

1 +α|u (x)|2 , на распространение волны, про-
ходящей через объект. Представлены дифференциальная и интегральная формы задачи,
а также нелинейное интегральное уравнение. Получены результаты решения задачи на
различных телах с использованием различных расчетных сеток, представлены графики
сходимости итерационных процессов и графические результаты. Приведены сравнения
явного и неявного методов решения соответствующего интегрального уравнения.

Ключевые слова: интегральное уравнение, скалярная нелинейная задача дифрак-
ции, метод коллокаций, итерационный процесс, численный метод

Введение

Решение задач дифракции на объектах произвольной формы имеет большое

значение для многих отраслей науки и техники. В некоторых случаях дифрак-

ционные задачи могут рассчитываться при помощи двумерных моделей. Полу-

ченные результаты находят свое применение в таких областях, как радиофизика,

медицинская диагностика.

Первым шагом в решении является построение на рассматриваемом теле рас-

четной сетки с использованием равномерного или неравномерного разбиения. За-

тем, применив различные математические методы, можно свести поставленную

задачу к системе линейных алгебраических уравнений. Для решения подобных

задач могут использоваться различные подходы, такие как методы конечных раз-

ностей, конечных элементов, сведения к интегральному уравнению и др. [1]–[7].

Мы используем метод сведения задачи к интегральному уравнению, так как он

позволяет находить решение задачи, задав расчетную сетку только на объекте,

что избавляет от построения больших расчетных сеток, построенных на теле и вне

его, как это необходимо в других методах. Получив систему уравнений, можно ре-

шить ее численно, использовав различные существующие методы. Решение задачи

в двумерной области имеет относительно небольшую вычислительную сложность

и высокую скорость вычисления. Поэтому для тестирования и отладки можно

использовать мелкое разбиение сетки, которое позволит получить более точные

результаты.
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1. Постановка задачи

Пусть неоднородный объект Q расположен в двумерном пространстве. Рас-

смотрим решение скалярной задачи дифракции для плоского тела (либо системы

тел). Такая задача сводится к неоднородному уравнению Гельмгольца [2]

Δu + k2 (x)u = f (x) , (1)

где k2 (x) – непрерывная вещественная функция, k2 (x) > 0 , f (x) – известная

функция с компактным носителем. Введем условия сопряжения на границе раздела

двух сред

[u]∂Q = 0,

[
∂u

∂n

]
∂Q

= 0, (2)

где символ [·] определяет скалярную функцию на ∂Q , представляющую собой

разность значений функции с разных сторон ∂Q . Функция должна удовлетворять

условиям излучения на бесконечности (условия Зоммерфельда)

∂u

∂r
= ik0u+ o

(
1
√
r

)
, r := |x| → ∞. (3)

Утверждение 1. Решение задачи (1)–(3) единственно.

Любое решение задачи (1)–(3), удовлетворяющее условиям непрерывности, на-

зывается классическим решением прямой задачи рассеяния в дифференциальной

постановке. Задача (1)–(3) может быть сведена к интегральному уравнению [2]

f0 (x) = u (x)−

∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2 (y)

)
u (y) dy, (4)

где f0 (x) – функция, задающая падающее поле, k (y) – волновая функция внут-

ри тела, u (x) – искомая функция, G (x, y) = i
4H

1
0 (k0|x− y|) – функция Ханкеля

первого рода. Уравнение (4) называется уравнением Липпмана–Швингера.

Далее определим пространство L2 (Q) . В случае, когда Q является однородным

объектом, интегральное уравнение (4) примет вид

f0 (x) = u (x)− k21

∫
Q

G (x, y)u (y) dy. (5)

Уравнения (4)–(5) являются уравнениями Фредгольма второго рода. Обозначим

Au =
∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2 (y)

)
u (y) dy , u := u (x) , F := f0 (x) и запишем уравнение

в операторном виде: Lu := u−Au := F .

Утверждение 2. Оператор Lu := u − Au : L2 (Q) → L2 (Q) фредгольмов.

Оператор A – это компактный оператор, так как является оператором со слабо

сингулярным ядром, I – единичный оператор. Таким образом, оператор L := I−A
является оператором Фредгольма.

Утверждение 3. Оператор L := I −A : L2 (Q)→ L2 (Q) является непрерывно

обратимым.

Решение задачи (1)–(3) требует разработки и использования современных чис-

ленных методов. Для этих целей мы разработали модифицированные проекцион-

ные методы.
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2. Расчетные сетки и матрицы

Рассмотрим построение модифицированного метода коллокаций. Проведем дис-

кретизацию тела Q для решения интегрального уравнения (4), которая состоит в

построении расчетной сетки ΠN на теле Q . Рассмотрим особенности построения

расчетной сетки. Процесс дискретизации расчетной сетки подробно рассмотрен

в [4]. Основной проблемой при конструировании расчетной сетки является пра-

вильное определение границ тела. Данная проблема может быть решена путем

введения все более мелкоячеистой сетки. Однако существуют и другие подходы,

связанные с введением более удобных носителей базисных функций. При построе-

нии любой расчетной сетки ΠN должна учитываться специфика геометрии Q ,

в том числе для тел канонической формы.

Чтобы лучше описать края тела Q и улучшить граничную аппроксимацию ∂Q ,

введем в расчетную сетку ΠN дополнительные носители supp fk
i для базисных

функций fk
i . Здесь k – тип носителя, i – его порядковый номер. В этом слу-

чае выбор сеточных базисных функций может быть произведен путем применения

субиерархического метода [7], [8].

Для улучшения аппроксимации тела Q , его границ ∂Q и минимизации числа

носителей базисных функций fk
i при построении вектора геометрии можно ввести

добавочные типы сеточных базисных функций supp fk
i .

В случае, когда тело имеет гладкую границу (круг, эллипс и т. д.), возникает

трудность в аппроксимации его границы прямоугольными носителями. Эту про-

блему можно решить путем добавления дополнительных треугольных носителей в

расчетную сетку (рис. 1).

Рис. 1. Пример круга, построенного на прямоугольной и обобщенной сетках

Расчетные сетки данного вида будем называть объединенными каноническими

расчетными сетками
o

ΠN . Для рассматриваемых типов задач на плоских телах и

экранах можно использовать объединенную расчетную сетку
o

ΠN (рис. 2), которая

представляет собой объединение треугольной и прямоугольной расчетных сеток.

Определение 1. Конечными элементами обобщенной расчетной сетки
o

ΠN яв-

ляются прямоугольники или треугольники, параллельные одной из плоскостей де-

картовой системы координат и образованные горизонтальными, вертикальными

или диагональными ребрами расчетной сетки.

Определение 2. Носитель сеточной базисной функции supp fk
i для расчетной

сетки
o

ΠN – это два несовпадающих конечных элемента, примыкающих к одному

ребру, каждый из которых ориентирован вдоль одной из плоскостей декартовой

системы координат.
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Рис. 2. Фигура сложной формы, построенная на объединенной сетке

Определение 3. Шаблон носителей для обобщенной расчетной сетки
o

ΠN –

это совокупность всевозможных типов носителей базисных функций fk
i .

Иногда в ряде задач возникают случаи, когда явление искусственной анизо-

тропии оказывает сильное влияние на решение задачи. Если носители базисных

функций имеют выраженную ориентацию в определенном направлении, то возни-

кает данное явление (рис. 3), что, в свою очередь, приводит к появлению еще одного

вида погрешности. Эту проблему можно эффективно решить на этапе определения

геометрии тела Q путем введения объединенной расчетной сетки
o

ΠN .

Рис. 3. Фигура сложной формы, построенная на сетке, имеющей ориентацию по одно-
му углу

Выбор геометрии Q и его границ ∂Q при использовании расчетной сетки
o

ΠN

возможен различными путями. Одно и то же тело может быть описано разными

комбинациями носителей supp fk
i . В большинстве случаев выбирают комбинацию,

которая состоит из меньшего числа носителей, приводящую к уменьшению вы-

числительной сложности задачи. Также при выборе набора носителей учитывают

точность аппроксимации границ фигуры. Однозначность определения формы фи-

гуры гарантирует следующее утверждение.

Матрица
o

A состоит из матричных элементов, включающих в себя всевозмож-

ные комбинации сеточных базисных функций fk
i . Требуется выполнение условий

аппроксимации для каждого из типов сеточных базисных функций. Комбинация

полного набора базисных функций различного типа также должна удовлетворять

условию аппроксимации в выбранных пространствах.
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Утверждение 4. Пусть матрица
o

A включает в себя N ≥ 2 типов базисных

функций fk
i (k = 1, ..., N) и пусть каждый из типов базисных функций fk

i удовле-

творяет условию аппроксимации. Тогда любая комбинация из элементов базисных

функций различного типа также удовлетворяет условию аппроксимации.

Теорема 1. Пусть
o

A – матрица, полученная дискретизацией интегрально-

го уравнения на фигуре канонической формы Π = {0 < x1 < dl, ..., 0 < xn < dn}
проекционным методом, и пусть вектор геометрии W однозначно определяет

фигуру сложной геометрической формы Q . Тогда решение интегрального уравне-
ния, найденное субиерархическим методом на подматрице, определяемой векто-

ром геометрии W , будет решением интегрального уравнения на фигуре Q .

Доказательство теоремы 1 и утверждений можно найти в работе [6]. Размер

матрицы, составленный по конкретной расчетной сетке для тела Q , всегда значи-

тельно меньше размера матрицы
o

A . Однако матрица, как правило, имеет специ-

фическую структуру (является теплицевой, блочно-теплицевой, ганкелевой и т.д.).

К обобщенным матрицам относятся так называемые переопределенные матрицы.

Такая структура матрицы приводит к возможности хранения вместо целой матри-

цы нескольких ее строк, что значительно упрощает процессы, связанные с вычис-

лениями, а также обработкой и хранением матрицы.

3. Решение прямой задачи (метод коллокаций)

Дополним Q до фигуры прямоугольного вида P ={x : a1<x1 < a2, b1<x2<b2 ,
x3 = c} . Построим на P равномерную обобщенную прямоугольную сетку. Будем

нумеровать все элементарные прямоугольники Πkl ∈ P . Это связано с тем, что

нам неизвестно местоположение, размер и форма неоднородности. Площадь лю-

бого элементарного прямоугольника Πkl равна V . Будем называть элементарный

прямоугольник носителем базисной функции.

Будем использовать кусочно-постоянные базисные функции и определим их на

носителе следующим образом:

vkl =

{
1, x ∈ Π̄kl,
0, x /∈ Π̄kl.

(6)

Данная функция удовлетворяет условию аппроксимации в пространстве L2 (Q) .
В качестве метода решения выберем метод коллокации и рассмотрим его примене-

ние для уравнения

Au = f. (7)

Метод коллокации состоит в нахождении приближенного решения уравнения по-

средством приравнивания значений функций в левой и правой частях в конечном

числе точек, называемых точками коллокации, которые обычно выбираются как

центры носителей базисных функций: xj =
{

x1,j+x1,j+1

2 ,
x2,j+x2,j+1

2 , c
}
. Рассмотрим

линейный ограниченный оператор A : X → Y . Метод коллокации решения уравне-

ния (7) состоит в нахождении приближенного решения u ∈ Xn , удовлетворяющего

уравнению

(Aun) (xj) = f (xj) , j = 1 . . . n.

Рассмотрим линейную оболочку Xn = span {v1 . . . vn} , состоящую из базисных

функций (6). Выразим элемент un в виде линейной комбинации

un =

n∑
k=1

γkvk.
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В этом случае метод коллокации приводит к СЛАУ следующего вида

n∑
k=1

γk (Avk) (xj) = f (xj) , j = 1 . . . n. (8)

Приравнивание левой и правой частей уравнений (8) в конечном числе точек колло-

кации эквивалентно уравнению проекционного метода PnAun = Pnf с некоторым

оператором интерполяции Pn , являющимся проекционным оператором.

4. Нелинейный случай

Рассмотрим нелинейное интегральное уравнение

f0 (x) = u (x)−

∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2 (y;u (y))

)
u (y)dy, (9)

где волновая функция зависит от u (y) . Данное уравнение описывает процесс ди-

фракции волны внутри Q . Определим нелинейную структуру тела по закону Керра

k2 (x) = k21 + α|u (x)|2, (10)

где k1 = const , α > 0 – коэффициент нелинейности. Будем моделировать процесс

определения нелинейного поля при помощи итерационного процесса. Разобьем ите-

рационный алгоритм на два этапа. На первом этапе положим, что тело однородно,

т. е. волновая функция является константой: k2 (x) = k1 = const (запуск итера-

ционного процесса также возможен при условии, что волновая функция является

неоднородной).

Неявный алгоритм. Решим интегральное уравнение

u0 (x) = f0 (x) +

∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2 (y)

)
u0 (y) dy

и рассчитаем поле u0 (x) . На последующих шагах пересчитаем значения волновой

функции по следующей формуле:

k2n+1 (x) = k21 + α|un (x)|
2
. (11)

Далее решим линейное уравнение

un+1 (x) = f0 (x) +

∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2n+1 (y;un (y))

)
un+1 (y) dy. (12)

Процесс (11)–(12) повторим до тех пор, пока не будет достигнута требуемая точ-

ность. Задачу рассмотрим в частотной области. Данный метод является неявным,

поэтому на каждом этапе приходится решать нелинейное уравнение. Для решения

уравнения используем метод коллокаций.

Явный алгоритм. Данный алгоритм заключается в построении явного итера-

ционного процесса, который можно расписать по шагам. На первом этапе для за-

дания начального приближения решим линейное объемное интегральное уравне-

ние (9) и тем самым определим значение u0 (x) . На последующих шагах пересчи-

таем значения волновой функции по формуле Керра (11) и, использовав формулу

пересчета

un+1 (x) = f0 (x) +

∫
Q

G (x, y)
(
k20 − k2n+1 (y;un (y))

)
un (y) dy, (13)
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найдем решение на новом шаге. Процесс повторяем, пока не будет достигнута тре-

буемая точность.

Данный метод имеет свои недостатки: необходим выбор достаточно точного

начального приближения, иначе итерационный процесс не будет сходящимся.

Численное сравнение двух представленных алгоритмов показало, что неявный

метод работает в более широком диапазоне значений k , однако уступает явному

методу по скорости вычислений. Явный метод обоснован в работе [9] в случае

трехмерного уравнения Липпмана–Швингера.

5. Численные результаты

Рис. 4. Модуль решения интегрального уравнения (5). Красный цвет соответствует вол-
новому числу 0.5

Рис. 5. Модуль решения интегрального уравнения (13)

На рис. 4–6 показаны значения функций решения интегрального уравнения

(слева) и волнового числа (справа) для линейной и нелинейной задач. Рис. 4 демон-

стрирует решение линейной задачи на однородном теле. Тело представляет собой

круг, «вырезанный» из фигуры канонической формы (квадрат) путем применения

субиерархического метода. Диаметр круга совпадает с длиной квадратной пласти-

ны, его центр находится в начале координат. Значения волнового числа внутри

круга составляет 0.5 м−1 . Рис. 5 демонстрирует решение нелинейной задачи на

неоднородном теле в форме квадрата. Нелинейность задана по закону Керра. В ка-

честве начального приближения итерационного процесса выбрано волновое число

0.4 м−1 . Остальные параметры совпадают с предыдущим экспериментом. Рис. 6

демонстрирует решение нелинейной задачи для тела сложной формы в виде че-

тырехлистного клевера. Для всех моделей выбраны следующие значения: размер
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Рис. 6. Нелинейная задача для тела сложной геометрии

пластины 0.15×0.15 м., частота 1.1 ГГц. Размер обобщенной вычислительной сет-

ки 100 × 100 . Размер матрицы равен 50000 × 50000 . В качестве падающего поля

использовался точечный источник излучения, расположенный в центре плоско-

сти тела на расстоянии 0.15 м. Расчеты подобных задач для линейного случая

приведены в работах [5], [10].

Заключение

Предложен метод решения скалярной двумерной нелинейной задачи дифрак-

ции, который предполагает использование неоднородной структуры тела для опре-

деления нелинейности. Нелинейность определяется по закону Керра. Сравнение

двух методов (явного и неявного) показало совпадение численных результатов

с высокой точностью. Неявный метод имеет более широкую область сходимости.

Представлены результаты решения задачи на неоднородных объектах произволь-

ной формы. Решение задачи произведено с использованием объединенных расчет-

ных сеток.
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Abstract

In this study, the development, design, and software implementation of the methods for
solving the nonlinear diffraction problem were performed. The influence of nonlinear medium
defined by the Kerr law k2 (x) = k2

1 + α|u (x)|2 on the propagation of a wave passing through
an object was examined. The differential and integral formulations of the problem and the
nonlinear integral equation were considered. The problem was solved for different bodies with
the use of various computational grids. Convergence graphs of the iterative processes were
generated. The obtained graphical results were presented. The explicit and implicit methods
for solving the integral equation were compared.

Keywords: integral equation, scalar nonlinear diffraction problem, collocation method,
iterative process, numerical method

Figure Captions

Fig. 1. A circle on the rectangular and generalized grids.

Fig. 2. A figure of irregular shape on the combined grid.

Fig. 3. A figure of irregular shape on the grid oriented by one angle.

Fig. 4. Integral equation solution module (5). The red color indicates the wave number 0.5 .

Fig. 5. Integral equation solution module (13).

Fig. 6. Nonlinear problem for a body with complex geometry.
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