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ОР ИГ ИН АЛ Ь Н А Я С Т А ТЬ Я
УДК 519.7
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2-адическая сложность бинарных последовательностей
Динга – Хеллесета с периодом 𝑝𝑞

В.А. Едемский
Новгородский государственный университет им. Ярослава Мудрого, г. Великий Новгород, Россия

vladimir.edemsky@novsu.ru

Аннотация

Предложен метод анализа 2-адической сложности бинарных обобщенных циклотомических
последовательностей с периодом 𝑝𝑞 . 2-адическая сложность, наряду с линейной сложностью, яв-
ляется важной характеристикой непредсказуемости последовательностей. Метод основан на ис-
пользовании обобщенных гауссовых периодов различных порядков по простым модулям 𝑝 и 𝑞 .
Оценена 2-адическая сложность обобщенных циклотомических последовательностей Динга –
Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков с высокой линейной сложностью. Показано,
что рассмотренные последовательности обладают большой 2-адической сложностью, достаточной
для отражения атак посредством алгоритма рациональной аппроксимации. Обобщены предыду-
щие результаты, полученные для последовательностей второго порядка.

Рассмотренный метод может быть использован для последовательностей другого вида, ко-
торые определяются посредством использования обобщенных циклотомических классов разных
порядков. Его также можно применять для анализа 𝑚 -адической сложности как бинарных, так
и небинарных последовательностей, например, четвертичных.

Ключевые слова: 2-адическая сложность, обобщенная циклотомическая последова-
тельность
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OR IG IN A L A R T I C L E
https://doi.org/10.26907/2541-7746.2025.2.213-226

2-Adic complexity of Ding–Helleseth binary sequences
with period 𝑝𝑞

V.A. Edemskiy
Yaroslav-the-Wise Novgorod State University, Veliky Novgorod, Russia

vladimir.edemsky@novsu.ru

Abstract

A method is proposed to analyze the 2-adic complexity of generalized cyclotomic binary sequences
with period 𝑝𝑞 . Along with linear complexity, 2-adic complexity serves as an important measure of
sequence unpredictability. The method is based on generalized Gaussian periods of various orders
using the prime modules 𝑝 and 𝑞 . The 2-adic complexity of Ding–Helleseth generalized cyclotomic
sequences of orders two, four, and six with high linear complexity is estimated. The analysis shows
that these sequences have high 2-adic complexity, which is sufficient to resist attacks using the rational
approximation algorithm. Previous results obtained for the sequences of order two are summarized. The
proposed method can be applied to a different type of sequences defined using generalized cyclotomic
classes of various orders, as well as to investigate the m-adic complexity of both binary and non-binary
sequences, such as quaternary sequences.

Keywords: 2-adic complexity, generalized cyclotomic sequences

Acknowledgments. This study was supported by the Russian Science Foundation (project
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For citation: Edemskiy V.A. 2-Adic complexity of Ding–Helleseth binary sequences with period 𝑝𝑞 .
Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya Fiziko-Matematicheskie Nauki, 2025, vol. 167, no. 2,
pp. 213–226. https://doi.org/10.26907/2541-7746.2025.2.213-226. (In Russian)

Введение

Для оценки непредсказуемости псевдослучайных последовательностей применяют раз-
личные виды сложностей, наиболее известной из которых является линейная. 2-адическая
сложность, как мера непредсказуемости последовательностей, была предложена в [1] для
оценки последовательностей, синтезируемых регистром сдвига с обратной связью по пере-
носу. Свойства 2-адической сложности и различные алгоритмы её вычисления изложены
в [2]. Согласно алгоритму рациональной аппроксимации для нахождения последователь-
ности с 2-адической сложностью 𝑚 достаточно 2𝑚 последовательных членов последо-
вательности, то есть для «хороших» периодических последовательностей их 2-адическая
сложность должна быть больше половины периода. Таким образом, желательно, чтобы

Uch. Zap. Kazan. Univ. Ser. Fiz.-Mat. Nauki | 2025;167(2):213-226
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последовательности имели не только высокую линейную сложность, но и 2-адическую.
Последнее замечание послужило причиной появления серии статей, посвященных иссле-
дованию 2-адической сложности бинарных последовательностей, обладающих высокой ли-
нейной сложностью. Так, в [3–5] определена 2-адическая сложность последовательностей с
идеальной или почти идеальной автокорреляцией, в [6–8] – чередующихся последователь-
ностей, а в [9–12] – ряда обобщенных циклотомических последовательностей, в частности,
в [13, 14] оценена 2-адическая сложность последовательностей Динга –Хеллесета второго
порядка с периодом 𝑝𝑞 , где 𝑝 и 𝑞 – различные простые числа, при ограничениях на 𝑝 и 𝑞 .
Линейная сложность таких последовательностей изучена ранее.

В настоящий момент известно несколько теоретических способов исследования
2-адической сложности последовательности, основанных на использовании: автокорре-
ляции последовательности; циклического определителя, составленного из значений дис-
кретного преобразования Фурье последовательности; обобщенных гауссовых периодов для
последовательностей простого периода или удвоенного [3, 12, 15]. В настоящей статье
предложено распространение последнего подхода на последовательности с периодом 𝑝𝑞 ,
где 𝑝 и 𝑞 – различные простые числа. Для иллюстрации метода обобщим результаты
из [13, 14] без ограничений на 𝑝, 𝑞 , а также докажем, что обобщенные циклотомические
последовательности Динга –Хеллесета четвертого и шестого порядков обладают высокой
2-адической сложностью. Предложенный метод исследования 2-адической сложности
можно использовать для изучения 2-адической сложности модернизированных последо-
вательностей Динга –Хеллесета [16], а также 𝑚 -адической сложности подобных последо-
вательностей для 𝑚 > 2 .

1. Обобщенные циклотомические последовательности
Прежде всего, напомним определение обобщенных циклотомических классов Динга –

Хеллесета по модулю 𝑝𝑞 [17].
Пусть 𝑝 и 𝑞 – различные нечетные простые числа, 𝑑 = НОД(𝑝− 1, 𝑞 − 1) и

𝑒 = (𝑝− 1)(𝑞 − 1)/𝑑 . Так как 𝑝 и 𝑞 – простые числа, то всегда существует общий при-
митивный корень 𝑔 по модулям 𝑝 и 𝑞 , его порядок по модулю 𝑝𝑞 равен 𝑒 [18].

Обозначим через 𝐻𝑖 и 𝐺𝑖 циклотомические классы порядка 𝑑 по модулям 𝑝 и 𝑞 соот-
ветственно, то есть

𝐻𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑑𝑗 mod 𝑝

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑝− 1

𝑑
− 1

}︂
и 𝐺𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑑𝑗 mod 𝑞

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑞 − 1

𝑑
− 1

}︂
,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1.

Тогда справедливы разбиения

Z𝑝 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐻𝑖 ∪ {0} и Z𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐺𝑖 ∪ {0} .

Согласно китайской теореме об остатках существует такое число 𝑥 ∈ Z , что 𝑥 ≡ 𝑔 (mod 𝑝),
𝑥 ≡ 1 (mod 𝑞) . Обобщенные циклотомические классы Динга – Хеллесета порядка 𝑑 по мо-
дулю 𝑝𝑞 определяются следующим образом:

𝐷𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑗𝑑𝑥𝑡 mod 𝑝𝑞

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑒

𝑑
− 1, 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1

}︂
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1.
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Обозначим через Z*
𝑝𝑞 группу обратимых элементов Z𝑝𝑞 , где Z𝑝𝑞 – кольцо классов вы-

четов по модулю 𝑝𝑞 . Пусть 𝑃 = {𝑝, 2𝑝, . . . , (𝑞 − 1)𝑝} и 𝑄 = {𝑞, 2𝑞, . . . , (𝑝− 1)𝑞} . Тогда

Z*
𝑝𝑞 =

𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐷𝑖 и Z𝑝𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐷𝑖 ∪ 𝑃 ∪𝑄 ∪ {0}.

Определим последовательность Динга – Хеллесета 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 по формуле

𝑠𝑖 =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈

𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝐷𝑖 ∪ 𝐶,

0 иначе,
(1)

где 𝐶 = 𝑄 , или 𝐶 = 𝑃 , или 𝐶 =
𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝑞𝐻𝑖 ∪
𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝑝𝐺𝑖 [13, 14].

В завершение раздела напомним, что 2-адическая сложность Φ2(𝑠) последовательно-
сти 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 , согласно [2], может быть вычислена по формуле

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

НОД (𝑆(2), 2𝑝𝑞 − 1)
+ 1

)︂
, (2)

где 𝑆(𝑥) =
𝑝𝑞−1∑︀
𝑖=0

𝑠𝑖𝑥
𝑖 ∈ Z[𝑥] – многочлен последовательности 𝑠 . Таким образом, для нахож-

дения 2-адической сложности достаточно изучить наибольший общий делитель двух чисел
𝑆(2) и 2𝑝𝑞 − 1 . В данном случае, при определении последовательности посредством 𝐷𝑖 ,
важны свойства сумм

∑︀
𝑗∈𝐷𝑖

2𝑗 . В следующем разделе покажем, как классы вычетов 𝐷𝑖

связаны с циклотомическими классами порядка 𝑑 по модулям 𝑝 , 𝑞, и рассмотрим метод
вычисления этих сумм.

2. Метод анализа 2-адической сложности
Кольцо классов вычетов Z𝑝𝑞 изоморфно прямому произведению Z𝑝×Z𝑞 относительно

изоморфизма 𝑓(𝑡) = (𝑡 mod 𝑝, 𝑡 mod 𝑞) [18]. Пусть 𝐹𝑖,𝑗 = 𝑓−1 (𝐻𝑖 ×𝐺𝑗) , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑑−1 .
Следовательно,

Z*
𝑝𝑞 =

𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑑−1⋃︁

𝑗=0

𝐹𝑖,𝑗 и Z𝑝𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑑−1⋃︁

𝑗=0

𝐹𝑖,𝑗 ∪
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑞𝐻 𝑖 ∪
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑝𝐺𝑖 ∪ {0} .

Использовав определения множеств 𝐷𝑖 и 𝐹𝑖,𝑗 , получим следующее утверждение.

Лемма 1. Для 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 имеем 𝐷𝑖 =
𝑑−1⋃︀
𝑗=0

𝐹𝑗,𝑖.

Таким образом, обобщенная циклотомическая последовательность Динга –Хеллесета
с периодом 𝑝𝑞 может быть определена с использованием множеств 𝐹𝑖,𝑗, 𝐻𝑖, 𝐺𝑖 . Следова-
тельно, согласно формуле (2) для анализа 2-адической сложности таких последователь-
ностей достаточно изучить суммы степеней 2, когда показатели степеней принадлежат
множествам 𝐹𝑖,𝑗, 𝐻𝑖, 𝐺𝑖.
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Определим вспомогательные многочлены 𝑆
(𝑑)
𝑖 (𝑥) =

∑︀
𝑢∈𝐻𝑖

𝑥𝑢 и 𝑇
(𝑑)
𝑖 (𝑥) =

∑︀
𝑣∈𝐺𝑖

𝑥𝑣 для всех

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 . Далее индексы многочленов 𝑆
(𝑑)
𝑖 (𝑥) и 𝑇

(𝑑)
𝑖 (𝑥) всегда будем вычислять

по модулю 𝑑 . Следующие сравнения непосредственно вытекают из определений вспомо-
гательных многочленов и классов вычетов.

Лемма 2. Пусть 𝑢, 𝑣 – натуральные числа, НОД (𝑢, 𝑝) = 1 и НОД (𝑣, 𝑞) = 1 . Тогда

A. 𝑆
(𝑑)
𝑖

(︁
2𝑢𝑔

𝑗
)︁
≡ 𝑆

(𝑑)
𝑖+𝑗 (2

𝑢) (mod 2𝑢𝑝 − 1);

B. 𝑆
(𝑑)
0 (2𝑢) + 𝑆

(𝑑)
1 (2𝑢) + · · ·+ 𝑆

(𝑑)
𝑑−1 (2

𝑢) ≡ −1 (mod (2𝑢𝑝 − 1)/(2𝑢 − 1));

C. 𝑇
(𝑑)
𝑖

(︁
2𝑣𝑔

𝑗
)︁
≡ 𝑇

(𝑑)
𝑖+𝑗 (2

𝑣) (mod 2𝑣𝑞 − 1);

D. 𝑇
(𝑑)
0 (2𝑣) + 𝑇

(𝑑)
1 (2𝑣) + · · ·+ 𝑇

(𝑑)
𝑑−1 (2

𝑣) ≡ −1 (mod (2𝑣𝑞 − 1)/(2𝑣 − 1)).

Так как числа 𝑝 и 𝑞 взаимно просты, то всегда существуют такие целые числа 𝑎 и 𝑏 ,
что 1 ≡ 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝 (mod 𝑝𝑞) , 0 < 𝑎 < 𝑝, 0 < 𝑏 < 𝑞 .

Лемма 3. Пусть 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑑−1 . Тогда
∑︀

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞) 𝑇

(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
(mod 2𝑝𝑞−1).

Доказательство. По определению 𝐹𝑖,𝑗 получим, что
∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡
∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢𝑎𝑞 2𝑢𝑏𝑝 (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Тогда ∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡
∑︁

𝑢∈𝐻𝑖

2𝑢𝑎𝑞
∑︁

𝑢∈𝐺𝑗

2𝑢𝑏𝑝 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞) 𝑇

(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀

(mod 2𝑝𝑞 − 1).

Следствие 1. Если последовательность 𝑠 определена по формуле (1), то

𝑆(2) ≡
𝑑−1∑︁

𝑖=0

𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞)

𝑑−1∑︁

𝑗=𝑑/2

𝑇
(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+
∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Это утверждение следует непосредственно из леммы 3 и определения последователь-
ности.

Лемма 4. Пусть 𝑃𝑖 = 𝑝𝐺𝑖, 𝑄𝑖 = 𝑞𝐻𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 . Тогда
∑︁

𝑢∈𝑃𝑖

2𝑢 ≡ 𝑇
(𝑑)
𝑖 (2𝑝) (mod 2𝑝𝑞 − 1) и

∑︁

𝑢∈𝑄𝑗

2𝑢 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑗 (2𝑞) (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Лемма 4 может быть доказана тем же самым способом, что и лемма 3.
Согласно формуле (2) для анализа 2-адической сложности достаточно изучить

НОД (𝑆(2), 2𝑝𝑞 − 1) . Так как 𝑝 и 𝑞 – простые числа, то справедливо разложение

2𝑝𝑞 − 1 = (2𝑝 − 1) · (2𝑞 − 1) · 2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)
,

и НОД(2𝑝−1, 2𝑞−1) = 1 . Применив следствие 1 и лемму 2, получим следующие сравнения,
представленные в лемме 5.
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Лемма 5. Пусть последовательность Динга –Хеллесета 𝑠 определена по формуле (1)

и 𝑈 (𝑑)(2) =
𝑑−1∑︀

𝑗=𝑑/2

𝑇
(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
. Тогда

A. НОД (𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД
(︂
2𝑝 − 1, −(𝑞 − 1)/2 +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂
;

B. НОД (𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД
(︂
2𝑞 − 1, (𝑝− 1)𝑈 (𝑑)(2) +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂
;

C. НОД
(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
= НОД

(︂
2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)
, −𝑈 (𝑑)(2) +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂

.

Таким образом, в силу лемм 1–5 для анализа 2-адической сложности последовательно-
стей с периодом 𝑝𝑞 можно использовать свойства многочленов 𝑆(𝑑)

𝑖 (𝑥) и 𝑇
(𝑑)
𝑖 (𝑥) , которые

рассматривались ранее в [12,19,20]. Применив их в следующих разделах, получим оценку
2-адической сложности последовательностей.

В заключение раздела заметим, что утверждения лемм 2–4 останутся верными, если
взять циклотомические классы 𝐻𝑖 и 𝐺𝑗 разных порядков, а также, когда 𝑑 – делитель
НОД(𝑝 − 1, 𝑞 − 1) , не равный НОД(𝑝 − 1, 𝑞 − 1) . Таким образом, данный подход можно
использовать и для других обобщенных циклотомических последовательностей с пери-
одом 𝑝𝑞 , в частности, для модернизированных последовательностей Динга – Хеллесета,
предложенных в [16].

3. 2-адическая сложность последовательностей
Изучим 2-адическую сложность обобщенных циклотомических последовательностей

Динга – Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков.

3.1. Последовательности второго порядка. Пусть 𝑑 = 2 и последовательность 𝑠
с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷1 ∪𝑄,
0 иначе.

(3)

Для исследования 2-адической сложности последовательностей второго порядка исполь-
зуем свойства многочленов 𝑇

(2)
0 (𝑥), 𝑇

(2)
1 (𝑥) , полученные в [19]. Согласно [19] справедливы

следующие сравнения:
(︁
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︁2
≡
(︂−1

𝑞

)︂
𝑞 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), (4)

где
(︁

−1
𝑞

)︁
– символ Лежандра, НОД (𝑢, 𝑞) = 1 . По лемме 1

(︁
2𝑇

(2)
𝑖 (2𝑢) + 1

)︁2
≡
(︂−1

𝑞

)︂
𝑞 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), 𝑖 = 0, 1. (5)

Аналогичные сравнения справедливы для многочлена 𝑆
(2)
𝑖 (𝑥) .
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Теорема 1. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (3).
Тогда

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

𝑑1𝑑2
+ 1

)︂
,

где 𝑑1 = НОД (2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2) и 𝑑2 = НОД (2𝑞 − 1, 𝑝− 1) . В частности,

Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2(max(𝑝, 𝑞)).

Доказательство. По условию 𝐶 = 𝑄 . Тогда

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ −1 (mod 2𝑝 − 1),

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ 𝑝−1 (mod 2𝑞 − 1),

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ −1

(︂
mod

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
.

Следовательно, согласно лемме 5

𝑑1 = НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2),

𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД
(︀
2𝑞 − 1, (𝑝− 1)𝑇

(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ (𝑝− 1)

)︀
.

Так как НОД
(︁
2𝑞 − 1, 𝑇

(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 1
)︁
= 1 в силу соотношения (5) и малой теоремы Ферма,

то НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД(2𝑞 − 1, 𝑝− 1) .
Наконец, если 𝑑3 > 1 делит НОД

(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
, то опять же по лемме 5 имеет

место сравнение 𝑇 (2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ 1 (mod 𝑑3) . По формуле (5) последнее сравнение невозможно,

значит, 𝑑3 = 1 . А так как НОД(2𝑝 − 1, 2𝑞 − 1) = 1 , то 𝑑1𝑑2 ≤ max((𝑞 − 1)/2, 𝑝 − 1) . Это
замечание завершает доказательство теоремы 1 в силу формулы (2).

В частном случае, когда 𝑞 = 𝑝+ 2 , значения 𝑑1 = 𝑑2 = 1 по малой теореме Ферма и
Φ2(𝑠) = 𝑝𝑞 , что было показано в [13]. Отметим, что в общем случае 𝑑1 или 𝑑2 могут быть
больше единицы, например, имеем 𝑑1 = 7 , когда 𝑝 = 3 и 𝑞 = 13 или 𝑝 = 3 и 𝑞 = 41 ; для
𝑝 = 29 и 𝑞 = 3 значение 𝑑2 = 7 , а если 𝑝 = 47 и 𝑞 = 11 , то значение 𝑑2 = 23 .

2-адическая сложность последовательности 𝑠 , определенной по правилу (1) для 𝑑 = 2
и 𝐶 = 𝑃, изучена в [19].

Рассмотрим ещё один вариант определения последовательности Динга – Хеллесета вто-
рого порядка [14]. Как уже отмечалось во введении, достаточно показать, что 2-адическая
сложность последовательности больше половины её периода, поэтому далее ограничимся
только её оценкой.

Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷1 ∪ 𝑞𝐻1 ∪ 𝑝𝐺1,

0 иначе.
(6)

Теорема 2. Если последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (6),
то Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 4 log2 𝑝− 3 log2 𝑞 .

Доказательство. Если последовательность определена по формуле (6), то
𝐶 = 𝑞𝐻1 ∪ 𝑝𝐺1 и

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖 = 𝑆
(2)
1 (2𝑞) + 𝑇

(2)
1 (2𝑝) . Тогда по лемме 5 (A) и формуле (5) имеем
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НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД
(︀
2𝑝 − 1, 𝑆

(2)
1 (2𝑞)

)︀
= 1 . Далее, если 𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) , то по

лемме 5 (B) получим сравнение 0 ≡ (𝑝− 1)𝑇
(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑇

(2)
1 (2𝑝) /2 + (𝑝− 1)/2 (mod 𝑑2) .

Если 𝑏 ∈ 𝐺0 , то 𝑝𝑇
(2)
1 (2𝑝) ≡ −(𝑝 − 1)/2 (mod 𝑑2) или 𝑝

(︀
2𝑇

(2)
1 (2𝑝) + 1

)︀
≡ 1 (mod 2𝑑2) .

Тогда 𝑝2
(︁

−1
𝑞

)︁
𝑞 ≡ 1 (mod 4𝑑2) и 𝑑2 < (1 + 𝑝2𝑞)/4 .

Если же 𝑏 ∈ 𝐺1 , то (𝑝− 2)𝑇
(2)
1 (2𝑝) ≡ (𝑝− 3)/2 (mod 𝑑2) , (𝑝− 2)2

(︁
−1
𝑞

)︁
𝑞 ≡ 1 (mod 4𝑑2) .

Значит, всегда 𝑑2 < (1 + 𝑝2𝑞)/4 .
Пусть 𝑑3 = НОД

(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
. В этом случае согласно лемме 5 (С)

0 ≡ −𝑇 (2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑆

(2)
1 (2𝑞) + 𝑇

(2)
1 (2𝑝) (mod 𝑑3).

Использовав два раза соотношение (5), получим, что 4𝑑3 < 𝑞2 + 𝑞(𝑝+ 1)/2 + (𝑝− 1)2/16 .
Таким образом, заведомо 𝑑2𝑑3 < 𝑝4𝑞3 , что доказывает теорему 2.

2-адическая сложность последовательности 𝑠 оценена в [14], когда 𝑝 ≡ 𝑞 ≡ 3 (mod 4) .
Заметим, что если 𝑝 ̸≡ 𝑞 ≡ 3 (mod 4) , то 𝑑3 может быть не равным единице, как в [14],
например, 𝑑3 = 71 для 𝑝 = 5, 𝑞 = 7 . Но если 𝑏 ∈ 𝐺0 , то 𝑑3 = 1 . Если 𝑝 = 67, 𝑞 = 3 , то
𝑑2 = 7 , и 𝑑2 = 23 , если 𝑝 = 43, 𝑞 = 11 . Метод, предложенный нами, проще, чем в [14], а
оценка 𝑑2 лучше.

3.2. Последовательности четвертого порядка. Исследуем 2-адическую слож-
ность бинарных последовательностей Динга – Хеллесета четвертого порядка. Пусть 𝑑 = 4
и последовательность 𝑠 определена по правилу

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷2 ∪𝐷3 ∪𝑄,
0 иначе.

(7)

Используем свойства многочленов 𝑇 (4)
𝑖 (𝑥) и 𝑈 (4)(𝑥) = 𝑇

(4)
2 (𝑥) + 𝑇

(4)
3 (𝑥) . В силу сравнения

𝑞 ≡ 1 (mod 4) существуют такие целые числа 𝑧, 𝑦 , что 𝑞 = 𝑧2+4𝑦2, 𝑧 ≡ 1 (mod 4) . Тогда

(︀
𝑈 (4)(2𝑢)

)︀2
+𝑈 (4)(2𝑢) ≡ (𝑞−1)/4+ 𝑦

(︁
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︁
/2 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), (8)

где НОД(𝑢, 𝑞) = 1 .

Теорема 3. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (7).
Тогда

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

𝑑1𝑑2
+ 1

)︂
,

где 𝑑1 = НОД (2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2) и 𝑑2 = НОД (2𝑞 − 1, 𝑝− 1) . В частности,

Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2(max(𝑝, 𝑞)).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, получим

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2).
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Пусть 𝑑2 делит НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) , тогда согласно лемме 5 справедливо сравнение

(𝑝− 1)𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ (𝑝− 1) ≡ 0 (mod 𝑑2).

Покажем, что 𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
̸≡ −1 (mod 𝑑2) .

Предположим противное. В этом случае из сравнений (8) и (4) следует

𝑦2𝑞/4 ≡ (𝑞 − 1)2/16 (mod 𝑑3) или
(︀
𝑧2𝑞 − 2𝑞 + 1

)︀
/16 ≡ 0 (mod 𝑑2).

Так как 𝑞 – простое число, то по малой теореме Ферма имеем 𝑑2 = 1+2𝑡𝑞, 𝑡 ∈ Z . Умножив
последнее сравнение на 2𝑡 , получим −(𝑧2 − 2) + 2𝑡 ≡ 0 (mod 𝑑2) . Значит, 𝑧2 − 2 = 2𝑡 .
Пришли к противоречию, так как 𝑧 – нечетное число. Следовательно,

НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД(2𝑞 − 1, 𝑝− 1).

Положим 𝑑3 = НОД
(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
, тогда согласно лемме 5 (С)

𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ −1 (mod 𝑑3).

Использовав сравнения (8) и (4), получим

𝑦2𝑞/4 ≡ (𝑞 − 1)2/16 (mod 𝑑3) или
(︀
𝑧2𝑞 − 2𝑞 + 1

)︀
/16 ≡ 0 (mod 𝑑3).

Если 𝑑3 делит 2𝑝 − 1 и 2𝑝𝑞−1
(2𝑝−1)(2𝑞−1)

= 1 + 2𝑝 + · · · + 2(𝑞−1)𝑝 , то 𝑑3 = 𝑞 , что невозможно по
вышедоказанному. Аналогично, если 𝑑3 делит 2𝑞 − 1 и 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)
, то 𝑑3 = 𝑝 , что также

невозможно. Следовательно, порядок 2 по модулю 𝑑3 равен 𝑝𝑞, и по малой теореме Ферма
𝑑3 = 1 + 2𝑡𝑝𝑞 . Тогда, рассуждая, как и при оценке 𝑑2 , получим, что 𝑑3 = 1 .

Пусть теперь последовательность 𝑠 определена по правилу

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷2 ∪𝐷3 ∪ 𝑃,
0 иначе.

(9)

Теорема 4. Если последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (9),
то Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 4 log2 𝑝− 3 log2 𝑞 .

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 3, получим

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 − 1)/2) и НОД
(︂
𝑆(2),

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
= 1.

Пусть 𝑑2 делит НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) . Тогда (𝑝− 1)
(︁
𝑇

(4)
2

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑇

(4)
3

(︀
2𝑏𝑝
)︀)︁

≡ 1 (mod 𝑑2) ,
и согласно соотношению (8) справедливо

𝑝 ≡ (𝑝− 1)2
(︁
(𝑞 − 1)/4 + 𝑦

(︀
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︀
/2
)︁

(mod 𝑑2)

или в силу сравнения (4)

(𝑝− 1)4𝑦2𝑞/4 ≡
(︀
(𝑝− 1)2(𝑞 − 1)/4− 𝑝

)︀2
(mod 𝑑2).

Следовательно, 𝑑2 < 𝑝4𝑞2 , что завершает доказательство теоремы 4.
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3.3. Последовательности шестого порядка. Исследуем теперь 2-адическую
сложность обобщенных циклотомичских последовательностей шестого порядка. Пусть
𝑑 = 6 . Тогда 𝑞 ≡ 1 (mod 6) , и 4𝑞 можно представить следующим образом: 4𝑞 = 𝐿2+27𝑀2,
𝐿 ≡ 1 (mod 3), 𝐿,𝑀 ∈ Z [18].

Пусть 𝑈0(𝑥) = 𝑇
(6)
0 (𝑥) + 𝑇

(6)
1 (𝑥) + 𝑇

(6)
2 (𝑥) и 𝑈1(𝑥) = 𝑇

(6)
3 (𝑥) + 𝑇

(6)
4 (𝑥) + 𝑇

(6)
5 (𝑥) . Следу-

ющие два утверждения доказаны в [20].

Лемма 6. Пусть 4𝑝 = 𝐿2 + 27𝑀2 , 𝐿 ≡ 1 (mod 3) и 𝑍𝑗(𝑐) = 𝑇
(3)
𝑗+2(𝑐)− 𝑇

(3)
𝑗 (𝑐) для

𝑗 = 0, 1, 2 , 𝑐 ∈ Z . Тогда 𝑍0(𝑐) , 𝑍1(𝑐) и 𝑍2(𝑐) удовлетворяют сравнению

𝑋3 − 𝑞𝑋 − 𝑞𝑀 ≡ 0 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)).

Лемма 7. Пусть 4𝑞 = 𝐿2 + 27𝑀2, 𝐿 ≡ 1 (mod 3) и 𝑐 ∈ Z . Тогда

A. 𝑈0(𝑐)𝑈1(𝑐) ≡ 𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 + 1)/4 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)) , когда 𝑞 ≡ 7 (mod 12) . Здесь
𝑗 ≡ −ind𝑔2 (mod 3);

B. 𝑈2
0 (𝑐) + 𝑈0(𝑐) ≡𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 − 1)/4 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)) , если 𝑞 ≡ 1 (mod 12) .

Теорема 5. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по форму-
ле (1). Тогда Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2 𝑝− 4 log2 𝑞 , если 𝐶 = 𝑄 , и Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 7 log2 𝑝− 4 log2 𝑞 ,
если 𝐶 = 𝑃 .

Доказательство. Применив лемму 5 для 𝐶 = 𝑄 , как и ранее, получим, что

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2),

𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) делит (𝑝− 1)𝑈1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ 𝑝− 1 (mod 𝑑2),

𝑑3 = НОД
(︂
𝑆(2),

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
делит 𝑈1(2

𝑏𝑝) + 1.

Если 𝑟 делит 𝑈1(2
𝑏𝑝) + 1 , то по лемме 7 𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 ± 1)/4 ≡ 0 (mod 𝑟) и согласно

лемме 6
−(𝑞 ± 1)3/64 +𝑀2𝑞(𝑞 ± 1)/4− 𝑞𝑀4 ≡ 0 (mod 𝑟).

Значит, 𝑑2𝑑3 < (𝑝− 1)𝑞3 . Применив формулу (2), получим утверждение теоремы 5 для
𝐶 = 𝑄 . Когда 𝐶 = 𝑃 , неравенство для 2-адической сложности может быть доказано ана-
логично.

Заключение
Рассмотрен метод анализа 2-адической сложности обобщенных циклотомических по-

следовательностей с периодом 𝑝𝑞 . Получены её оценки для обобщенных циклотомиче-
ских последовательностей Динга – Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков.
Обобщены предыдущие результаты, полученные для последовательностей второго по-
рядка. Применив этот же подход, можно показать, что 2-адическая сложность модер-
низированных последовательностей Динга – Хеллесета, предложенных в [16], больше чем
𝑝𝑞−2 log2 𝑝−4 log2 𝑞 , а 4-адическая сложность четвертичных последовательностей, линей-
ная сложность которых изучена в [21], больше чем 𝑝𝑞 − 1− 4 log2 𝑝𝑞 .
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Блазиуса в пограничном слое на плоской пластине

В.М. Зубарев
Институт проблем механики им. А.Ю. Ишлинского Российской академии наук, г. Москва, Россия

zubarev@ipmnet.ru

Аннотация

В последние годы изучение устойчивого потока вязкой жидкости приобрело значительный
интерес из-за его обширного инженерного применения. В статье рассмотрена классическая зада-
ча из теории вязкого ламинарного стационарного пограничного слоя несжимаемой ньютоновской
жидкости на плоской тонкой пластине (задача Блазиуса). Методом пристрелки совместно с чис-
ленной схемой Рунге –Кутты четвертого порядка точности на большом интервале для очень мел-
кой сетки получено конечно-разностное решение этой задачи. Численные результаты сопостав-
лены с известными аналогичными расчетными тестовыми данными. Проведена оценка функции
Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее двух производных 𝐵 -сплайном третьего порядка, получено отличное сов-
падение с расчетами. Нелинейным методом наименьших квадратов (НМНК) установлена новая
аналитическая корреляционная зависимость для функции Блазиуса, приближающая результа-
ты проведенных расчетов в широком диапазоне автомодельной переменной 𝜂 . Дано сравнение
значений функции 𝑓 , первой и второй ее производных с точными данными. Эти результаты
находятся в полном согласии с ранее полученными решениями. Профиль продольной скоро-
сти в пограничном слое, определенный через производную 𝑓 ′ функции Блазиуса, может быть
использован в качестве начального профиля скорости при численном моделировании турбулент-
ных плоских и трехмерных течений несжимаемой жидкости.

Ключевые слова: ламинарный пограничный слой, стационарное течение, несжимаемая
ньютоновская жидкость, тонкая плоская пластина, задача Блазиуса, 𝐵 -сплайн, аналитическая
аппроксимация, нелинейный метод наименьших квадратов (НМНК)
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problem in the boundary layer on a flat plate
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Abstract

In recent years, the steady-state flow of viscous fluids has attracted considerable research interest
due to its broad engineering applications. This study provides new insights into the classical problem of
the theory of the viscous laminar stationary boundary layer of an incompressible Newtonian fluid on a
thin flat plate (Blasius problem). A finite-difference solution to the Blasius problem was obtained by the
shooting method in combination with the Runge–Kutta numerical scheme of the fourth-order accuracy
over a large interval for a very fine mesh. The numerical results were validated against similar known
data of calculation tests. The Blasius function 𝑓(𝜂) and its first two derivatives were approximated
using the third-order 𝐵 -spline. Excellent agreement with the results of known calculations was
demonstrated. A new analytical correlation for the Blasius function, which approximates the results
of the calculations in a wide range of the self-similar variable 𝜂 , was established by the nonlinear least
squares method (NLLSM). The values of the function 𝑓 and its first- and second-order derivatives
were compared with known data. The results align with previous solutions. The longitudinal velocity
profile in the boundary layer, defined through the derivative 𝑓 ′ of the Blasius function, can serve as
the initial velocity profile in the numerical modeling of turbulent flat and three-dimensional flows of
an incompressible fluid.

Keywords: laminar boundary layer, steady-state flow, incompressible Newtonian fluid, thin flat
plate, Blasius problem, 𝐵 –spline, analytical approximation, nonlinear least squares method (NLLSM)
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Введение
В начале прошлого века Л. Прандтль [1,2] заложил основы теории пограничного слоя.

Эта теория нашла свое основное применение при расчете сопротивления трения, кото-
рое действует на тело при его перемещении в жидкости, например, сопротивления крыла
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самолета, лопасти турбины или судна. Двумерный поток над фиксированной непроница-
емой поверхностью создает пограничный слой, когда частицы движутся медленнее вбли-
зи поверхности, чем вблизи свободного потока. Эта проблема теории пограничного слоя
вызвала интерес у видных ученых. Задача Блазиуса – простейшая задача нелинейного
пограничного слоя. Огромное количество авторов исследовало различные аспекты этой
проблемы. Определение движения жидкости в области, близкой к поверхности пласти-
ны, как раз и называется проблемой или задачей Блазиуса [3], которая стала предметом
большого интереса математиков и физиков. Ей посвящены целые главы в монографиях
и учебниках по теории пограничного слоя [3–9], а также множество публикаций.

В 1908 году Г. Блазиус вывел уравнение (называемое в литературе уравнением Бла-
зиуса) с использованием методики преобразования подобия [10] для пограничного слоя
Прандтля (без градиента давления, давление 𝑝 постоянно). Преобразование подобия бы-
ло использовано для сведения параболической системы уравнений в частных производных
к одному обыкновенному нелинейному дифференциальному уравнению третьего порядка.

В работе [11] доказаны существование и единственность решения этой первоначаль-
ной задачи в частных производных. Вопросы единственности решения задачи Блазиуса
рассматривались также в [12,13].

Для решения названного выше уравнения разными авторами было использовано много
способов или методик. Первое аналитическое решение этого уравнения было предложено
Г. Блазиусом, который использовал формальное решение в виде ряда в окрестности стенки
и асимптотическое расширение для больших значений автомодельной переменной 𝜂 . Ряд
Блазиуса сходится в области |𝜂| ≤ 5.690 . В 1912 году К. Тoпфер [14] пересмотрел работу
Блазиуса и численно решил уравнение с начальными условиями. Наконец, более точное
численное решение уравнения Блазиуса было построено Л. Ховартом [15], который соста-
вил классическую таблицу значений функции Блазиуса 𝑓 и двух ее производных 𝑓 ′ , 𝑓 ′′

с пятью знаками после запятой. Им приведены данные расчета величины 𝜂 в сорока
пяти точках в диапазоне 0 ≤ 𝜂 ≤ 8.8 , которые использованы ниже для сравнения с ре-
зультатами, полученными в настоящей работе.

Известно много методов приближения функции Блазиуса 𝑓(𝜂) . Некоторые аналитиче-
ские подходы оказались полезными при решении уравнения пограничного слоя, например,
метод вариационной итерации [16–19], метод разложения Адомиана [20] и метод гомото-
пического анализа (метод продолжения по параметру, или деформационный метод) [21],
спектральные методы, основанные на ортогональных функциях [22], 𝐵 -сплайновые ап-
проксимации [23]. Применимость различных методов проверялась на хорошо известной
задаче Блазиуса много раз (см. обзоры [24,25]). Однако аналитические методы ограниче-
ны в своем применении и могут использоваться только в простых системах с несколькими
уравнениями.

Имеются также другие обобщения задачи Блазиуса, например, для плоской пласти-
ны в неньютоновской среде; для жидкости с учетом влияния термозависимой вязкости;
для пластины с массопереносом как за счет всасывания, так и за счет вдува.

Более общее уравнение Фолькнера – Скан [26, 27] описывает устойчивый двумерный
ламинарный пограничный слой, который образуется на клине, – течение, в котором пла-
стина не параллельна потоку. Здесь имеется приложенный градиент давления по длине
пластины. Это является обобщением задачи Блазиуса для плоской пластины, в которой
градиент давления вдоль пластины равен нулю. Такие случаи были изучены многими
исследователями.
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Численные решения с использованием компьютерного программного обеспечения и ал-
горитмов широко распространены в инженерных приложениях, относящихся к механике
жидкости. Известные системы компьютерной алгебры (символьных вычислений) – мате-
матические пакеты Maple [28,29], Matlab [30,31], Mathematica [21,32] и другие – способны
решать такие краевые задачи.

Стандартным численным способом решения двухточечных граничных задач являет-
ся метод стрельбы, который устраняет проблему, возникающую с граничным условием
на бесконечности 𝜂 → ∞ . Другие численные подходы использовали метод конечных раз-
ностей [33], предиктора – корректора [34], модифицированный предиктор – корректор, ис-
кусственную прямую нейронную сеть [35] и т. д. Их авторы изучали указанное уравнение
в основном для использования в качестве теста оценки точности для новых алгоритмов
и методов решения нелинейных дифференциальных уравнений с граничными условиями.

Возрастает также интерес ученых и инженеров к поиску приближенных аналитических
представлений функции Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее производных 𝑓 ′ , 𝑓 ′′ [29, 36].

1. Постановка задачи

Система уравнений двумерного ламинарного пограничного слоя несжимаемой нью-
тоновской жидкости совместно с начальными и граничными условиями представлена,
например, в [3–9, 37, 38]. В настоящем исследовании при решении классической задачи
Блазиуса о пограничном слое на плоской пластине использован численный подход, ос-
нованный на алгоритме стрельбы со схемой Рунге –Кутты четвертого порядка точности
на подробной сетке с большим количеством точек. Проведена аппроксимация 𝐵 -сплайном
функции Блазиуса 𝑓 , рассчитанной численно, оценены также производные 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ . При-
менен аналитический подход при оценке и подборе новой корреляции на основе данных
для функции 𝑓 , полученных численно методом НМНК.

2. Математическая модель

Условная схема течения динамического ламинарного пограничного слоя при обтекании
несжимаемой жидкостью плоской пластины (задача Блазиуса) приведена на рис. 1.

δ(x)  x

y

0

U∞

Рис. 1. Ламинарный пограничный слой при обтекании несжимаемой жидкостью плоской пласти-
ны (задача Блазиуса); 𝑥 , 𝑦 – ортогональные декартовые координаты; 𝑈∞ – скорость набегающего
потока; 𝛿 – толщина пограничного слоя
Fig. 1. Laminar boundary layer for incompressible fluid flow around a flat plate (Blasius problem);
𝑥 , 𝑦 – orthogonal Cartesian coordinates; 𝑈∞ – incoming flow velocity; 𝛿 – boundary layer thickness

Плоское стационарное движение вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости может
быть описано уравнениями Навье –Стокса в приближении пограничного слоя с высоким
числом Рейнольдса и представлено в виде [4, 37,38]
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Здесь и далее обозначения совпадают с общепринятыми : (1) – уравнение неразрывно-
сти и (2) – уравнение импульсов в проекции на ось 𝑥 ; 𝑥 , 𝑦 – ортогональные декартовые
координаты, где 𝑥 – координата вдоль поверхности, отсчитываемая от передней кромки
пластины, 𝑦 является нормальным направлением к стенке; соответствующие компоненты
скорости (продольная и нормальная) – 𝑢 и 𝑣 ; 𝑝 – среднее статическое давление, которое
зависит только от 𝑥 и не зависит от координаты 𝑦 ; 𝜌 – плотность жидкости; 𝜈 – кине-
матический коэффициент молекулярной вязкости жидкости; 𝑈∞ – скорость набегающего
потока.

3. Граничные условия
В качестве граничных условий для уравнений (1) и (2) заданы условия прилипания

и непротекания на стенке
𝑦 = 0 : 𝑢 = 0, 𝑣 = 0.

На внешней границе пограничного слоя имеем

𝑦 → ∞ : 𝑢→ 𝑈𝑒(𝑥),

где 𝑈𝑒 – скорость основного потока.
Если ввести функцию тока 𝜓 и перейти к переменным Мизеса 𝑥 и 𝜓, как в работе [10],

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, 𝑣 = −𝜕𝜓

𝜕𝑥
,

получим, что уравнение неразрывности удовлетворится автоматически. Подстановка
в уравнение импульсов (2) дает

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= 𝜈

𝜕3𝜓

𝜕𝑦3
.

Для задачи внешнего обтекания стационарным свободным потоком со скоростью 𝑈∞ гра-
ничными условиями уравнения третьего порядка будут

𝑦 = 0, −∞ < 𝑥 < +∞ : 𝜓 = 0,

𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 :
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 0, (3)

𝑦 → +∞, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 :
𝜕𝜓

𝜕𝑦
→ 𝑈𝑒(𝑥).

Уравнение Блазиуса имеет вид

𝑓 ′′′(𝜂) + 0.5𝑓(𝜂)𝑓 ′′(𝜂) = 0, 𝜂 ≥ 0, (4)
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где 𝑓 – безразмерная функция тока, 𝑓 = 𝜓/
√
𝑈∞𝜈𝑥 ; 𝜂 – переменная подобия,

определяемая как 𝜂 = 𝑦
√︀
𝑈∞/(𝜈𝑥) ; штрих обозначает дифференцирование по 𝜂 ;

�̄� = 𝑢/𝑈∞ = 𝑓 ′ – безразмерная продольная скорость в пограничном слое.
Граничные условия для этого уравнения можно выразить в виде

𝜂 = 0, 𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0,

𝜂 → +∞, 𝑓 ′ = 1.
(5)

Функция Блазиуса 𝑓 является решением простой нелинейной задачи пограничного
слоя – обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка при 𝜂 ⊆ [0,∞] .
Производная 𝑓 ′(𝑥) дает профиль скорости в пограничном слое на половине бесконечного
интервала. Имеем двухточечную краевую задачу (4), (5), описывающую стационарный
плоский поток вязкой жидкости вдоль пластины. Отметим, что исходная задача (4) рас-
сматривается на полубесконечном интервале.

4. Результаты численного моделирования
Краевая задача Блазиуса (4), (5) решалась численно методом пристрелки с использо-

ванием схемы Рунге –Кутты четвертого порядка точности на интервале 𝜂 ⊆ [0, 40] . Число
точек вычисления по координате 𝜂 было равно 1001 (расчет 2 ). Функция 𝑓 , включая
ее первую 𝑓 ′ и вторую 𝑓 ′′ производные, представлены на рис. 2 в области 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 .
Здесь же для сравнения приведены данные Ховарта [15] (точки 1 ) из работы [4]. Видно,
что результаты расчетов хорошо согласуются с решением Ховарта.
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Рис. 2. График функции Блазиуса и ее производных 𝑓 , 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 : 1 – данные
Ховарта из работы [4]; 2 – расчет для задачи Блазиуса (4) и (5)
Fig. 2. Graph of the Blasius function and its derivatives 𝑓 , 𝑓 ′ , and 𝑓 ′′ for 0 ≤ 𝜂 ≤10 : 1 – Howarth’s
data from [4]; 2 – calculation of the Blasius problem (4) and (5)

Функция 𝑓(𝜂) была аппроксимирована 𝐵 -сплайном третьего порядка [39], с количе-
ством точек 2001 на полубесконечном интервале 𝜂 ⊆ [0, 40] . 𝐵 -сплайн, как видно из гра-
фика, точно проходит через каждую расчетную точку, правильно вычисляет первую 𝑓 ′(𝜂)
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и вторую 𝑓 ′′(𝜂) производные. Кубический сплайн является гладким в первой производ-
ной и непрерывным во второй производной. Результаты расчетов показаны на рис. 3
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 . Для удобства восприятия отмечена каждая десятая точка.
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Рис. 3. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее производных 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 :
1 – аппроксимация 𝐵 -сплайном; 2 – расчет для задачи Блазиуса (4) и (5)
Fig. 3. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) and its derivatives 𝑓 ′(𝜂) and 𝑓 ′′(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 :
1 – 𝐵 -spline approximation; 2 – calculation of the Blasius problem (4) and (5)

В результате математической обработки с помощью алгоритма Левенберга – Мар-
квардта для НМНК предложена новая аппроксимация функции 𝑓(𝜂) от нормированной
координаты 𝜂 . Функция 𝑓 представлена в параметрическом виде – в виде рациональной
дроби от отрезков рядов Фурье – в интервале [−𝜋, 𝜋] изменения параметра 𝑡 :

𝑓(𝑡) =
(︁
𝑎0 +

5∑︁

1

(𝑎𝑖 cos(𝑖 𝑡) + 𝑏𝑖 sin(𝑖 𝑡))
)︁⧸︀(︁

𝑐0 +
5∑︁

1

(𝑐𝑖 cos(𝑖 𝑡) + 𝑑𝑖 sin(𝑖 𝑡))
)︁
, (6)

𝜂(𝑡) = −40 + 80(𝑡+ 𝜋)/(2𝜋), 𝑡 ⊆ [−𝜋, 𝜋].

Соответствующие коэффициенты определены из условия минимизации различий между
рассчитанными данными и значениями, полученными с использованием аналитическо-
го выражения. Видно, что приближенное аналитическое решение, полученное настоящим
способом, имеет хорошую точность аппроксимации во всем интервале. Значения коэффи-
циентов в формуле (6) приведены в табл. 1.

Рисунки 4–7 иллюстрируют функцию Блазиуса и ее производные. График функ-
ции 𝑓(𝜂) представлен на рис. 4 для 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 . Здесь кривая 2 показывает аппроксима-
цию, полученную по формуле (6), точки 1 – это результаты настоящих численных расче-
тов задачи Блазиуса (4) и (5) (для удобства восприятия дана каждая сороковая точка).
Независимая переменная 𝜂 дискретизирована в диапазоне [0, 40] с шагом 0.04 . Величи-
на достоверности аппроксимации 𝑅2 = 0.999999999999898997 . Стандартная ошибка равна
3.68396324464614181×10−06 . Здесь же приведен график 𝑓(𝜂) (кривая 3 ), построенный ин-
терполяционным полиномом из работы [29], который получен при помощи пакета Maple
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Табл. 1. Значения коэффициентов
Table 1. Values of approximation coefficients

𝑎0 35.5396693506857453 𝑐0 1
𝑎1 –54.4634814646330042 𝑐1 –1.47476509075902279
𝑏1 1.00944581347068968 𝑑1 0.32461330353516935
𝑎2 23.760694568625368 𝑐2 0.562706142200476372
𝑏2 –1.74228631165980711 𝑑2 –0.300985808076688625
𝑎3 –5.23296629210679103 𝑐3 –0.084139069383258464
𝑏3 1.27092806874448022 𝑑3 0.106963357320887097
𝑎4 0.382490992576368006 𝑐4 –0.00302986415448399835
𝑏4 –0.350925233215430188 𝑑4 –0.011506546783571724
𝑎5 0.013592879433268412 𝑐5 0.000289358324681787389
𝑏5 0.0132073542451078006 𝑑5 –0.000179480784699367342

и показан ниже:
𝑓(𝜂) = 0.169590122015878𝜂2 − 0.00975243043702233𝜂3+

+ 0.00949920484878554𝜂4 − 0.00490827418566491𝜂5+

+ 0.00107974724248178𝜂6 − 0.000128524622004544𝜂7+

+ 0.873236904505410× 10−5𝜂8 − 3.20151483330390× 10−7𝜂9+

+ 4.93213211515512× 10−9𝜂10.

(7)

Видно, что аппроксимация по формуле (7) дает неправильное поведение функции 𝑓(𝜂)
в области 𝜂 ⪆ 14 . Формула (6), найденная с помощью алгоритма Левенберга –Марквардта
для НМНК, хорошо оценивает значения функции 𝑓(𝜂) на очень большом интервале
0 ≤ 𝜂 ≤ 40 . Аппроксимации по формуле (6) сопоставимы и близки к результатам, получен-
ным численным интегрированием. Видно, что наклон 𝑓(𝜂) является постоянным при боль-
ших значениях 𝜂 . Если наклон функции постоянен при больших значениях 𝜂 , то значения
высших производных должны стремиться к нулю, как в случае 𝑓 ′′(𝜂) (см. рис. 7).

Для более понятного восприятия полученных данных на рис. 5 приведены графики,
построенные по формулам (6) и (7) в окрестности 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 . Видно, что все кривые
практически совпадают и проходят через точки, соответствующие численным расчетам 1.

Безразмерный профиль продольной скорости �̄� = 𝑓 ′ показан на рис. 6 для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 .
Здесь 1 – результаты расчета решения краевой задачи Блазиуса (4) и (5), приведена
каждая пятнадцатая точка на графике; 2 – первая производная функции (6); 3 – аппрок-
симация по следующей формуле из работы [29]:

𝑓 ′(𝜂) = 0.337538516034295𝜂 − 0.0224722593243771𝜂2+

+ 0.0309005339811106𝜂3 − 0.0211885940031025𝜂4+

+ 0.00562296515736044𝜂5 − 0.000773827415658246𝜂6+

+ 0.0000591838415872827𝜂7 − 0.239635130719565× 10−5𝜂8+

+ 4.01841870085965× 10−8𝜂9.

(8)
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Рис. 4. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 : 1 – расчет краевой задачи Блази-
уса (4)–(5); 2 – аппроксимация по формуле (6); 3 – расчет по формуле (7)
Fig. 4. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 : 1 – calculation of the Blasius boundary
value problem (4)–(5); 2 – approximation by the formula (7)
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Рис. 5. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) вблизи стенки 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 : 1 – расчет краевой задачи
Блазиуса (4) и (5); 2 – аппроксимация по формуле (6); 3 – расчет по формуле (7)
Fig. 5. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) near the wall 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 : 1 – calculation of the Blasius
boundary value problem (4) and (5); 2 – approximation by the formula (7)

На рис. 6 хорошо видно, что 𝑓 ′ увеличивается по мере увеличения расстояния от плоской
пластины до тех пор, пока не достигнет значения 1.0 на конце пластины.
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Рис. 6. Безразмерный профиль продольной скорости �̄� или первой производной функции 𝑓 ′(𝜂)
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – расчет краевой задачи Блазиуса (4)–(5); 2 – производная, рассчитанная
при аппроксимации по формуле (6); 3 – расчет по формуле (8)
Fig. 6. Dimensionless profile of the longitudinal velocity �̄� or the first derivative of the function 𝑓 ′(𝜂)
for 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – calculation of the Blasius boundary value problem (4)–(5); 2 – the derivative
calculated from the approximation by the formula (6); 3 – approximation by the formula (8)

Аналогичное сопоставление расчетных значений второй производной функции 𝑓 ′′(𝜂)
сделано для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 с использованием формулы [29] (см. рис. 7)

𝑓 ′′(𝜂) = 0.332057336270228− 0.0264531212585649𝜂+

+ 0.0663932833156139𝜂2 − 0.0689310639889838𝜂3+

+ 0.0232453293176898𝜂4 − 0.00381202903000096𝜂5+

+ 0.000334793989126382𝜂6 − 0.0000151821911347140𝜂7+

+ 2.79989280616388× 10−7𝜂8.

(9)

Здесь использованы те же обозначения, что на рис. 6. Видно, что аппроксимация (9)
снова не работает в области 𝜂 ⪆ 14 . Автор статьи [29] численно провел расчет реше-
ния краевой задачи Блазиуса (4) и (5) стандартным методом пристрелки и получил
решение для функции 𝑓(𝜂) и ее производных с тринадцатью знаками дробной части
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 12.43 , использовав простой (приведенный в статье), код системы компью-
терной алгебры Maple. Однако метод пристрелки расходится за пределами указанного
интервала. На основе численных расчетов, сделанных в [29], этим же автором предложе-
ны приближенные аналитические решения с использованием подгонки кривых: три разные
независимые аналитические функции для 𝑓(𝜂) , 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂) , которые, как видно, не соот-
ветствуют численным данным в области больших 𝜂 . Границы применимости этих формул
в статье не указаны. Отметим, что автор модифицировал также метод пристрелки, заме-
нив второе граничное условие для функции 𝑓 : 𝑓 ′(∞) = 1 на 𝑓 ′′(0) = 0.332057336270228 ,
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и получил более точное численное решение задачи, имеющее больший радиус сходимо-
сти |𝜂| ≤ 251.67409 . Результаты этого расчета второй производной от функции 𝑓(𝜂)
по формуле (6) хорошо совпадают со значениями 𝑓 ′′(𝜂) при численном моделировании.
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Рис. 7. График второй производной функции Блазиуса 𝑓 ′′(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – расчет
решения краевой задачи Блазиуса (4) и (5); 2 – производная при аппроксимации по формуле (6);
3 – аппроксимация по формуле (9)
Fig. 7. Graph of the second derivative of the Blasius function 𝑓 ′′(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – calculation
of the Blasius boundary value problem (4) and (5); 2 – the derivative calculated from the approximation
by the formula (6); 3 – approximation by the formula (9)

Производная 𝑓 ′(𝜂) , выражающая продольную скорость 𝑢, применяется при расчетах
в качестве начального профиля скорости в плоских и трехмерных задачах гидромехани-
ки [40–42]. Полученные результаты используются для численного моделирования, позво-
ляющего непрерывно рассчитывать область потока в пограничном слое с ламинарным,
переходным и турбулентным режимами при высокой интенсивности турбулентности сво-
бодного потока.

Заключение
Решение краевой задачи Блазиуса получено численным интегрированием посредством

пристрелки с использованием метода Рунге – Кутты четвертого порядка точности на боль-
шом интервале автомодельной переменной 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 для подробной мелкой сетки. По-
лученные точные значения 𝑓 , 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ использованы далее при получении конечного вы-
ражения для функции 𝑓(𝜂) из решения краевой задачи Блазиуса.

𝐵 -сплайном третьего порядка проведена аппроксимация функции Блазиуса 𝑓(𝜂)
и ее производных 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ с использованием большого числа точек. Установлено хоро-
шее совпадение с расчетами.

При исследовании пограничного слоя несжимаемой жидкости на плоской пластине
с нулевым градиентом давления найдена новая аппроксимация функции Блазиуса 𝑓(𝜂)
нелинейным методом наименьших квадратов, дающая полное совпадение с результатами
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численных расчетов. Проведено аналогичное сравнение результатов вычисления аппрок-
симаций производных 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ . Также наблюдается практическое совпадение с расчетными
точками. Аналитическая формула, полученная в настоящей работе, применима для всех
𝜂 ≥ 0 . Производные 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ стремятся к своим асимптотическим значениям при 𝜂 → ∞ .

Наиболее важными из полученных результатов представляются следующие: одна-
единственная найденная функция 𝑓 дает эффективное приближение к решению клас-
сической задачи Блазиуса; первая и вторая производные этой функции практически сов-
падают с точными значениями, численными расчетами и аппроксимациями 𝐵 -сплайнами.
Продольный профиль скорости в пограничном слое над плоской пластиной, рассчитанный
на основе первой производной функции Блазиуса 𝑓 ′, может быть использован в качестве
начального при численном моделировании переходных и турбулентных течений несжима-
емой жидкости.
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О некоторых свойствах коэффициентов в методе
структурных функций

Л.А. Кабанова
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Аннотация

Исследованы параметры метода структурных функций – способа построения приближенного
решения задач теории упругости для неоднородных тел. Доказана эквивалентность двух суще-
ствующих подходов к вычислению структурных функций; расширен список свойств структурных
функций. Метод структурных функций основан на представлении перемещений в неоднородном
теле в виде ряда по производным перемещений в однородном (сопутствующем) теле. Сопутству-
ющее тело предполагается имеющим ту же геометрию, что и неоднородное, и нагруженным так
же, как неоднородное тело. При решении практических задач представление решения в виде
ряда необходимо заменить частичной суммой упомянутого ряда. Для частного вида приближен-
ного решения сопутствующей задачи показана взаимосвязь количества слагаемых в частичной
сумме упомянутого ряда и порядка приближения решения сопутствующей задачи; приведены
соображения для выбора упругих свойств сопутствующего тела.

Ключевые слова: метод структурных функций, приближенное решение, трехмерная задача
теории упругости
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Abstract

Some parameters of the structural functions method, which is used to construct an approximate
solution to the elasticity problem for inhomogeneous solids, were analyzed. The equivalence of two
existing approaches to computing structural functions was proved, and the set of known properties
of structural functions was expanded. It was demonstrated that the method approximates the
displacements in an inhomogeneous body by expressing them as a series involving derivatives of the
displacements in a homogeneous (concomitant) body with the same geometry and loading. In practical
applications, the series representation of the solution must be replaced by the partial sum of the series.
For a specific class of approximate solutions to the concomitant problem, a relationship was established
between the number of terms used in the partial sum of the series and the approximation order of the
solution to the concomitant problem. Criteria for selecting elastic properties of the concomitant body
were discussed.

Keywords: structural functions method, approximate solution, three-dimensional problem of
elasticity theory
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Введение

Статья посвящена исследованию метода структурных функций ([1–3] и др.) – спосо-
ба построения приближенного решения трехмерной задачи теории упругости [4] для тела
произвольной неоднородности, разработанного В.И. Горбачевым. Исследование неодно-
родных материалов и конструкций, изготовленных из композиционных материалов, – од-
на из наиболее динамично развивающихся областей знания в силу широкого применения
изделий из композиционных материалов и высоких потребительских характеристик по-
следних. Заметим, однако, что использование композиционных материалов может быть
эффективным в первую очередь при условии использования высокоточных методов рас-
чета, корректно описывающих качественные и количественные особенности напряженно-
деформированного состояния неоднородного тела. Один из наиболее распространенных
приемов решения задач механики неоднородных тел – сведение последних к эквивалент-
ной (в том или ином смысле) задаче для однородного тела путем осреднения упругих
свойств неоднородного материала различными методами. Среди таких методов необхо-
димо отметить в первую очередь осреднение по Фойгту [5], по Рейссу [6, 7]; уточненный
подход Хашина –Штрихмана [8]. Большей точностью обладают разработанные позднее
подходы (метод Мори –Танака [9], метод Эшелби и самосогласованный метод [10–12], ме-
тод трех фаз [13,14]) и подходы, учитывающие геометрические особенности самого изделия
(например, модель Григолюка –Куликова [15], модель Мураками [16] для слоистых пла-
стин). Более подробный обзор литературы по тематике эффективных свойств материалов
приведен, например, в работах [17, 18]. Одним из наиболее гибких и универсальных под-
ходов можно назвать асимптотический метод, восходящий к работам Н.С. Бахвалова [19]
и Б.Е. Победри [4], а ныне реализованный для вязкоупругих материалов [20], ряда за-
дач нелинейной теории упругости [21], упругопластичности [22], теории пластин [23–25]
и других задач [26]. Асимптотический метод подразумевает необходимость выбора малого
геометрического параметра, что может быть возможно не всегда. Поэтому в работе [27] в
качестве варианта обобщения асимптотического метода был построен метод интегральной
формулы, давший начало методу структурных функций (МСФ): в работе [1] приведены со-
отношения МСФ для первой и второй краевых задач, а также показано, что соотношения
МСФ для первой краевой задачи могут быть применены к решению смешанной краевой
задачи. В более поздних работах того же автора и его учеников МСФ обобщен на случай
динамической задачи теории упругости [28], моментной теории упругости [29]; получены
упрощенные варианты метода для одномерных и двумерных постановок задач [30, 31].
В работе [32] продемонстрировано применение вариации МСФ для второй краевой
задачи – показано, что МСФ-приближения в ряде классических задач совпадают с извест-
ными решениями; в работе [33] – для вычисления эффективных свойств неоднородного
тела – показано, что результат применения МСФ сопоставим с результатами вычислений
по методу Мори –Танака; в статье [3] приведены структурные функции (СФ) для неодно-
родной полосы. В работах [34–36] построены МСФ-приближения решения задачи о нагру-
жении прямоугольной пластины – показано, что МСФ-приближения позволяют моделиро-
вать ряд важных качественных особенностей компонент напряженно-деформированного
состояния пластины. Применение МСФ требует выбора некоторых параметров, таких как
упругие свойства сопутствующего тела, точность решения сопутствующей задачи, порядок
МСФ. В [36] показано, что выбор этих параметров влияет на качество полученного при-
ближения. Настоящая работа посвящена исследованию некоторых свойств структурных
функций, а также параметров МСФ.
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1. Определение и свойства структурных функций
Общий вариант МСФ в перемещениях позволяет построить решение квазистатической

задачи теории упругости для тела произвольной неоднородности [4]:

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝑢𝑘,𝑙(−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(

−→𝑥 ) = 0, 𝜎𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝜀𝑘𝑙(−→𝑥 ),

𝜀𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 1

2
[𝑢𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) + 𝑢𝑗,𝑖(
−→𝑥 )],

𝑢𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 .

(1)

Здесь 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 ) – тензор упругих модулей неоднородного тела, удовлетворяющий обыч-

ным термодинамическим ограничениям [4]; 𝑢𝑖 , 𝜀𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗 – компоненты вектора переме-
щений, тензоров деформаций и напряжений неоднородного тела; 𝑋𝑖 – объемные силы;
Σ𝑢 и Σ𝜎 – часть границы тела с кинематическими или статическими краевыми усло-
виями соответственно, их объединение совпадает с полной границей тела; 𝑛𝑖 – внешняя
нормаль к границе. Система координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 – декартова, по повторяющимся малым
латинским индексам предполагается суммирование от 1 до 3 , а индекс после запятой
обозначает производную: 𝑓,𝑖 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
. Задачу (1) далее будем называть исходной.

В работах [1, 27] установлено, что решение исходной задачи можно построить в виде

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∫︁

𝑉

𝐺
(𝑖)
𝑚|𝑛(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑚𝑛𝑘𝑙 − 𝐶𝑚𝑛𝑘𝑙(
−→
𝜉 )]𝑒𝑘𝑙(

−→
𝜉 )𝑑𝑉𝜉, (2)

где |𝑛 обозначает частную производную 𝜕
𝜕𝜉𝑛

; 𝐺𝑘(
−→𝑥 ,−→𝜉 ) – тензор Грина неоднородного

тела [37],
[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺

(𝑡)
𝑘,𝑙(

−→𝑥 ,−→𝜉 )],𝑗 = −𝛿𝑖𝑡𝛿(𝑥1 − 𝜉1)𝛿(𝑥2 − 𝜉2)𝛿(𝑥3 − 𝜉3),

𝐺
(𝑡)
𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺
(𝑡)
𝑘,𝑙𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,
(3)

а 𝑣𝑘(
−→𝑥 ) – решение квазистатической задачи в перемещениях для однородного тела той

же формы, которая аналогична исходной с точки зрения внешних нагрузок и граничных
условий:

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0, 𝑠𝑖𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(

−→𝑥 ), 𝑒𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 1

2
[𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) + 𝑣𝑗,𝑖(
−→𝑥 )],

𝑣𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝑠𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 .

(4)

Здесь 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 – тензор упругих модулей однородного тела, удовлетворяющий обычным тер-

модинамическим ограничениям; 𝑣𝑖 , 𝑒𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑗 – компоненты вектора перемещений, тензоров
деформаций и напряжений однородного тела. Задачу (4) далее будем называть сопут-
ствующей.

Непосредственное вычисление компонент тензора Грина неоднородного тела представ-
ляет собой отдельную сложную задачу, поэтому в работе [27] было предложено использо-
вать приближение интегральной формулы (2) соотношением

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 ). (5)

Коэффициенты 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 ) представления (5) называют структурными функция-

ми (СФ). В [1] были предложены два подхода к вычислению последних.
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1.1. Вычисление структурных функций. Подстановкой соотношения (5) в инте-
гральную формулу (2) можно получить определение СФ [1]:

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 =

∫︁

𝑉

1

𝑞!
𝐺

(𝑖)
𝑚|𝑛(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑚𝑛𝑘𝑙 − 𝐶𝑚𝑛𝑘𝑙(
−→
𝜉 )](𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1) . . . (𝜉𝑖𝑞 − 𝑥𝑖𝑞) 𝑑 𝑉𝜉. (6)

Использование соотношения (6) – первый способ нахождения СФ в конкретной задаче, од-
нако его применение затрудняется необходимостью вычислять компоненты тензора Грина.
В [1] предложен другой способ нахождения СФ – из соображений совпадения объемных
сил в исходной (1) и сопутствующей (4) задаче, [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝑢𝑘,𝑙(−→𝑥 )],𝑗 = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) . Подста-
вив в это соотношение выражение (5) для перемещений 𝑢𝑖

1, перепишем его в терминах
производных 𝑒𝑚𝑛(

−→𝑥 ) :

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙,𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑗𝑒𝑘𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙,𝑗 +

∞∑︁

𝑞=0

[︁
[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙],𝑗𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞+

+𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑗 + [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ],𝑗𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑙𝑗

]︁
.

(7)

Достаточное условие выполнения равенства (7) – совпадение коэффициентов при
𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞 – позволяет записать следующую рекуррентную систему уравнений в частных
производных для отыскания СФ:

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛],𝑗 = 0,

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],𝑗 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙

− [𝐶𝑖𝑖1𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙],

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖𝑞𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1 ],𝑗 =

= −[𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑖𝑞−1𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−2 ], 𝑞 ⩾ 2.

(8)

Граничные условия к системе (8) можно записать аналогичным образом из соображений
совпадения граничных условий в исходной (1) и сопутствующей (4) задачах

𝑢𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑣𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑠𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

: (9)

в форме, рекуррентной по порядку производной 𝑒𝑚𝑛,

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝑞 ⩾ 0, (10)
[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙,𝑛𝑒𝑘𝑙

]︁
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

, 𝑞 = 0, (11)
[︁
𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞−1𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑛𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞

]︁
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0, 𝑞 ⩾ 1.

В [1] показано, что система (8), (10) и (11) является достаточным условием для выпол-
нения с помощью интегральной формулы (2) уравнений равновесия в исходной задаче.
Покажем, что представленные подходы к вычислению СФ (прямое вычисление по ком-
понентам тензора Грина (6) и решение рекуррентной системы (8), (10)–(11)) полностью
эквивалентны.

1Аргументы функций опущены для краткости там, где это возможно.
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Теорема 1. Структурные функции, определенные соотношениями (6), удовлетворя-
ют соотношениям (8), (10) и (11).

Доказательство. Проведем непосредственную проверку: подставим СФ первого по-
рядка, вычисленные в соответствии с (6), в первое уравнение системы (8) и обозначим
результат через 𝐼 :

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙(

−→𝑥 ) + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛(
−→𝑥 )],𝑗 =

=

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
,𝑗
𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼.

Поскольку [𝐶0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(

−→
𝜉 )] не зависит от −→𝑥 ,

𝐼 =

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )

]︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼1.

В силу теоремы Максвелла [37] для компонент тензора Грина 𝐺
(𝑘)
𝑠 (

−→
𝜉 ,−→𝑥 ) = 𝐺

(𝑠)
𝑘 (−→𝑥 ,−→𝜉 )

имеем

𝐼1 =

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
]︁
,𝑗|𝑡

[𝐶0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(

−→
𝜉 )]𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼2.

Ввиду формулы для производной произведения, теоремы Остроградского –Гаусса, приме-
ненной к ∫︁

𝑉

[︁(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
|𝑡
𝑑𝑉𝜉,

уравнений и граничных условий для тензора Грина (3) получаем

𝐼2 =

∫︁

𝑉

[︁(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
|𝑡
𝑑𝑉𝜉−

−
∫︁

𝑉

(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]|𝑡𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) =

= −𝐶𝑖𝑡𝑚𝑛,𝑡(
−→𝑥 ) + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 0.

Таким образом, 𝑁 -функции первого порядка (6) удовлетворяют первому уравнению си-
стемы (8).

Преобразуем выражение для производной 𝑁 -функции второго порядка, пользуясь тем,
что координаты 𝑥𝑖 декартовы и 𝑥𝑖,𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 :

𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1,𝑙(
−→𝑥 ) =

∫︁

𝑉

[𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡 (

−→
𝜉 ,−→𝑥 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)],𝑙[𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 =

=

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)[𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 −

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡 [𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝛿𝑖1𝑙𝑑𝑉𝜉 =

=

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑠)
𝑘,𝑙|𝑡(

−→𝑥 ,−→𝜉 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)[𝐶
0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 −𝑁𝑘𝑚𝑛(

−→𝑥 )𝛿𝑖1𝑙.
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Подставим полученное выражение в левую часть второго уравнения системы (8):

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1,𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑖1𝑁𝑘𝑚𝑛],𝑗 = [−𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝛿𝑖1𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑖1𝑁𝑘𝑚𝑛],𝑗+

+

∫︁

𝑉

[︀
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺

(𝑠)
𝑘,𝑙|𝑡(

−→𝑥 ,−→𝜉 )
]︀
,𝑗

[︀
𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)
]︀
(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)𝑑𝑉𝜉−

−
∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )

[︀
𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )
]︀
𝛿𝑖1𝑗𝑑𝑉𝜉 =

=
[︀
𝐶0

𝑖𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑖𝑡𝑚𝑛(
−→𝑥 )
]︀
𝛿𝑖1𝑡 − 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙(

−→𝑥 ),

что и требовалось доказать. Аналогично, дифференцированием соотношения (6), проверя-
ется выполнение заключительного уравнения системы (8) и граничных условий (10)–(11).
Соответствующие технические выкладки опущены.

Теорема 2. Решение системы уравнений в частных производных (8) с граничными
условиями (10) и (11) единственно.

Доказательство. Данное утверждение следует из единственности решения уравне-
ний типа [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐴𝑘𝑗1...𝑗𝑞 ,𝑙],𝑗 +𝐵𝑖𝑗1...𝑗𝑞 = 0, где 𝐵𝑖𝑗1...𝑗𝑞 – произвольное тензорное поле, так как
уравнения системы (8), разрешенные относительно старших по порядку СФ, имеют такой
же вид. В свою очередь, единственность решения уравнений указанного вида следует из
удовлетворения коэффициентов 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 ) термодинамическим ограничениям.

Следствие 1. Функции, удовлетворяющие системе (8) с граничными условиями (10)
и (11), совпадают со СФ (6), определенными из интегральной формулы (2); два подхода
к вычислению СФ (как взвешенных моментов тензора Грина и как решение системы
уравнений в частных производных ) эквивалентны.

Следствие 2. Для любой пары тензоров упругих свойств исходного и сопутствую-
щего тел 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 ) и 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 СФ, входящие в представление (2), определяются однозначно.

1.2. Вывод уравнений для структурных функций из вариационного под-
хода. Рекуррентную систему уравнений (8) можно также получить, применив вариаци-
онный подход. Для этого предположим, что 𝑣𝑘(

−→𝑥 ) – решение сопутствующей задачи (4),
а перемещения в исходном теле имеют вид (5), в котором искомыми являются СФ; кроме
того, пусть условия на кинематической границе Σ𝑢 для СФ выполнены.

Функционал Лагранжа для исходного тела имеет вид [38]

ℒ[𝑢] =
∫︁

𝑉

[𝜎𝑖𝑗(
−→𝑥 )𝜀𝑖𝑗(−→𝑥 )]/2𝑑 𝑉 −

∫︁

𝑉

[𝑋𝑖(
−→𝑥 )𝑢𝑖(−→𝑥 )]𝑑 𝑉 −

∫︁

Σ𝜎

[𝑃 0
𝑖 (
−→𝑥 )𝑢𝑖(−→𝑥 )]𝑑Σ

и может быть переписан в терминах СФ:
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ℒ[𝑁 ] =
1

2

∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )
[︃
𝑣𝑘,𝑙(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )
)︁
,𝑙

]︃
× (12)

×
[︃
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )
)︁
,𝑗

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

𝑉

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(

−→𝑥 ) *
[︃
𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

Σ𝜎

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑛𝑡(

−→𝑥 ) *
[︃
𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )

]︃
𝑑Σ.

Здесь учтено, что 𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(
−→𝑥 ) во всем теле, 𝑃 0

𝑖 (
−→𝑥 ) = 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(
−→𝑥 )𝑛𝑗 на статиче-

ской границе Σ𝜎 , а граничные условия на кинематической границе Σ𝑢 выполнены.
Вариационное уравнение для функционала (12) имеет вид

𝛿ℒ[𝑁 ] =

∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )
[︃ ∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝛿𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙(

−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )+

+𝛿𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞𝑙(

−→𝑥 )
)︁]︃

×

×
[︃
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )
)︁
,𝑗

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

𝑉

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(

−→𝑥 )
∞∑︁

𝑞=0

𝛿𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )𝑑 𝑉−

−
∫︁

Σ𝜎

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑛𝑡(

−→𝑥 )
∞∑︁

𝑞=0

𝛿𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )𝑑Σ = 0.

(13)

Выделив слагаемые при 𝛿𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 ) и приравняв их к нулю, получим соотношения

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )
(︁
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

[𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )],𝑗

)︁]︁
,𝑙
= 𝐶0

𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(
−→𝑥 ), 𝑥 ∈ 𝑉,

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )
(︁
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

[𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )],𝑗

)︁]︁
𝑛𝑙 = 𝐶0

𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝(
−→𝑥 )𝑛𝑡, 𝑥 ∈ Σ𝜎,

достаточные условия выполнения которых совпадают с системой (8)–(11).

1.3. Свойства структурных функций. В работе [1] отмечено, что СФ – взвешен-
ные моменты тензора Грина; кроме того, СФ 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 порядка 𝑞 имеют размерность 𝐿𝑞+1 ,
𝐿 – единица длины. Из определения (6) и эквивалентности подходов к вычислению СФ
следуют дополнительные свойства СФ.
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A. СФ зависят от упругих свойств сопутствующего тела, но не от решения сопутствую-
щей задачи, в том числе не зависят от точности, характера приближения и т. п. для
приближенных решений сопутствующей задачи.

B. СФ зависят от граничных условий исходной смешанной краевой задачи (1), но не
зависят от величины и характера объемных сил, приложенных к исходному телу.

C. В тривиальном случае 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 ) ≡ 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 СФ тождественно обращаются в нуль.

2. Применение МСФ к решению трехмерных задач теории упругости
Рассмотрим вопрос о применении МСФ для построения решения конкретной задачи.

Вычисление полной суммы ряда (5) не представляется возможным, следовательно, при
практической реализации МСФ необходимо ограничиться представлением перемещений в
исходном теле в виде частичной суммы ряда (5):

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
𝑄∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑘,𝑙𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 ). (14)

Будем называть метод, основанный на этом представлении, МСФ порядка 𝑄+1 . Заметим,
что поле, определенное соотношением (14), задает только приближенное решение исходной
задачи.

Для сопутствующей задачи (4) – трехмерной задачи теории упругости для однородно-
го тела – как правило, не построено точное аналитическое решение, однако разработано
несколько приближенных решений разной точности; кроме того, из общих построений
МСФ не следует напрямую выбор упругих свойств сопутствующего тела. Поскольку
представление (14) задает приближенное решение исходной задачи, требует изучения
влияние упомянутых параметров МСФ – 𝑄 , точности решения сопутствующей задачи
и упругих свойств сопутствующего тела – на качественные и количественные свойства
МСФ-приближений.

2.1. Пример: реализация МСФ для задачи о нагружении пластины. Опи-
шем взаимное влияние порядка 𝑄 МСФ и точности решения сопутствующей зада-
чи в следующем случае. Пусть приближенное решение сопутствующей задачи можно
искать в виде

𝑣𝑘(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥
(𝑟)
3 𝜙

(𝑟)
𝑘 (𝑥1, 𝑥2), (15)

например, такой вид приближенного решения сопутствующей задачи соответствует слу-
чаю пластины [39,40], если координаты 𝑥1, 𝑥2 – координаты в серединной плоскости пла-
стины, а 𝑥3 ортогональна серединной плоскости. Предположим также, что выбраны кон-
кретные значения 𝑄 и 𝑅 . Тогда определению из уравнений (8) и граничных условий

(10)–(11) подлежат
𝑄∑︁

𝑞=0

[9(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)] СФ.

Рассмотрим подробнее граничные условия (10). Будем называть условие (10) для функ-
ции 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 тривиальным, если соответствующая производная 𝑣𝑘,𝑙𝑖1...𝑖𝑞(

−→𝑥 ) ≡ 0 ∀−→𝑥 ∈ Σ𝑢 ,
в противном случае будем называть условие нетривиальным для соответствующей
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функции; из нетривиального условия на границе Σ𝑢 автоматически следует условие
𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 |Σ𝑢 = 0 для соответствующих значений индексов. Аналогичную терминологию
введем и для следствий из статических граничных условий (11). Перепишем граничные
условия (10) и (11) с учетом представления решения сопутствующей задачи в виде (15)
и конечного порядка МСФ:

[︃
𝑁𝑖𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑞

+𝑁𝑖𝑘3𝐼1...𝐼𝑞

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟𝑥𝑟−1
3 𝜙𝑟

𝑘,𝐼1...𝐼𝑞
+ · · ·+

+𝑁𝑖𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑞+1

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟(𝑟 − 1) . . . (𝑟 − 𝑞)𝑥𝑟−𝑞−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝑞 = 0, . . . , 𝑄;

[︃(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝐿 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝐿,𝑛 − 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝐿

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿+

+
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘3 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘3,𝑛 − 𝐶0

𝑖𝑗𝑘3

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟𝑥𝑟−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,

[︃(︁
𝐶𝑖𝑗𝑚𝐼𝑞𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞−1 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞 ,𝑛

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑞

+ · · ·+

+
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑚3𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  

𝑞

+ 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑞+1

,𝑛

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟 . . . (𝑟 − 𝑞)𝑥𝑟−𝑞−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,

𝑞 = 1, . . . , 𝑄− 1,
[︃
𝐶𝑖𝑗𝑚𝑁𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑄

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑄𝑁 + · · ·+

+𝐶𝑖𝑗𝑚3𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑄+1

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟 . . . (𝑟 −𝑄− 1)𝑥𝑟−𝑄−2
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0.

Чтобы корректно вычислить СФ, необходимо наличие нетривиальных граничных усло-
вий для каждой из них. Таким образом, при 𝑅 < 𝑄 + 2 система уравнений и граничных
условий для 𝑁 -функций смешанной задачи является недоопределенной. Иначе говоря,
повышать порядок МСФ, не повышая точности решения сопутствующей задачи, нецеле-
сообразно. В терминологии моделей пластин, принятой в работах [41] и др., в качестве
решения сопутствующей задачи для МСФ порядка 𝑄 + 1 необходимо выбирать модель
не меньшего порядка по поперечным деформациям. Алгоритм применения МСФ можно
сформулировать следующим образом.

A. Выбрать параметры 𝑅 и 𝑄 с учетом рекомендуемого соотношения 𝑅 ⩾ 𝑄+ 2 .

B. Поставить исходную и сопутствующую задачи.

C. Выделить нетривиальные граничные условия для СФ.

D. Определить общий вид СФ, отличных от 0. Выбрать упругие свойства сопутствую-
щего тела.
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E. Построить итоговые приближения к решению исходной задачи.

Отметим, что из общих построений МСФ для смешанной краевой задачи не следуют
никакие ограничения на выбор упругих свойств сопутствующего тела, за исключением
обычных термодинамических ограничений на упругие модули материала: интегральная
формула (2) верна независимо от выбора 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 . Однако при использовании МСФ конечно-
го порядка выбор 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 существенно влияет на качество приближения к решению исходной
задачи – это продемонстрировано, в частности, в работе [36]; ниже для примера приведем
соображения для выбора упругих свойств сопутствующего тела.

2.2. Пример: приближенные решения задачи о нагружении слоистой сво-
бодно опертой на контуре пластины. В качестве примера применения МСФ рассмот-
рим задачу о нагружении прямоугольной пластины размером 𝐿1 × 𝐿2 × ℎ , составленной
из слоев, ортотропных в осях координат, параллельных сторонам пластины (𝐶𝛼𝛼𝛼𝛽 = 0 ,
𝐶𝛼𝛼𝛽𝛾 = 0); свободно опертой на боковых гранях [40, 42]. Математическая постановка ис-
ходной задачи имеет вид

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥3)𝑢𝑘,𝑙(
−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(

−→𝑥 ) = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝜎𝑖3(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2),

𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑢2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑢3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝜎11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0,

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑢1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑢3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝜎22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0,

(16)

а сопутствующей задачи –

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑠𝑖3(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2),

𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑣2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑣3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑠11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0,

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑣1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑣3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑠22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0.

(17)

В работах [34, 36] описана процедура вычисления СФ первого и второго порядков для
пары задач (16) и (17): приведем только выводы из этих вычислений. Для решения со-
путствующей задачи подразумеваем, что выбор модели пластины не грубее, чем модель
третьего порядка по поперечным деформациям (TSDT, [40,41]).

2.2.1. Приближение первого порядка. МСФ-приближение первого порядка по-
строим путем выбора 𝑄 = 0 в соотношении (14). В случае выбранной неоднородности
система уравнений и граничных условий для отыскания СФ первого порядка примет
вид [36]

[︀
𝐶𝑖3𝑚𝑛(𝑥3) + 𝐶𝑖3𝑘3(𝑥3)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(𝑥3)

]︀
,3
= 0,

[︀
𝐶𝑖3𝑚𝑛(±ℎ/2) + 𝐶𝑖3𝑘3(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(±ℎ/2)

]︀
= 𝐶0

𝑖3𝑚𝑛, (18)
𝐶𝑖3𝑘𝑙(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛(±ℎ/2) = 0. (19)

Заметим, что система (19) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка для функций 𝑁113(𝑥3), 𝑁223(𝑥3), 𝑁311(𝑥3), 𝑁322(𝑥3), 𝑁333(𝑥3) ,
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на каждую из которых сформулированы четыре граничных условия. Первые уравнения
системы (18) легко проинтегрировать:

𝑁3𝛼𝛼 =

𝑥3∫︁

−ℎ/2

(𝐶0
33𝛼𝛼 − 𝐶33𝛼𝛼)/𝐶3333𝑑𝑦 + 𝑘3𝛼𝛼,

𝑁𝛼𝛼3 =

𝑥3∫︁

−ℎ/2

(𝐶0
𝛼3𝛼3 − 𝐶𝛼3𝛼3)/𝐶𝛼3𝛼3𝑑𝑦 + 𝑘𝛼𝛼3,

(20)

в соотношениях (20) и далее отсутствует суммирование по греческим индексам,
а 𝑘𝑖𝑗𝑘 – константы интегрирования. Соотношение же (19) при произвольных 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 удо-
влетворить нельзя: из условия (19) на нижней лицевой плоскости следует, что 𝑘𝑖𝑗𝑘 = 0 , а
условие на верхней лицевой плоскости будет выполнено, если и только если

𝐶0
33𝛼𝛼 =

⟨︀
𝐶33𝛼𝛼/𝐶3333

⟩︀
/
⟨︀
1/𝐶3333

⟩︀
, 𝐶0

𝛼3𝛼3 = 1/
⟨︀
1/𝐶𝛼3𝛼3

⟩︀
. (21)

Таким образом, поперечные модули сопутствующего тела уже не могут быть произвольны-
ми, а должны быть выбраны в соответствии с (21). Продольные же модули 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 остаются
параметрами метода. Перемещения в исходном теле с учетом вида СФ (20), вида решения
сопутствующей задачи (15) и 𝑄 = 0 в соотношении (14) имеют вид

𝑢1(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
1 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁113(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3,1(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+𝑁113(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
1 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝑢2(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
2 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁223(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3,2(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+𝑁223(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
2 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝑢3(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁311(𝑥3)𝜙

(𝑟)
1,1(𝑥1, 𝑥2) +𝑁322(𝑥3)𝜙

(𝑟)
2,2(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+

+𝑟𝑥𝑟−1
3 𝑁333(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
.

(22)

Соотношения (22) задают набор приближений к решению исходной задачи (1), выполня-
ющих граничные условия и параметризованных выбором 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 : все функции 𝜙
(𝑟)
𝑖 (𝑥1, 𝑥2)

зависят от выбора 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 . Выбрать 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 необходимо так, чтобы соотношения (22) зада-
вали поле перемещений, максимально приближенное к точному. Поскольку (22) при пере-
менных 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 можно трактовать как кинематически допустимые поля перемещений, вос-
пользуемся вариационным подходом, принимая во внимание, что параметр полей – 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 .
Приведем только основные выкладки вариационного подхода. Введем обозначения

𝜀𝐼𝐽(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐴1,𝑟

𝐼𝐽𝐾𝐿(𝑥3)𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐿(𝑥1, 𝑥2) + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝐾𝐿(𝑥3)𝜙
(𝑟)
3,𝐾𝐿(𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝜀𝐼3(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐵1,𝑟

𝐼𝐾𝜙
(𝑟)
𝐾 +𝐵2,𝑟

𝐼𝐿𝜙
(𝑟)
3,𝐿 +𝐵3,𝑟

𝐼𝐾𝐿𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐿

]︁
,

𝜀33(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐶1,𝑟𝜙

(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2) + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄(𝑥1, 𝑥2)

]︁
,
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где
𝐴1,𝑟

1111 = 𝐴1,𝑟
1212 = 𝑥𝑟3 +𝑁113(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 , 𝐴1,𝑟

1221 = 𝐴1,𝑟
2222 = 𝑥𝑟3 +𝑁223(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 ,

𝐴3,𝑟
1111 = 𝐴3,𝑟

1212 = 𝑥𝑟3𝑁113(𝑥3), 𝐴3,𝑟
1221 = 𝐴3,𝑟

2222 = 𝑥𝑟3𝑁223(𝑥3);

𝐵1,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
1 +𝑁113,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁113(𝑥3),

𝐵1,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
1 +𝑁223,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁223(𝑥3);

𝐵2,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
𝑁113(𝑥3) +𝑁333(𝑥3))

)︁
+ 𝑥𝑟3

(︁
1 +𝑁113,3(𝑥3)

)︁
,

𝐵2,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
𝑁223(𝑥3) +𝑁333(𝑥3))

)︁
+ 𝑥𝑟3

(︁
1 +𝑁223,3(𝑥3)

)︁
;

𝐵3,𝑟
111 = 𝐵3,𝑟

212 = 𝑥𝑟3𝑁311(𝑥3), 𝐵3,𝑟
121 = 𝐵3,𝑟

222 = 𝑥𝑟3𝑁322(𝑥3);

𝐶1,𝑟 = 𝑟𝑥𝑟−1
3

(︁
1 +𝑁333,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁333(𝑥3),

𝐶2,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3 𝑁311(𝑥3) + 𝑥𝑟3𝑁311,3(𝑥3), 𝐶2,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3 𝑁322(𝑥3) + 𝑥𝑟3𝑁322,3(𝑥3).

Первая вариация интеграла по объему, входящая в функционал Лагранжа (12), записан-
ный в терминах поля (22), имеет вид

𝛿ℒ𝑉 =
𝑅∑︁

𝑟=0

𝑅∑︁

𝑡=0

𝐿1∫︁

0

𝐿2∫︁

0

ℎ/2∫︁

−ℎ/2

[︁(︁
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

1,𝑡
𝐾𝑁 [𝐵

1,𝑟
𝐼𝑉 𝜙

(𝑟)
𝑉 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑈𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑈,𝑉 ]−

−
[︀
𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑀 + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑀) + 𝐶33𝐾𝐿(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3,𝑀 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑀)

]︀
𝐴1,𝑡

𝐾𝐿𝑁𝑀−
−
[︀
𝐶33𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐾𝐿𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑈 + 𝐴3,𝑟

𝐾𝐿𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑈) + 𝐶3333(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3,𝑈 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑈)

]︀
𝐶2,𝑡

𝑁𝑈+

+
[︀
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

3,𝑡
𝐾𝑁𝑀 [𝐵1,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑀 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 𝑀 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑉 𝑈𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑈𝑀 ]

]︀)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
𝑁 +

+
(︁[︀

[𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿(𝐴
1,𝑟
𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑀𝐹 + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑀𝐹 )+

+𝐶33𝐾𝐿(𝐶
1,𝑟𝜙

(𝑟)
3,𝑀𝐹 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑀𝐹 )]𝐴

3,𝑡
𝐾𝐿𝐹𝑀

]︀
+

+
[︀
[𝐶33𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐾𝐿𝑈𝑉 𝜙

(𝑟)
𝑈,𝑉 + 𝐴3,𝑟

𝐾𝐿𝑈𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑈𝑉 ) + 𝐶3333(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄)]𝐶

1,𝑡
]︀
−

−
[︀
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

(2,𝑡)
𝐾𝑁 [𝐵1,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑁 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 𝑁 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑉 𝑈𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑈𝑁 ]

]︀)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
3

]︁
𝑑 𝑥3 𝑑 𝑥2 𝑑 𝑥1−

−
𝑅∑︁

𝑡=0

𝐿1∫︁

0

𝐿2∫︁

0

𝐻/2∫︁

−𝐻/2

[︁(︁
𝑋1𝑥

𝑡
3 +𝑋1𝑡𝑥

𝑡−1
3 𝑁113 −𝑋3,1𝑥

𝑡
3𝑁311

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
1 +

+
(︁
𝑋2𝑥

𝑡
3 +𝑋2𝑁223𝑡𝑥

𝑡−1
3 −𝑋3,2𝑥

𝑡
3𝑁322

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
2 +

(︁
𝑋3𝑥

𝑡
3 + 𝑡𝑥𝑡−1

3 𝑁333 −𝑋1,1𝑁113𝑥
𝑡
3 −𝑋2,2𝑁223𝑥

𝑡
3

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
3 𝑑 𝑥3 𝑑 𝑥2 𝑑 𝑥1

]︁
.

(23)

С учетом того, что выбору подлежат 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , точно удовлетворить вариационному

уравнению 𝛿ℒ = 0 не представляется возможным. Объемные силы 𝑋𝑖 можно записать в
терминах 𝜙

(𝑟)
𝑘 :
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𝑋𝑖 = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗 =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︀
𝐶0

𝑖𝐽𝐾𝐿𝑥
𝑟
3𝜙

(𝑟)
𝐾,𝐿𝐽 + 𝐶0

𝑖3𝐾𝐿𝑟𝑥
𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
𝐾,𝐿+

+𝐶0
𝑖𝐽𝐾3

(︀
𝑟𝑥𝑟−1

3 𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐽 + 𝑥𝑟3𝜙

(𝑟)
3,𝐾𝐽

)︀
+ 𝐶0

𝑖3𝐾3

(︀
𝑟𝑥𝑟−1

3 𝜙
(𝑟)
3,𝐾 + 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝜙
(𝑟)
𝐾

)︀
+

+𝐶0
𝑖𝐽33𝑥

𝑟−1
3 𝑟𝜙

(𝑟)
3,𝐽 + 𝐶0

𝑖333𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2
3 𝜙

(𝑟)
3

]︀
.

Это представление можно подставить в (23) и выбрать 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 из соображений минимиза-

ции (𝛿ℒ)2 : в этом случае необходимо выбрать 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 =< 𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿 + 𝐶𝐼𝐽33𝑁3𝐾𝐿,3 > . Таким

образом, упругие свойства сопутствующего тела, выбранные в работе [36], совпадают с
выбранными из соображений минимизации (𝛿ℒ)2 .

2.2.2. Приближение второго порядка. Рассмотрим приближение решения зада-
чи (16) МСФ второго порядка (𝑄 = 1 в соотношении (14)). В этом случае уравнения (8)
примут вид

[𝐶𝑖3𝑚𝑛 + 𝐶𝑖3𝑚3𝑁𝑘𝑚𝑛,3],3 = 0,

[𝐶𝑖3𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],3 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙

− [𝐶𝑖𝑖1𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙,3 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙].

Из совпадения кинематических и статических граничных условий исходной (16) и со-
путствующей (17) задач на границах 𝑥1 = 0, 𝐿1 и 𝑥2 = 0, 𝐿2 следует, что 𝑁𝛼𝛼𝛽𝛾 ≡ 0 ,
𝑁𝛼𝛼𝛼𝛽 ≡ 0 . Из совпадения статических граничных условий на лицевых поверхностях сле-
дует, что

𝐶𝑖3𝑚𝑛(±ℎ/2) + 𝐶𝑖3𝑘3(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(±ℎ/2) = 𝐶0
𝑖3𝑚𝑛,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁1𝛼𝛼1,3 = 𝑁2𝛼𝛼2,3 = 𝑁3𝛼𝛼3,3 = −𝑁3𝛼𝛼, 𝛼 = 1, . . . , 3,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁𝛽𝛽33,3 = −𝑁𝛽𝛽3, 𝛽 = 1, 2,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁1122,3 = 0, 𝑁2211,3 = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝐶33𝛾𝛾𝑁𝛾𝛾3 = −𝐶3333𝑁33𝛾𝛾,3, 𝛾 = 1, 2,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1

⃒⃒
⃒
𝑥3=±ℎ/2

= 0.

(24)

СФ второго порядка примут вид

𝑁𝛼𝛽𝛽𝛼(𝑥3) =

𝑥3∫︁

−𝐻/2

[︁ 1

𝐶𝛼3𝛼3(𝑧)

𝑧∫︁

−𝐻/2

(︁
𝐶0

𝛼𝛼𝛽𝛽 − 𝐶𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑦)−

−𝐶𝛼𝛼33(𝑦)𝑁3𝛽𝛽,3(𝑦)
)︁
𝑑 𝑦 −𝑁3𝛽𝛽(𝑧)

]︁
𝑑 𝑧,

𝑁𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥3) =

𝑥3∫︁

−𝐻/2

[︁ 1

𝐶𝛼3𝛼3(𝑧)

𝑧∫︁

−𝐻/2

(︁
𝐶0

𝛼𝛽𝛼𝛽 − 𝐶𝛼𝛽𝛼𝛽(𝑦)
)︁
𝑑 𝑦
]︁
𝑑 𝑧, 𝛼 = 1, 2,

𝑁𝛼𝛼33(𝑥3) = −
𝑥3∫︁

−ℎ/2

𝑁𝛼𝛼3(𝑦)𝑑𝑦, 𝑁33𝛼𝛼(𝑥3) = −
𝑥3∫︁

−ℎ/2

𝐶33𝛼𝛼(𝑦)

𝐶3333(𝑦)
𝑁𝛼𝛼3(𝑦)𝑑𝑦.

(25)
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Приведенные соотношения уточнены по сравнению с работой [36]. Свойства сопутствую-
щего тела в случае метода второго порядка выбраны из соображений выполнения условий
(24) на верхней лицевой поверхности (функции, определенные соотношениями (25), авто-
матически удовлетворяют граничным условиям на нижней лицевой поверхности): из этих
условий подлежат выбору все компоненты тензора модулей упругости сопутствующего
тела. Заметим, что в случае исходного тела с кусочно-постоянными упругими свойства-
ми СФ первого порядка – кусочно-линейные функции поперечной координаты, а второго
порядка – кусочно-параболические.

Решение тестовой задачи (16) приближается к точному при уменьшении отношения
толщины к поперечным размерам пластины. Приведем результаты вычисления прибли-
женных решений задачи (16) для ортотропных исходных пластин, нормализованные тех-
нические постоянные которых приведены в табл. 1. Размеры пластины в плане – 𝐿× 𝐿 ,
пластина нагружена поверхностными силами

𝑞+3 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑞0 sin(𝜆1𝑥1) sin(𝜇1𝑥2),

𝑞+1 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑞±2 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑞−1 (𝑥1, 𝑥2) = 0 , 𝑞−3 (𝑥1, 𝑥2) = 0.

Рассмотрены пластины с отношением толщины к размерам в плане 1/4 и 1/8 .
В качестве решения сопутствующей задачи использовано высокоточное решение
N.J. Pagano [43]; аналогичное решение для исходной задачи использовано в ка-
честве контрольного. Приведем (рис. 1) графики нормализованных значений про-
дольного перемещения �̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) = 100𝐻3 * 𝐸𝑇 * 𝑢1(0, 𝐿/2, 𝑥3)/𝑞0𝐿4 и напряжения
�̂�11 = 𝐻𝜎11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3)/𝑞0𝐿

2 .

Табл. 1. Нормализованные технические постоянные пластины
Table 1. Normalized engineering constants of the plate

Слой 𝐸1

𝐸𝑇

𝐸2

𝐸𝑇

𝐸3

𝐸𝑇
𝜈12 𝜈13 𝜈23

𝐺12

𝐸𝑇

𝐺13

𝐸𝑇

𝐺23

𝐸𝑇

[𝐻/6, 𝐻/2] 50 1 1 0.25 0.25/50 0.25/50 0.5 0.5 0.2
[−𝐻/6, 𝐻/6] 1 20 1 0.25/20 0.25 0.25/20 0.5 0.2 0.5
[−𝐻/2,−𝐻/6] 50 1 1 0.25 0.25/50 0.25/50 0.5 0.5 0.2

Заключение
Исследованы свойства структурных функций – функциональных коэффициентов, вхо-

дящих в приближенное решение задачи теории упругости для неоднородного тела, постро-
енное методом структурных функций. Данный метод основан на представлении перемеще-
ний в неоднородном теле в виде ряда по производным решения задачи теории упругости
для однородного тела идентичной геометрии, подвергнутого тем же нагрузкам и закрепле-
ниям. Уравнения для определения структурных функций, которые в предыдущих работах
были выведены из соображений совпадения уравнений равновесия исходной и сопутству-
ющей задач, в данной работе получены из вариационного принципа Лагранжа. Приведено
доказательство эквивалентности двух существующих подходов к вычислению структур-
ных функций, единственности структурных функций для выбранной пары исходной и со-
путствующей задач. В дополнение к описанным предыдущими исследователями отмечены
следующие свойства структурных функций:
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• структурные функции зависят от упругих свойств сопутствующего тела и обраща-
ются в нуль в тривиальном случае,

• структурные функции зависят от граничных условий смешанной краевой задачи,

• структурные функции не зависят от точности решения сопутствующей задачи.

Рис. 1. Результаты вычисления приближенных решений задачи (16) для пластины с упругими
свойствами (табл. 1). Верхние рисунки представляют продольные напряжения �̂�11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3) ,
нижние – перемещения �̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) . Левые иллюстрации относятся к пластине с 𝐻/𝐿 = 1/4 ,
правые – 𝐻/8 . Сиреневые кривые – МСФ-приближение первого порядка, серые – второго поряд-
ка, красные – контрольное решение N.J. Pagano
Fig. 1. Approximate solutions to problem (16) for a plate with elastic properties (see table). The
upper graphs display longitudinal stresses �̂�11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3) , the bottom graphs show displacements
�̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) . The left and right graphs correspond to a plate with a span-to-depth ratio 𝐻/𝐿 = 1/4
and 𝐻/8 , respectively. Purple curves – the first-order structural functions method approximation, gray
curves – the second-order approximation, red curves – the classical solution by N.J. Pagano

Определено понятие порядка метода – наибольшего порядка производных перемеще-
ний в сопутствующем теле, входящих в приближенное решение исходной задачи. Пока-
зано, что использование метода порядка 𝑄 + 1 оправдано в сочетании с приближенным
решением сопутствующей задачи, позволяющим найти производные деформаций порядка
𝑄+1 по всем координатам. В качестве примера применения метода рассмотрена задача о
нагружении слоистой прямоугольной пластины, свободно опертой на контуре: приведены
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приближенные решения этой задачи методом структурных функций первого и второго
порядков.
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Аннотация

Предложен язык описания онтологии Единого цифрового пространства научных знаний
(ЕЦПНЗ), учитывающий специфику пространства, связанную с высокой динамикой появления
новых научных результатов, наличием объектов различных видов с многоуровневыми атрибу-
тами и связями. Язык базируется на принципах, заложенных в основу языка Ontology WEB
Language, но, в отличие от него, ориентирован на описание многоуровневых атрибутов объектов
и именованных связей различной структуры. На основе анализа специфики объектов ЕЦПНЗ
осуществлена классификация их атрибутов и связей между ними. Выделено пять типов атрибу-
тов – простые атрибуты первого и второго родов, составные атрибуты первого и второго родов,
атрибуты «как связь» и три класса связей – универсальные, квазиуниверсальные и специфи-
ческие. Каждая связь внутри класса может являться «простой» или составной одного из трех
родов. Основой предлагаемого языка являются справочники и словари унифицированной струк-
туры, представленные в нотации JSON. Синтаксис языка базируется на системе уникальных
имен, формируемых по фиксированным мнемоническим правилам, позволяющим по структуре
имени однозначно определять вид представленного элемента и его связи с конкретным объектом.
Использование языка проиллюстрировано примерами.

Ключевые слова: пространство научных знаний, связанные данные, онтология, структури-
зация, атрибуты объектов, формализованный язык
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Abstract

A language for describing the Common Digital Space of Scientific Knowledge (CDSSK) ontology
was proposed. Tailored to the evolving digital knowledge space with its high dynamics in the emergence
of new scientific findings and the presence of various types of objects with multilevel attributes and
relations, it incorporates the principles of the Ontology WEB Language but focuses on multilevel
attributes of objects and named relations of various structures. Based on the analysis of the CDSSK
objects, their attributes were classified, as well as the relations between them. Five types of attributes
(first- and second-kind simple attributes, first- and second-kind composite attributes, and attributes
“as relations”) and three classes of relations (universal, quasi-universal, and specific) were singled out.
Within the classes, each relation can be “simple” or composite and falls into one of three distinct kinds.
The language uses unified guides and dictionaries in JSON format. Its syntax is built around a system
of unique names derived according to fixed mnemonic rules, which uniquely identify the type of the
element and its relation to a specific object from the name structure. The language applicability was
illustrated with examples.

Keywords: space of scientific knowledge, linked data, ontology, structuring, attributes of objects,
formal language
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Введение

Понятие «Единое цифровое пространство научных знаний» (ЕЦПНЗ) было введено
в 2019 году [1] как конкретизация понятий «Единое информационное пространство Рос-
сии» [2] и «Единое российское электронное пространство знаний» [3], декларированных
ранее во многих документах. Создание ЕЦПНЗ направлено на поддержку научных и об-
разовательных процессов, популяризацию науки, обеспечение сохранности и доступности
отечественного научного наследия [4].

ЕЦПНЗ является интегратором существующих научных информационных систем и
представляет собой современную цифровую среду, включающую структурированную
взаимосвязанную многоаспектную достоверную (проверенную временем) информацию о
«сущностях» различного вида, связанных с научными знаниями. В качестве этих сущ-
ностей выступают ученые, научные факты и отражающие их публикации, музейные и
архивные предметы, базы данных, научные мероприятия и т. д. Для отражения в ЕЦПНЗ
той или иной сущности определяется набор ее характеристик и связей с другими сущностя-
ми, отвечающий задачам, решаемым на базе пространства. Общие вопросы, связанные с
принципами построения и архитектурой ЕЦПНЗ, отражены в [5,6]. Специфика науки обу-
словливает особенности ЕЦПНЗ, отличающие его от других информационных ресурсов.
Научные знания наращиваются постоянно, и этот процесс бесконечен во времени. ЕЦПНЗ
должно отражать состояние научных знаний, соответствующее «текущему моменту». Это
требует постоянного развития контента ЕЦПНЗ не только в части отражения новых кон-
кретных сущностей с установленным набором характеристик (что присуще всем научным
информационным системам), но и в части появления новых групп сущностей с новыми на-
борами характеристик и видами связей между ними. Кроме того, объединяя информацию
из различных источников научных знаний, ЕЦПНЗ должно обеспечивать совместную об-
работку данных, отражаемых в них. При этом необходимо учитывать, что значения таких
атрибутов как количественные или временные характеристики, температура и т. п. могут
быть представлены в различных единицах. Это накладывает дополнительные ограниче-
ния на структуру данных ЕЦПНЗ и алгоритмы их обработки.

Реализация проекта создания ЕЦПНЗ требует разработки унифицированного алгорит-
мического аппарата и реализующих его программных средств, обеспечивающих возмож-
ность формирования и развитие контента пространства, независимо от тематики и видов
сущностей, отражаемых в нем. Исследования в этом направлении ведутся в Межведом-
ственном суперкомпьютерном центре РАН (ныне Отделение суперкомпьютерных систем
и параллельных вычислений НИЦ «Курчатовский институт»), начиная с 2022 года, и от-
дельные их результаты опубликованы в ряде научных журналов [7–9]. В частности, в [7]
предложены и обоснованы общие подходы к проектированию ЕЦПНЗ, базирующиеся на
принципах семантического веба. При этом показано, что особенности ЕЦПНЗ, связанные
с высокой динамикой появления новых научных результатов, наличием сложных связей
между объектами и многоуровневых атрибутов объектов и связей, не позволяют эффек-
тивно использовать в явном виде существующие языки представления онтологий, такие
как OWL [10], SWRL [11] и SKOS [12]. На ограниченность возможностей этих языков
и проблемы с их применением для создания политематических иерархических информа-
ционных систем указывали еще десять лет назад ученые из Новосибирска [13]. Однако
развитие онтологического подхода за это время происходило исключительно в области
наращивания номенклатуры стандартизированных элементов [14] и применения для от-
дельных отраслей науки и техники [15–17].
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В работах [8, 9] предложена структура онтологии ЕЦПНЗ и описан реализованный
модельный программный комплекс, обеспечивающий диалоговое формирование ее эле-
ментов.

Материалы, представленные ниже, являются обобщением и развитием опубликован-
ных ранее результатов. Для описания элементов ЕЦПНЗ предложен формализованный
язык, базирующийся на принципах OWL [10], синтаксисе JSON [18] и являющийся разви-
тием подходов, реализованных в JSON Schema [19].

Переходя к описанию предлагаемого языка, рассмотрим ряд основных понятий, свя-
занных с реализацией ЕЦПНЗ.

1. Элементы ЕЦПНЗ
Основным элементом ЕЦПНЗ является объект, представляющий собой совокупность

данных, отражающих определенную сущность. Объект характеризуется набором атри-
бутов, каждый из которых для данного объекта может принимать одно или несколько
значений или не иметь значений совсем.

Соответственно, атрибуты априори декларируются как обязательные или факульта-
тивные и как уникальные или множественные. Набор атрибутов каждого объекта опреде-
ляется, исходя из роли объекта в ЕЦПНЗ. Обязательным атрибутом всех объектов явля-
ется наименование (фамилия или имя для персон).

Объекты, характеризуемые одинаковыми наборами атрибутов, объединяются в клас-
сы. Классы объектов подразделяются на предметные и вспомогательные. Предметные
классы отражают такие «материальные сущности», как персоны, публикации, музейные
предметы и т. п., результаты научной деятельности – постулаты, теоремы, научные от-
крытия и т. п., а также события, связанные с наукой. Вспомогательные классы включают
объекты, необходимые для обработки данных в среде семантического веба. Они включают
такие объекты, как единицы измерения, временные характеристики, форматы данных и
т. п. Как предметные, так и вспомогательные классы объектов могут создаваться по мере
необходимости. Каждый класс входит в одно из подпространств (ПП) ЕЦПНЗ. Пред-
метные классы объектов, относящихся к одному научному направлению, объединяются в
тематические ПП. Вспомогательные классы, а также предметные классы объектов муль-
тидисциплинарного характера образуют универсальное ПП.

Объекты ЕЦПНЗ или значения их атрибутов могут быть попарно связаны различными
связями. Каждая связь относится к одному из классов связей, входящих в ПП (см. ниже).

Единство пространства определяется общим языком представления онтологии различ-
ных его элементов и унифицированными алгоритмами реализации процессов наполнения
и обработки его контента.

Каждый элемент ЕЦПНЗ (подпространство, класс, объект, атрибут, значение атрибу-
та, связь, значение связи) имеет свой уникальный идентификатор URN (Unified Resource
Name), однозначно определяющий конкретный элемент в пространстве. URN представ-
ляет собой буквенно-цифровое выражение, факультативно содержащее точку и нижнее
подчеркивание, и имеет унифицированную структуру для каждого вида элементов.

URN подпространства состоит из двух буквенно-цифровых символов, URN класса объ-
ектов – из четырех, первые два из которых совпадают с URN подпространства, к которому
относится класс.

URN объекта состоит из URN класса и отделенного от него точкой целого
числа – порядкового номера объекта в данном классе.
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URN атрибута объекта состоит из латинской буквы A, URN объекта, следующего за
ней после символа «нижнее подчеркивание», и через точку порядкового номера атрибута
объектов данного класса.

URN значения атрибута состоит из латинской буквы N, URN атрибута, следующего за
ней после символа «нижнее подчеркивание», и через точку порядкового номера значения
данного атрибута.

Аналогично строятся URN связей.
Перечень и форматы представления элементов ЕЦПНЗ, связей между ними и их зна-

чениями содержатся в соответствующих справочниках. Структура справочников явля-
ется унифицированной для элементов определенного вида и определяется справочником
ЕЦПНЗ (см. ниже).

Значения атрибутов объектов и связей представляются в виде элементов словарей,
каждый из которых суть кортеж размерности 2, записанный в нотации JSON [19].

В качестве значения атрибута объекта или связи могут выступать любой текст, число,
дата или URN другого значения.

Выделены два типа словарей значений атрибутов – статический и динамический.
Статические словари содержат «стандартные» значения элементов (например, назва-
ния ученых степеней, рубрики классификационных систем, наименования единиц изме-
рения и т. п.), формируются в основном однократно и дополняются в исключительных
случаях пользователями, имеющими специальный статус. Динамические словари напол-
няются по мере формирования контента пространства. В них хранятся наименования кон-
кретных объектов и их свойства.

Полная информация об объектах ЕЦПНЗ отражается в «словаре объектов», каждый
элемент которого представлен в виде записи в структуре JSON, содержащей перечень
URN значений атрибутов и связей, относящихся к данному объекту.

Таким образом, совокупность справочников и словарей содержит полную структури-
рованную информацию об объектах ЕЦПНЗ и их связях.

Структура всех типов справочников и словарей приведена в разделе 4.

2. Классификация атрибутов объектов

Атрибуты объектов подразделяются на следующие виды в зависимости от структуры
их значений.

Простые атрибуты первого рода. Их значения являются литералами любого вида
(текст, число, формула, URL и т. п.) и хранятся в словарях, непосредственно связанных с
данным классом объектов. К простым атрибутам относятся, например, фамилия персоны,
название и текст аннотации книги, ученая степень персоны и т. п.

Простые атрибуты второго рода. Их значения представлены значениями атрибу-
тов объектов других классов. Примерами таких атрибутов являются дата, относящаяся к
тому или иному событию (представляется значением атрибута объекта класса «Временные
характеристики» универсального ПП), место рождения персоны или город как элемент
адреса (может быть представлен значением атрибута объекта класса «Административные
единицы» ПП «География).
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Составной атрибут первого рода. Значение атрибута представляет собой несколько
связанных литералов, являющихся значениями атрибутов объектов одного из вспомога-
тельных классов. Примером может служить любой атрибут, значение которого представ-
лено числом и единицей измерения. Это могут быть размеры объекта или величина его
скорости (конкретная пара которых представлена объектом вспомогательного класса «Ко-
личественные характеристики»), длительность того или иного периода или процесса (зна-
чение представлено объектом вспомогательного класса «Временные характеристики»).

Составной атрибут второго рода. Значение атрибута представляет собой иерар-
хическую цепочку значений различных характеристик, относящихся к объектам разных
классов. Примеры – численность населения административных единиц, приведенная за
определенный год, расход воды в водопаде в определенное время года и т. п.

Атрибут как связь. Этот вид атрибутов используется в случаях, когда в интерфейсе
ввода удобнее запрашивать не формирование связи, а атрибут, фактически представля-
ющий собой связь определенного класса. Пример – ввод данных об авторе, оппонентах,
научных руководителях диссертаций. В онтологии они отражаются как значения связи
диссертации с персонами, но в интерфейсе ввода их целесообразнее определять как атри-
буты данной диссертации. Введение такого вида атрибутов позволяет исключить дубли-
рование и существенно сократить объем диалога при вводе данных.

3. Классификация связей
Существенным отличием онтологии ЕЦПНЗ от онтологий, описываемых с помощью

OWL и RDFS [20], является введение нескольких классов и типов связей между объектами
или их атрибутами. Подпространство связей ЕЦПНЗ включает три класса [9]:

– универсальная связь,
– квазиуниверсальная связь,
– специфическая связь.
Каждая конкретная связь может являться «простой» или составной одного из трех

родов.
Простые связи представляют собой аналоги триплетов RDF [20] и содержат указания

на «субъект» и «объект» связи.
Составные связи первого рода содержат дополнительно к указаниям «субъекта» и

«объекта» значение атрибута связи, приведенное в соответствующих словарях, опреде-
ляемых справочником атрибутов связи. Примеры: специфическая связь персоны с науч-
ным открытием или публикацией (роль в создании), квазиуниверсальная связь научного
результата с классификационной системой и т. п.

Составные связи следующих родов предусматривают иерархию значений атрибутов
связи. При этом возможны два варианта – атрибуты более низкого уровня относятся ко
всем значениям атрибутов предыдущего уровня (составная связь второго рода) и каж-
дый атрибут верхнего уровня имеет свои атрибуты следующего уровня (составная связь
третьего рода). Пример первого варианта: связь описывает работу сотрудника в данной ор-
ганизации и указывает на должность и даты начала и окончания работы в этой должности.
Пример второго варианта: связь описывает роль данной персоны в данной организации,
и в зависимости от этой роли выбираются атрибуты значения связи.

Информация о типах конкретных атрибутов и связей содержится в их справочниках в
виде URN объекта класса «Форматы».
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4. Структура справочников и словарей элементов ЕЦПНЗ

Структура справочников и словарей элементов ЕЦПНЗ каждого вида представлена
в файле CDSSK.json в виде массива данных, каждый из которых включает ключ вида
CDSSK.𝑖 (𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛), где 𝑛 – число справочников и словарей различной струк-
туры, тип справочника или словаря с ключом «type», имя файла (или алгоритм его
формирования), содержащего конкретные справочники элементов данного вида с клю-
чом «GuideName», алгоритм формирования имен словарей с ключом «Dicname», описание
структуры справочника или словаря с ключом «ref», пример соответствующего справоч-
ника или словаря с ключом «example».

В настоящее время в процессе моделирования различных составляющих ЕЦПНЗ вы-
делено десять типов справочников. По мере развития ЕЦПНЗ может появиться необходи-
мость добавления нового типа атрибута или связи со своей структурой. Для включения в
онтологию пространства этой структуры необходимо будет сформировать ее справочник
и добавить информацию о нем в файл CDSSK с ключом CDSSK.𝑛+ 1 .

Ниже приведены сформированные в настоящее время элементы справочника CDSSK.

{ “CDSSK.1”: [{“type”: “справочник подпространств”, “guidename”: “Subs”,
“ref”: “Справочник подпространства представляет собой кортеж размерности 3 с эле-

ментами:
∘ Title – наименование подпространства;
∘ PrefSp – идентификатор (два символа);
∘ Descr – описание (пояснительный текст).

Справочники подпространств размещаются в JSON-файле “SUBS” в виде массивов с
ключами SUBS.1, SUBS.2, . . . , SUBS.𝑛 ”,

“example”: [{“SUBS.1”: [{“Title”: “Универсальное ПП”, “PrefSp”: “UN”, “Descr”: “подпро-
странство, включающее классы объектов, не связанные непосредственно с конкретной
научной тематикой, в том числе универсальные справочные данные и другие вспомога-
тельные классы.”}]}]}]}.

{“CDSSK.2”: [{“type”: “справочник классов”,
“guidename”: “Class”,
“ref”: “Справочник класса представляет собой кортеж размерности 4 с элементами:

∘ Title – наименование класса;
∘ PrefCl – четырехсимвольный идентификатор класса, первые два символа кото-

рого совпадают с префиксом ПП, к которому относится класс, а вторые два – префикс
класса – произвольные буквенно-цифровые символы, идентифицирующие класс данного
вида в ЕЦПНЗ; например, класс публикации может быть определен как для универсаль-
ного ПП, так и для различных тематических ПП с одним и тем же префиксом «PB».
В первом случае он будет иметь идентификатор UNPB, в ПП «География» с префик-
сом «39» – «39PB», в ПП «Информатика» с префиксом «20» – «20 PB» и т. д.

∘ GuideURN – идентификатор (URN) справочника атрибутов объектов данного
класса;

∘ Descr – описание (пояснительный текст).
Справочники классов, принадлежащих к ПП с идентификатором ij размещаются в

JSON-файле “Classij” (в виде массивов с ключами Classij.1, Classij.2, . . . , Classij.𝑛”,
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“example”: [{“ClassUN.1”: [{“Title”: “единицы измерения”, “PrefCl”: “UNMU”, “GuideURN”:
“A_UNMU”, “Descr”: “объектами класса являются стандартные единицы измерения раз-
личных физических величин – их полные и сокращенные обозначения, предметы измере-
ния, описания”}]}]}]}.

{“CDSSK.3”: [{“type”: “справочник атрибутов объектов”,
“guidename”: “URN справочника атрибутов данного класса, формируется в форме

A_префикс класса”,
“ref”: “Справочник атрибутов объектов представляет собой кортеж размерности 4 с

элементами:
∘ Name – наименование атрибута;
∘ Format – формат представления значений атрибута (URN соответствующего эле-

мента словаря объектов класса «Форматы данных»);
∘ DicURN – URN словаря значений данного атрибута;
∘ DicType – тип словаря значений атрибута (S – статический, D – динамический).

В зависимости от формата данного атрибута URN словаря значений может указывать
на словарь значений атрибутов объектов (для простых атрибутов), на словарь объектов
(для составных атрибутов) или на словарь связей (для атрибутов типа «связь»).

Справочники атрибутов объектов класса, имеющего префикс «URNa» размещают-
ся в JSON-файле “A_URNa” в виде массивов с ключами A_URNa.1, A_URNa.2, . . . ,
A_URNa.𝑘 ”, где 𝑘 – количество различных атрибутов объектов данного класса”,

“example”: [{“A_UNMU.1”: [{“Name”: “наименование единицы измерения”, “Format”:
“UNFT.i” // данный объект класса «форматы», указывает, что атрибут текстовый, обяза-
тельный, уникальный, “DicURN”: “N_A_UNMU.1”, “DicType”: “S”}]}]}]}.

{“CDSSK.4”: [{“type”: “справочник универсальных связей”,
“guidename”: “REUN”,
“ref”: “Справочник универсальной связи представляет собой кортеж размерности 4 с

элементами:
∘ Name – наименование связи;
∘ Format – URN объекта класса «Форматы», определяющего данную связь;
∘ GuideURN – URN справочника атрибутов связи (для составной связи);
∘ Descr – описание связи.

Справочники универсальных связей размещаются в JSON-файле “REUN” в виде мас-
сивов с ключами REUN.1, REUN.2, . . . , REUN.𝑝 , где 𝑝 – количество различных универ-
сальных связей в ЕЦПНЗ”,

“example”: [{“REUN.2”: [{“Name”: “является частью, входит в состав”, “Format”:
“UNFT.𝑗 ” // простая связь, “Descr”: “связь используется в случаях, когда один объект
входит в состав другого объекта, без указания даты и типа вхождения, например, со-
отношение индексов классификационных систем, вхождение статьи в сборник и т. п.”}]},
{“REUN.3”: [{“Name”: “временно является частью”, “Format”: “UNFT.𝑘 ” // составная связь
первого рода, “GuideURN”: “A_REUN.3”, “Descr”: “связь используется в случаях, когда
один объект временно входил в состав другого объекта, с указанием дат вхождения”}]}]}]}.
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{“CDSSK.5”: [{“type”: “справочник квазиуниверсальных связей”,
“guidename”: “REQU”,
“ref”: “Справочник квазиуниверсальной связи представляет собой кортеж размерно-

сти 5 с элементами:
∘ Name – наименование связи;
∘ Format – URN объекта класса «Форматы», определяющего данную связь;
∘ OBJURN – URN класса, выступающего в роли «объекта» связи;
∘ GuideURN – URN справочника атрибутов связи (для составной связи);
∘ Descr – описание связи.

Справочники квазиуниверсальных связей размещаются в JSON-файле “REQU” в ви-
де массивов с ключами REQU.1, REQU.2, . . . , REQU.𝑟 , где 𝑟 – количество различных
квазиуниверсальных связей в ЕЦПНЗ”,

“example”: [{“REQU.1”: [{“Name”: “классификационный индекс объекта”, “Format”:
“UNFT.𝑘 ” // простая квазиуниверсальная связь, “OBJURN”: “UNTZ” // URN класса «Те-
заурусы», “Descr”: “связь указывает на индекс определенной классификационной системы,
представляющий собой объект класса «тезаурусы»”}]}]}]}.

{“CDSSK.6”: [{“type”: “справочник специфических связей”,
“guidename”: “RESP”,
“ref”: “Справочник специфической связи представляет собой кортеж размерности 6

с элементами:
∘ Name – наименование связи;
∘ Format – URN объекта класса «Форматы», определяющего данную связь;
∘ SBJURN – URN класса, выступающего в роли «субъекта» связи (для классов

конкретного ПП указывается полный четырехсимвольный URN; если «субъектом» свя-
зи могут быть объекты одинаковых классов, но входящих в разные ПП, то в качестве
URN «субъекта» указываются четыре символа, первые их которых суть **, а последние
– префикс класса;

∘ OBJURN – URN класса, выступающего в роли «объекта» связи (для обозначения
возможности использования в связи одинаковых классов, принадлежащих к разным ПП,
используется то же обозначение, что и для «субъекта» связи);

∘ GuideURN – URN справочника атрибутов связи (для составной связи);
∘ Descr – описание связи.

Справочники специфических связей размещаются в JSON-файле “RESP” в виде масси-
вов с ключами RESP.1, RESP.2, . . . , RESP.𝑠 , где 𝑠 – количество различных специфических
связей в ЕЦПНЗ”,

“example”: [{“RESP.1”: [{“Name”: “связь публикации с персоной”, “Format”: “UNFT.𝑚 ” //
составная специфическая связь первого рода, “SBJURN”: “**PB”, “OSBJURN”: “**PS” //
PB и PS префиксы классов публикации и персоны соответственно, “GuideURN”:
“A_RESP.1”, “Descr”: “связь указывает на роль персоны к подготовке публикации”}]}]}]}.

{“CDSSK.7”: [{“type”: “справочник атрибутов связей”,
“GuideName”: “URN справочника формируется в виде A_URNr, где URNr – идентифи-

катор данной связи; для составных многоуровневых связей URN справочника атрибутов
𝑘 -го уровня (URNk) формируется в виде A_N_URNk-1.𝑛 , где URNk-1 – идентифика-
тор справочника атрибутов предыдущего уровня, а N_URNk-1 – URN словаря значений
атрибута этого справочника под номером 𝑛 ”,
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“ref”: “Справочник атрибутов связей представляет собой кортеж размерности 6 с эле-
ментами:

∘ Name – наименование атрибута;
∘ Format – URN объекта класса «Форматы», определяющего тип данного атрибута

и вид представления его значений;
∘ DicURN – URN словаря значений данного атрибута;
∘ DicType – тип словаря значений атрибута (S – статический, D – динамический);
∘ Levels – максимальное количество уровней вложения значений данного атрибута

(для простых атрибутов указывается «0»);
∘ Descr – описание атрибута.

Справочники атрибутов связей размещаются в JSON-файлах с именами, аналогичны-
ми по структуре справочникам атрибутов объектов”,

“example”: [{“A_RESP.1”: [{“A_RESP.1.1”: “Name”: “роль персоны в создании произве-
дения”, “Format”: “UNFT.𝑛 ” // простой текстовый атрибут, “DicURN”: “N_A_RESP.1.1”:
“DicType”: “S”, “Levels”: “0”, “Descr”: “указываются такие персоны, как автор, составитель,
переводчик, художник”}], [{“A_RESP.1.2”: “Name”: “роль персоны в воплощении произве-
дения”, “Format”: “UNFT.𝑛 ” // простой текстовый атрибут, “DicURN”: “N_A_RESP.1.2”:
“DicType”: “S”, “Levels”: “0”, “Descr”: “указываются персоны, связанные с данным воплоще-
нием произведения, такие как редактор, спонсор, автор предисловия и т. п.”}]}]}]}.

{“CDSSK.8”: [{“type”: “словарь значений атрибутов объектов и связей”,
“DicName”: “URN словаря формируется в виде N_URNa, где URNa – идентификатор

данного атрибута; для составных атрибутов URN словаря значений атрибута уровня 𝑛
(URN𝑛) формируется в виде N_A_URN𝑛 -1, где URN𝑛 -1 – идентификатор словаря зна-
чений атрибутов предыдущего уровня”,

“ref”: “Элемент словаря значений атрибутов представляет собой кортеж размерности 2
с элементами «ключ»: «значение». В качестве ключа выступает DicName словаря с от-
деленным от него точкой порядковым номером элемента. В качестве «значения» может
выступать литерал, URN элемента словаря другого атрибута, URN элемента словаря вспо-
могательного объекта или URN элемента словаря одной из связей. Вид значений каждого
словаря определяется элементом «Format», указанным в справочнике данного атрибута”,

“example”: [{“N_A_UNMU”: [{“N_A_UNMU.1”: [{“N_A_UNMU.1.1”: “метр”,
“N_A_UNMU.1.2”: “секунда”, “N_A_UNMU.1.3”: “килограмм” // далее могут ид-
ти наименования других величин}]}, {“N_A_UNMU.2”: [{“N_A_UNMU.2.1”: “м.”,
“N_A_UNMU.2.2”: “с.”, “N_A_UNMU.2.3”: “кг” // далее могут идти сокращенные на-
именования других величин}]}]}],

“example”: [{“N_A_RESP.1”: [{“N_A_RESP.1.1”: [{“N_A_RESP.1.1.1”: “автор”,
“N_A_RESP.1.1.2”: “составитель”, “N_A_RESP.1.1.3”: “художник”}]},
{“N_A_RESP.1.2”: [{“N_A_RESP.1.2.1”: “редактор”, “N_A_RESP.1.2.2”: “автор предисло-
вия”, “N_A_RESP.1.2.3”: “переводчик”}]}]}]}]}.

{“CDSSK.9”: [{“type”: “словарь связей”,
“DicName”: “URN словаря связи формируется в виде D_URN𝑟 , где URN𝑟 – иденти-

фикатор связи (значение ключа в ее справочнике, состоящее из префикса класса связи и
через точку ее порядкового номера)”,
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“ref”: “Словарь связи представляет собой кортеж размерности 2, записываемый в нота-
ции JSON, с элементами «ключ»: «значение». В качестве ключа выступает URN данной
связи с отделенным от него точкой порядковым номером конкретной связи.

Значения простой связи записываются в виде:
SBJURN.𝑖 ; OBJURN.𝑗 ,

где SBJURN.𝑖 и OBJURN.𝑗 – идентификаторы «субъекта» и «объекта» конкретной связи.
Значения составной связи первого рода записываются в виде:
SBJURN.𝑖 ; OBJURN.𝑗 = URN𝑖𝑗𝑘 ,

где URN𝑖𝑗𝑘 – идентификатор значения атрибута связи, относящегося к данной паре эле-
ментов (если связь принимает несколько значений, элемент словаря связи повторяется
необходимое число раз с соответствующими значениями).

Значения составных связей второго и третьего родов записываются в виде иерархи-
ческих цепочек идентификаторов соответствующих значений атрибутов связи, при этом
уровни иерархии отделяются знаком «=»:

SBJURN.𝑖 ; OBJURN.𝑗 = URN𝑖𝑗𝑘 = URN𝑖𝑗𝑘𝑙 . . . .
Вид значений конкретного словаря связи определяется элементом «Format», указан-

ным в справочнике данной связи”,
“example”: [{“RESP.1.1”: “39PB.2; UNPS.4=N_A_RESP.1.1.1”, “RESP.1.2”: “39PB.2;

UNPS.4=N_A_RESP.1.1.1”,
“RESP.1.3”: “39PB.2; 39PS.8=N_A_RESP.1.2.1” // связь говорит о том, что автором и

художником публикации под номером 2, отраженной в ПП «География», является персо-
на, отраженная в универсальном ПП под номером 4, а редактором публикации является
персона, отраженная в ПП «География» под номером 8}]}]}.

{“CDSSK.10”: [{“type”: “словарь объектов”,
“DicName”: “Каждому классу объектов соответствует словарь (JSON-файл) с именем

D_URNc, где URNc – идентификатор данного класса”,
“ref”: “Элемент словаря, представляющий собой пару «ключ – значение» в нотации

JSON, содержит всю информацию, относящуюся к конкретному объекту данного класса.
В качестве ключа выступает URNc с отделенным от него точкой порядковым номером
объекта; в качестве «значения» – последовательность URN значений атрибутов объек-
та и URN значений связей, в которых участвует объект; элементы последовательности
отделяются точкой с запятой”,

“example”: {“UNPS.4”: “N_A_UNPS.1.3; N_A_UNPS.2.5; N_A_UNPS.3.5;
N_A_UNPS.6.8; RESP.1.1; RESP.1.2” // в этом примере содержится информация о фами-
лии, имени и отчестве персоны, имеющей идентификатор UNPS.4, представленная в со-
ответствующих словарях (первые три элемента «значения»), и указание на связи данной
персоны с публикацией (четвертый и пятый элементы); обращение к элементам связи поз-
воляет определить, что персона является автором и художником данной публикации}}]}.

Заключение

Предлагаемый язык представления онтологии ЕЦПНЗ позволяет унифицировать ал-
горитмы ввода и обработки разнородных объектов, связанных различными именованны-
ми связями, добавлять новые классы объектов с новыми типами атрибутов и связей,
в том числе иерархических, что характерно для отражения постоянно развивающихся на-
учных знаний. Как указано выше, в процессе исследований, связанных с формированием
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ЕЦПНЗ и моделированием его отдельных составляющих, была разработана версия диа-
логового программного комплекса, реализующего элементы предложенного языка в части
формирования справочников всех элементов [9]. Программный комплекс был успешно ис-
пользован при интеграции в ЕЦПНЗ коллекции Государственного биологического музея
им. К.Э. Тимирязева [21], состоящей из более чем двухсот муляжей различных видов
грибов в имитации природной обстановки.

Модель, реализованная на этом примере, включает атрибуты грибов как биологиче-
ских объектов со ссылками на их описания в энциклопедиях, атрибуты коллекции как
музейного объекта, атрибуты музея как организации, атрибуты персон, связанных с фор-
мированием коллекции, а также 3D-модели муляжей как объектов класса «мультимедиа»,
связи различного рода между объектами. В настоящее время ведется разработка универ-
сального программного комплекса, обеспечивающего диалоговое формирование контента
ЕЦПНЗ.
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Формы потери устойчивости и разрушения
тест-образцов из волокнистых композитов

со структурой [0∘]𝑠 при испытаниях на осевое сжатие.
Теория и эксперимент
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Аннотация

Проведен анализ построенных аналитических решений задач о макромасштабных изгибно-
сдвиговых и чисто поперечно-сдвиговых формах потери устойчивости (ФПУ) тест-образцов из
волокнистых композитов со структурой [0∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев), а также мезомасштабных
поперечно-сдвиговых ФПУ их периферийных слоев при осевом сжатии. Рассмотрены материалы,
которые характеризуются физически нелинейной зависимостью лишь между формирующимися
поперечными касательными напряжениями и соответствующими сдвиговыми деформациями. Ре-
шения получены при использовании трех вариантов линеаризованных уравнений равновесия в
возмущенном состоянии, основанных на простейшей уточненной модели С.П. Тимошенко; ап-
проксимации прогиба линейным законом, а осевых перемещений – кубическим полиномом по
поперечной координате при предварительном удовлетворении граничным условиям по тангенци-
альным усилиям (первый уточненный вариант теории; модель типа Редди – Немировского) и без
предварительного удовлетворения таким условиям (второй уточненный вариант теории). В ис-
пользованных линеаризованных уравнениях физическая нелинейность материала учтена в соот-
ветствии с концепцией Шенли на основе рассмотрения касательного модуля поперечного сдвига.
Дано сравнение теоретических результатов с экспериментальными.

Ключевые слова: волокнистый композит, тест-образец, сжатие, теоретическое исследова-
ние, экспериментальное исследование, форма потери устойчивости, форма разрушения
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Buckling modes and failure of test specimens
from fiber-reinforced composites with a [0∘]𝑠 layup under

axial compression. Theory and experiment
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Abstract
The analytical solutions for the problems of macroscale flexural-shear and purely transverse-shear

buckling modes of test specimens made of fiber-reinforced composites with a [0∘]𝑠 layup (𝑠 denoting
the number of laminas) were analyzed, as well as the problems of mesoscale transverse-shear buckling
modes of their peripheral layers under axial compression. Composite materials characterized by a
physically nonlinear relationship only between transverse tangential stresses and the corresponding
shear strains were examined. The solutions were obtained using three variants of linearized equations
of the equilibrium in a perturbed state: based on the simplest refined S.P. Timoshenko’s model; from a
linear approximation of the deflection and a cubic polynomial approximation of the axial displacements
in the transverse coordinate with the preliminary satisfaction of the boundary conditions for tangential
forces (the first refined version of the theory; Reddy–Nemirovsky model type); and without the
preliminary satisfaction of such conditions (the second refined version of the theory). The physical
nonlinearity of the material was incorporated in the linearized equations following the Shanley concept
by introducing the tangential shear modulus. The theoretical data were compared with the experimental
results.

Keywords: fiber-reinforced composite, test specimen, compression, theoretical study,
experimental study, buckling mode, failure mode
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Введение

Несмотря на имеющуюся теорию деформирования и разрушения композиционных ма-
териалов, развитую за последние 50 лет и, казалось бы, вполне законченную, исследова-
ниям в области механики деформирования и разрушения волокнистых композитов вплоть
до настоящего времени уделяется значительное внимание как зарубежными, так и отече-
ственными исследователями [1–9].

Широкий круг задач о разрушении волокнистых композитных материалов описан в
монографии [10]. В ней выделены основные и наиболее характерные формы разрушения
типичных тест-образцов при сжатии, которые приведены на рис. 1.

Рис. 1. Возможные виды разрушения при сжатии композитных образцов: a) смятие по торцам,
b) макровыпучивание, c) выщелкивание полоски, d) расслоение посередине, e) образование по-
лосы сдвига
Fig. 1. Possible failure modes of composite specimens under compression: a) end crushing,
b) macrobuckling, c) strip delamination, d) delamination in the middle, e) shear band formation

Современные общеупотребительные стандарты испытаний композиционных матери-
алов на сжатие требуют использования специальных захватов, которые в зависимости
от своей конструкции могут реализовать один из трех видов передачи нагрузки на
тест-образец (см. рис. 2). В экспериментальной механике наиболее благоприятной с точки
зрения отсутствия концентрации напряжений считается третья схема приложения усилий
на сжатие, в которой за счет клиновых захватов и торцевого упора нагрузка на тест-
образец передается через три компоненты напряжений: осевую 𝜎0

11 , касательную 𝜎0
13 и

поперечную сжимающую 𝜎0
33 .

Одно из направлений исследований в механике деформирования композитных волок-
нистых материалов связано с задачами о внутренних и поверхностных формах потери
устойчивости армирующей и связующей фаз. Связано это с тем, что при разрушении
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слоистых композитов одной из причин разрушения является потеря устойчивости арми-
рующей фазы, что может привести к разрушению всей структуры материала в целом.
В этой области исследований опубликованы монографии [11,12].

Рис. 2. Схемы нагружения образцов при испытаниях на сжатие: 1) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 = 0
(︀
𝜎0
13 = 0

)︀
;

2) 𝜎0
33 ̸= 0

(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀
, 𝜎0

11 = 0 ; 3) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0
(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀

Fig. 2. Diagrams of loading modes during the compression tests: 1) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 = 0
(︀
𝜎0
13 = 0

)︀
;

2) 𝜎0
33 ̸= 0

(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀
, 𝜎0

11 = 0 ; 3) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0
(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀

Вид разрушения, связанный с потерей устойчивости армирующей фазы, описан в спра-
вочнике [13] и работе [14]. Эти результаты получили развитие в [1, 15–18]. Общий анализ
полученных результатов и направлений дальнейших исследований можно найти в рабо-
тах обзорного характера [4, 19–21]. Уточненные модели деформирования тест-образцов,
сжатых вдоль волокон, предложены авторами в статьях [22,23].

1. Физико-механические характеристики волокнистого композита
на полимерной основе в осях ортотропии

Экспериментальное определение физико-механических характеристик композитных
материалов (КМ) на основе проведения тех или иных испытаний является неотъемле-
мой частью технологического процесса проектирования и изготовления с их применением
конструкций того или иного назначения. Для волокнистых КМ на полимерной основе в со-
ответствии с существующими стандартами испытания проводят, как правило, на плоских
тест-образцах, имеющих толщину ℎ и ту или иную ориентацию волокон, расположенных в
матрице. Наиболее простыми в реализации являются испытания на растяжение образцов
со структурами [0∘]𝑠 и [90∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев в образце) с волокнами, располо-
женными вдоль и поперек направления действующей нагрузки и имеющими небольшие
значения 𝑠 и толщины ℎ . Для КМ с углеродными волокнами характерными являют-
ся диаграммы нагружения, являющиеся линейными вплоть до разрушения образцов.
Исходя из результатов таких испытаний, для монослоя композита определяют модули
упругости первого рода 𝐸+

1 (в направлении волокон), 𝐸+
2 (в направлении поперек воло-

кон) и коэффициент Пуассона 𝜈+12. Они связаны с другим коэффициентом Пуассона 𝜈+21
зависимостью 𝐸+

1 𝜈
+
21 = 𝐸+

2 𝜈
+
12 . Определяют также предельные напряжения 𝜎+*

1 и 𝜎+*
2 в

направлениях осей ортотропии 𝑥1 и 𝑥2 , при достижении которых в условиях растяжения
происходит разрушение образца. Заметим, что для волокнистого композитного материала,
изготовленного из препрега HSE 180 REM на основе углеленты с прямолинейными волок-
нами, указанные характеристики, найденные в работе [24] и использованные в статьях
[25, 26], равны 𝐸+

1 = 133 ГПа, 𝐸+
2 = 5.9 ГПа, 𝜈+12 = 0.29 , 𝜈+21 = 0.0126 , 𝜎+*

1 = 2490 МПа,
𝜎+*
2 = 17.2 МПа. Более сложными в реализации являются испытания на сжатие тест-

образцов со структурами [0∘]𝑠 , [90∘]𝑠 и [±45∘]2𝑠 в силу возможной потери ими устой-
чивости по той или иной форме и наблюдаемого продольно-поперечного изгиба (хотя и
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малого), особенно при выдержке тест-образца под нагрузкой в течение длительного вре-
мени. При испытаниях на сжатие до разрушения тест-образцов со структурами [0∘]𝑠 и
[90∘]𝑠 соответствующие диаграммы деформирования 𝜎−

1 = 𝜎−
1 (𝜀1) и 𝜎−

2 = 𝜎−
2 (𝜀2) с боль-

шой степенью точности допустимо считать линейными вплоть до разрушения образцов, а
определяемые на их основе модули упругости 𝐸−

1 , 𝐸
−
2 и коэффициенты Пуассона 𝜈−12, 𝜈

−
21

– практически совпадающими со значениями 𝐸+
1 , 𝐸

+
2 , 𝜈

+
12, 𝜈

+
21 . Однако определяемое при

этом предельное напряжение 𝜎−*
1 , при достижении которого в условиях сжатия проис-

ходит разрушение образца, оказывается намного ниже значения 𝜎+*
1 . В соответствии с

результатами многочисленных исследований ([1–9] и др.) допустимо считать, что пре-
дельное напряжение 𝜎−*

1 сжатия тест-образца, имеющего структуру [0∘]𝑠 , соответствует
потере им устойчивости по чисто поперечно-сдвиговой форме, которая реализуется при
значении касательного модуля поперечного сдвига �̃�−*

13 материала тест-образца в плоско-
сти 𝑥1, 𝑥3 = 𝑧 , равном �̃�−*

13 = 𝜎−*
1 . Такой вид разрушения образца (рис. 1, е) реализуется

только при соответствующих немалой его толщине ℎ и короткой рабочей длине 𝐿 между
захватами приспособления, используемого при испытаниях (рис. 2).

Для определения модуля сдвига 𝐺12 в осях ортотропии 𝑥1, 𝑥2 проводят испытания
на растяжение и сжатие тест-образцов со структурой [±45∘]2𝑠 с четным числом моно-
слоев 2𝑠 . Их результатом являются диаграммы деформирования, дающие зависимости
𝜎+
𝑥 = 𝜎+

𝑥 (𝜀+𝑥 ) между нормальными напряжениями растяжения (𝜎+
𝑥 ) и сжатия (𝜎−

𝑥 ) об-
разца и соответствующими осевыми деформациями в направлении растяжения (𝜀+𝑥 ) и
сжатия (𝜀−𝑥 ) (рис. 3, а), а также предельные напряжения 𝜎+*

𝑥 и 𝜎−*
𝑥 , при достижении

которых происходит разрушение образца. Исходя из таких диаграмм деформирования
образца, при использовании выведенных в [27,28] соотношений вида

𝜎±
12 =

𝜎±
𝑥

2
, 𝛾±12 =

2
(︀
1 + 𝜈±𝑥𝑦

)︀

2 + 𝜀±𝑥
(︀
1− 𝜈±𝑥𝑦

)︀𝜀±𝑥 ≈
(︀
1 + 𝜈±𝑥𝑦

)︀
𝜀±𝑥 (1)

можно построить диаграммы деформирования при сдвиге 𝜎±
12 = 𝜎±

12

(︀
𝛾±12
)︀

(рис. 3, b), да-
ющие зависимости между касательными напряжениями 𝜎±

12 и соответствующими сдвиго-
выми деформациями 𝛾±12 в осях ортотропии 𝑥1, 𝑥2 (𝑎0 = 𝐿/𝑏 , ℎ0 = 𝐿/ℎ ; 𝐿, 𝑏 – длина и
ширина образца).

Диаграммы деформирования, приведенные для указанного выше композита (рис. 3, a),
позволяют установить зависимости между секущими (�̂�±

𝑥 = tan𝜙± ) и касательными
(�̃�±

𝑥 = tan𝜙± ) модулями упругости и осевыми деформациями |𝜀±𝑥 | . Они изображены для
тест-образцов с указанными выше параметрами 1 и 2 (рис. 4, a и 4, b).

В соответствии с рис. 4 зависимости между 𝜎±
𝑥 и 𝜀±𝑥 представим в виде

𝜎±
𝑥 = �̂�±

𝑥

(︀⃒⃒
𝜀±𝑥
⃒⃒)︀
𝜀±𝑥 , (2)

а зависимости между приращениями ∆𝜎±
𝑥 и ∆𝜀±𝑥 – в виде

∆𝜎±
𝑥 = �̃�±

𝑥

(︀⃒⃒
𝜀±𝑥
⃒⃒)︀
∆𝜀±𝑥 . (3)

При использовании уравнения (1) соотношение (2) преобразуем к виду

𝜎±
12 = �̂�±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀
𝛾±12, (4)

где

𝛾±12 =
𝛾±12

1 + 𝜈±𝑥𝑦
, �̂�±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

=
�̂�±

𝑥

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

2(1 + 𝜈±𝑥𝑦)
. (5)
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a b

Рис. 3. Диаграммы деформирования (МПа): 1 – растяжение длинных образцов (𝑎0 = 4.4 ,
ℎ0 = 196); 2 – сжатие коротких образцов (𝑎0 = 1 , ℎ0 = 5.7); 3 – сжатие длинных образцов
(𝑎0 = 2.8 , ℎ0 = 37)
Fig. 3. Stress-strain diagrams (MPa): 1 – tension of long specimens (𝑎0 = 4.4 , ℎ0 = 196);
2 – compression of short specimens (𝑎0 = 1 , ℎ0 = 5.7); 3 – compression of long specimens (𝑎0 = 2.8 ,
ℎ0 = 37)

Аналогичным образом вместо (3) можно получить соотношение

∆𝜎±
12 = �̃�±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀
∆𝛾±12, (6)

где

�̃�±
12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

=
�̃�±

𝑥

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

2(1 + 𝜈±𝑥𝑦)
. (7)

Для рассматриваемого композита со структурой [±45∘]2𝑠 , изготовленного из препрега
HSE 180 REM, построенные зависимости (6) и (7) приведены для тест-образцов 1 и 2
(рис. 5, a и 5, b).

Приведенные выше результаты свидетельствуют о том, что поведение тест-образца во-
локнистого композита со структурой [±45∘]2𝑠 при сжатии достаточно сильно отличается от
его поведения в условиях растяжения. Более надежными и достоверными следует считать
результаты, соответствующие растяжению, так как они получены при использовании до-
статочно длинных образцов, обеспечивающих однородность формирующихся параметров
напряженно-деформированного состояния (НДС) как по ширине, так и по длине рабочей
части образца.

Такую однородность параметров НДС не удается обеспечить при испытаниях образцов
на сжатие по существующим в настоящее время стандартам из-за малой рабочей длины
испытываемых образцов. Отмеченное различие в результатах, в частности, обусловлено
тем, что в слоях связующего материала, в которых формируется преимущественно сдвиго-
вое НДС, а в волокнах и пучках волокон – преимущественно одноосное НДС растяжения
или сжатия [27], как при нагружении, так и разгрузке конструкции происходят, как бы-
ло установлено в [28], структурные изменения в композите частично из-за деградации
связующего материала, а преимущественно из-за внутренних форм потери устойчивости
волокон и пучков волокон на микро- и мезомасштабах [29–31].
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a b

Рис. 4. Зависимости между секущими �̂�±
𝑥 = �̂�±

𝑥 (|𝜀±𝑥 |) и касательными �̃�±
𝑥 = �̃�±

𝑥 (|𝜀±𝑥 |) модуля-
ми упругости и осевыми деформациями образца (пунктирная линия – растяжение, сплошная
линия – сжатие), ГПа
Fig. 4. Dependencies between secant �̂�±

𝑥 = �̂�±
𝑥 (|𝜀±𝑥 |) and tangent �̃�±

𝑥 = �̃�±
𝑥 (|𝜀±𝑥 |) moduli of elasticity

and axial strain of the specimen (dashed line – under tension, solid line – under compression), GPa

a b

Рис. 5. Зависимости между секущими �̂�±
12 = �̂�±

12(|𝛾±12|) и касательными �̃�±
12 = �̃�±

12(|𝛾±12|) моду-
лями сдвига и сдвиговыми деформациями (при растяжении – пунктирная линия, при сжатии –
сплошная линия), ГПа
Fig. 5. Dependencies between secant �̂�±

12 = �̂�±
12(|𝛾±12|) and tangent �̃�±

12 = �̃�±
12(|𝛾±12|) shear moduli

and shear strain of the specimen (dashed line – under tension, solid line – under compression), GPa

В связи с изложенным в дальнейшем при проведении расчетов будем использовать
результаты, соответствующие растяжению образцов. Из рис. 5 видно, что на началь-
ном участке нагружения при 𝛾12 = 0 касательный модуль сдвига �̃�+

12 = 4.2 ГПа. Далее
на участке до 𝛾12 = 0.017 он резко убывает и достигает практически нулевого значе-
ния (�̃�+

12 = 47 МПа) при 𝛾12 = 0.044 . Рассмотрим на диаграмме �̃�+
12 = �̃�+

12(𝛾12) точки
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(𝐺0, 0) , (𝐺*, 𝛾*) и (𝐺𝑝, 𝛾𝑝) , имеющие координаты: �̃�+
12 = 𝐺0 , 𝛾12 = 0 , �̃�+

12 = 𝐺* , 𝛾12 = 𝛾*
и �̃�+

12 = 𝐺𝑝 , 𝛾12 = 𝛾𝑝 . В них величина 𝐺* соответствует найденному в [25] предельному
напряжению сжатия образца, численно равному осредненному модулю поперечного сдви-
га композита при потере устойчивости образца по чисто поперечно-сдвиговой форме (по
этому значению 𝐺* на диаграмме можно определить соответствующее значение сдвиговой
деформации 𝛾12 = 𝛾* ), а значения 𝐺𝑝 и 𝛾𝑝 являются на диаграмме экстремальными и со-
ответствуют началу разрушения образца. В результате для аналитического представления
функции �̃�+

12 = �̃�+
12(𝛾12) допустимо использование аппроксимационной формулы

�̃�+
12 = 𝐺0 +𝐺(1) |𝛾12|+𝐺(2)𝛾212, (8)

где величины 𝐺(1) и 𝐺(2) определяются по формулам, приведенным в работе [24].

2. Решения задач о макро- и мезомасштабных формах потери устойчивости
при сжатии тест-образца со структурой [0∘]𝑠 на основе уравнений

простейшей уточненной теории типа С.П. Тимошенко
Рассмотрим стержень (тест-образец) из однонаправленного волокнистого композита со

структурой [0∘]𝑠 , для которого имеет место равенство

𝐺13 = 𝐺12(𝛾12). (9)

Стержень имеет прямоугольное поперечное сечение, толщину ℎ , ширину 𝑏 , длину 𝐿
и подвержен осевому сжатию силой 𝑃 . Задача о таком изгибе по уточненной сдвиговой
модели С.П. Тимошенко [32,33] может быть описана следующими уравнениями

𝐷𝛾′′ − �̂�13(𝑤
′ + 𝛾) = 0,

[︁
�̂�13(𝑤

′ + 𝛾)
]︁′
− 𝑃𝑤′′ = 0,

(10)

где 𝑤 – прогиб осевой линии; 𝛾 – угол поворота поперечного сечения 𝑥 = const;
𝐷 = 𝐸1ℎ

3/12 – изгибная жесткость; �̂�13 = 𝑘𝑐�̂�13ℎ – поперечная сдвиговая жесткость,
в которой 𝑘𝑐 – коэффициент поперечного сдвига; �̂�13 = �̂�13(𝛾13) – секущий модуль по-
перечного сдвига, определяемый (исходя из диаграммы вида рис. 3, a) в предположении
𝐺13 = 𝐺12 при заданном значении 𝑃 и достигнутом уровне деформации поперечного сдви-
га 𝛾13 = 𝑤′ + 𝛾 .

При возрастании внешней силы 𝑃 , как было установлено в [34, 35], в окрестностях
поперечных сечений стержня 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐿 будут формироваться касательные напряже-
ния 𝜎13(𝑥, 𝑧) и, как следствие, будут уменьшаться модули поперечного сдвига �̂�13 и �̃�13 .
С целью проведения качественного анализа предположим, что при некотором критическом
значении нагрузки 𝑃 = 𝑃𝑐𝑟 , наряду со сформированным напряженно-деформированным
состоянием, возможно существование и смежного равновесного состояния, переход к ко-
торому осуществляется за счет приращений неизвестных функций ∆𝑤 и ∆𝛾 в рамках
чисто упругой модели деформирования, когда в возмущенном состоянии для приращения
функций имеет место зависимость

∆𝜎13 = 2�̃�13∆𝜀13 = �̃�13(∆𝑤
′ +∆𝛾), (11)

где �̃�13 – касательный модуль поперечного сдвига в плоскости 𝑥𝑧 , который с целью упро-
щения будем считать постоянным по всей длине стержня.
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Записав вместо уравнений равновесия (10) уравнения возмущенного равновесного со-
стояния относительно функций 𝑤* = 𝑤+∆𝑤 и 𝛾* = 𝛾+∆𝛾 и использовав уравнения (10)
невозмущенного состояния, получим

𝐷∆𝛾′′ − �̃�13(∆𝑤
′ +∆𝛾) = 0,

�̃�13(∆𝑤
′′ +∆𝛾′)− 𝑃𝑐𝑟∆𝑤

′′ = 0,
(12)

где принято предположение, что жесткость �̃�13 = 𝑘𝑐�̃�13ℎ является постоянной по всей
длине образца и равна минимальной достигнутой жесткости в одном из поперечных
сечений, указанных выше. Использовав во втором уравнении системы (12) зависимость
∆𝑤′ = 𝐷

�̃�13
∆𝛾′′ −∆𝛾 , следующую из первого уравнения, получим уравнение

𝐷

(︂
1− 𝑃𝑐𝑟

�̃�13

)︂
∆𝛾′′′ + 𝑃𝑐𝑟∆𝛾

′ = 0. (13)

Его первый интеграл

𝐷

(︂
1− 𝑃𝑐𝑟

�̃�13

)︂
∆𝛾′′ + 𝑃𝑐𝑟∆𝛾 = 𝑐1, (14)

где 𝑐1 – постоянная интегрирования. При

𝑃 𝑠
𝑐𝑟 = �̃�13 = 𝑘𝑐�̃�13ℎ (15)

из (14) следует решение

∆𝛾 =
𝑐1
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

, ∆𝑤′ = −∆𝛾 = − 𝑐1
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

, 𝑤 = −𝑐1𝑥
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

+ 𝑐2

(𝑐2 – постоянная интегрирования), которое соответствует реализации чисто поперечно-
сдвиговой формы потери устойчивости стержня. Такая ФПУ может реализоваться только
у достаточно коротких стержней при значении 𝐵*

13 = 𝑘𝑐�̃�
*
13ℎ , где в соответствии с резуль-

татами исследований [1–9,14–18] допустимо принять �̃�*
13 = 𝜎−*

1 .
Критические значения усилия 𝑃 , соответствующие реализации других (изгибно-сдви-

говых) ФПУ стержня, зависят от условия закрепления торцевых сечений.

2.1. Шарнирное опирание торцевых сечений. Решения для исследуемых ФПУ
стержня при шарнирном опирании торцевых сечений имеют вид

∆𝑤 = 𝑤𝑛 sin𝜆𝑛𝑥, ∆𝛾 = 𝛾𝑛 cos𝜆𝑛𝑥, 𝜆𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 = 1, 2, . . . . (16)

При их подстановке в уравнения (12) из условия нетривиальности амплитудных значений
𝑤𝑛 и 𝛾𝑛 придем к формуле

𝑃𝑐𝑟 = �̃�13

(︂
1− 1

1 +𝐷𝜆2𝑛/�̃�13

)︂
=

𝐷𝜆2𝑛
1 +𝐷𝜆2𝑛/�̃�13

, (17)

где жесткость, определяемая по формуле �̃�13 = 𝑘𝑐�̃�13ℎ, должна быть больше жесткости
𝐵*

13 = 𝑘𝑐�̃�
*
13ℎ = 𝑘𝑐𝜎

−*
1 ℎ , так как реализация изгибно-сдвиговой ФПУ стержня возможна

только при его достаточно большой длине и при �̃�13 > �̃�−*
13 .
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Из (17) следует, что при 𝜆𝑛 → ∞ (то есть при 𝑛→ ∞) это решение стремится к ре-
шению (15), что, вообще говоря, не поддается какой-либо физической трактовке и, по-
видимому, является особенностью решений рассматриваемой задачи в рамках простейшей
используемой математической модели изучаемого процесса.

В формуле (17) слагаемое
1

1 +𝐷𝜆2𝑛/�̃�13

достигает максимума при волновом числе

𝑛 = 1 . При таком значении 𝑛 величина 𝑃𝑐𝑟 является минимальной, и ей всегда соот-
ветствует изгибно-сдвиговая ФПУ, описываемая функциями (16).

2.2. Защемление торцевых сечений. Введя безразмерную независимую перемен-
ную 𝜂 = 𝑥/𝐿 , функцию перемещений Φ в соответствии с зависимостями

∆𝛾 = −Φ′, ∆𝑤 = Φ− 𝐷

�̃�13

Φ′′

и параметр усилия 𝑚 = 𝑃𝐿2/𝐷 , вместо системы уравнений (12) получим разрешающее
уравнение

𝑑4Φ

𝑑𝜂4
+ 𝑘2

𝑑2Φ

𝑑𝜂2
= 0, (18)

где введены обозначения

ℎ0 =
ℎ

𝐿
, 𝑘2 =

𝑚

1−𝑚𝑟
, 𝑟 =

𝐸1ℎ
2
0

12𝐺13𝑘𝑐
. (19)

Записав решение уравнения (18) в виде

Φ = 𝑐1 + 𝑐2𝜂 + 𝑐3 sin 𝑘𝜂 + 𝑐4 cos 𝑘𝜂,

найдем решение уравнений (12) (здесь и в дальнейшем для краткости – без символов
приращений ∆)

𝛾 = −𝑐2 − 𝑐3𝑘 cos 𝑘𝜂 + 𝑐4𝑘 sin 𝑘𝜂, (20)

𝑤 = 𝑐1 + 𝑐2𝜂 + 𝑐3
(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
sin 𝑘𝜂 + 𝑐4

(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
cos 𝑘𝜂. (21)

Если подчинить решение (20) условиям 𝛾′ (0) = 𝛾′ (1) = 0 , имеющим место при шар-
нирном опирании торцевых сечений, то 𝑐3 = 0 , а из условия 𝑐4 ̸= 0 найдем решение
𝑘 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, . . . , соответствующее формуле (17).

При подчинении решений (20) и (21) условиям защемления

�̃�(0) = �̃�(1) = 𝛾(0) = 𝛾(1) = 0

придем к системе алгебраических уравнений

𝑐2 + 𝑘𝑐3 = 0, 𝑐2 + 𝑘 (𝑐3 cos 𝑘 − 𝑐4 sin 𝑘) = 0,

𝑐1 +
(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
𝑐4 = 0, 𝑐1 + 𝑐2 +

(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
(𝑐3 sin 𝑘 + 𝑐4 cos 𝑘) = 0,

из условия нетривиальности решений которой получим характеристическое уравнение

𝑘

1 + 𝑘2𝑟
sin 𝑘 − 2 (1− cos 𝑘) = 0.

Корни этого уравнения при различных значениях параметра 𝑟 приведены в табл. 1.
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Табл. 1. Корни характеристического уравнения при различных 𝑟

Table 1. Roots of the characteristic equation for various values of 𝑟

𝑟
номер положительного корня
1 2 3 4 5

0.01 2𝜋 2.7555𝜋 4𝜋 4.7403𝜋 6𝜋

0.1 2𝜋 2.3323𝜋 4𝜋 4.2183𝜋 6𝜋

0.2 2𝜋 2.2014𝜋 4𝜋 4.1181𝜋 6𝜋

0.3 2𝜋 2.1442𝜋 4𝜋 4.0807𝜋 6𝜋

0.4 2𝜋 2.1123𝜋 4𝜋 4.0612𝜋 6𝜋

0.5 2𝜋 2.0919𝜋 4𝜋 4.0493𝜋 6𝜋

Видим, что в случае защемления торцевых сечений при всех значениях 𝑟 минимально-
му значению 𝑃𝑐𝑟 соответствует корень 𝑘 = 2𝜋 , в то время как при шарнирном закреплении
торцевых сечений 𝑘 = 𝜋 . Следовательно, в обоих случаях для определения 𝑚 и 𝑃𝑐𝑟 по-
лучим формулы

𝑚 =
𝑘2

1 + 𝑟𝑘2
, 𝑃𝑐𝑟 =

𝐷𝑚

𝐿2
. (22)

Примем 𝑘𝑐 = 5/6 . При фиксированных геометрических и жесткостных характеристи-
ках тест-образца 𝐿 = 25 мм, ℎ = 4 мм, 𝐸1 = 130 ГПа по формуле (17) были проведены
расчеты критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значений �̃�13 и числа
полуволн потери устойчивости. Полученные результаты представлены (рис. 6, a) в виде за-
висимостей 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , а их фрагменты показаны в другом масштабе при �̃�13 < 1 ГПа
(рис. 6, b). Видим, что при всех значениях �̃�13 минимальным значениям 𝜎𝑐𝑟 соответствует
волновое число 𝑛 = 1 , а по мере уменьшения �̃�13 (рис. 6, b) наблюдается значитель-
ное сближение значений 𝜎𝑐𝑟 при увеличении значения 𝑛 . Следовательно, предельное
значение сжимающего напряжения 𝜎 = 𝜎* , при достижении которого в экспериментах
наблюдается разрушение образца, вполне допустимо принять за критическое напряже-
ние 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎−*

1 = 𝐺* , соответствующее реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ в силу
его близости к значению 𝜎𝑐𝑟 , соответствующему реализации изгибно-сдвиговой ФПУ при
𝑛 = 1 и �̃�13 = 𝐺* . Заметим также, что по мере уменьшения �̃�13 и увеличения 𝑛 (рис. 6)
наблюдается значительное сближение определяемых значений 𝜎𝑐𝑟 , а при �̃�13 = 𝐺* опре-
деляемые значения 𝜎𝑐𝑟 можно считать практически совпадающими как при шарнирном
опирании, так и при защемлении торцевых сечений стержня.

Важно отметить, что в процессе нагружения стержня во всех уравнениях (10),
(12)–(14), соотношении (11) и формулах (15), (17) входящие модули поперечного сдви-
га должны равняться модулю 𝐺0 при 𝛾12, входящему в аппроксимационную формулу (8).
Поэтому для реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ, возможной только при малых
значениях �̃�13 , нужно использовать более сложные и содержательные модели деформиро-
вания [34,35]. В реальных экспериментах сложное докритическое напряженное состояние
в образцах с компонентами 𝜎0

11 ̸= 0, 𝜎0
13 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0 формируется только в зонах их
закрепления в захватах (рис. 2) и на достаточно коротких участках рабочей длины 𝐿 .
При этом задача о нагружении стержня осевой силой 𝑃 , сформулированная на основе
уравнений (10) при заданных граничных условиях, накладываемых на функции 𝑤 и 𝛾 ,
становится существенно нелинейной в силу наблюдаемой в экспериментах существенной
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физически нелинейной зависимости �̂�12 = �̂�12(𝛾12) лишь в окрестности захватов приспо-
соблений, используемых для экспериментов. Результаты качественного характера теорети-
ческих исследований этих вопросов, касающиеся формирования сложного докритического
НДС в окрестности захватов приспособления, изложены, в частности, в работах [34, 35].
В связи с этим укажем, что при такой более содержательной постановке рассматриваемой
задачи на каждом уровне нагружения при решении линеаризованной задачи на основе
уравнений (12) требуется предварительное определение величины �̃�13 в каждом сечении
стержня по накопленному значению 𝛾13 с использованием аппроксимационной формулы
(8). Такая постановка и численное решение геометрически и физически нелинейной задачи
по выявлению поперечно-сдвиговой формы потери устойчивости в условиях трехточечно-
го изгиба тест-образца из волокнистого композита даны в работе [24], где приведены также
результаты проведенных экспериментов.

а b

Рис. 6. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) при различных значениях 𝑛

Fig. 6. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) for different values of 𝑛

2.3. Мезомасштабные ФПУ периферийного слоя композита. Если тест-
образец со структурой [0∘]𝑠 изготовлен из 𝑠 монослоев волокнистого композита, каждый
из которых имеет толщину 𝑡 , а между слоями расположены слои связующего материала
толщиной 𝑡0 , то при его сжатии (рис. 7) возможна реализация также и мезомасштабных
ФПУ периферийных слоев.

В соответствии с рис. 7 и результатами работ [22, 23] для исследования таких ФПУ
могут быть использованы уравнения докритического и возмущенного равновесных состо-
яний, записанные в приближении

𝐷𝛾′′ − �̂�13 (𝑤
′ + 𝛾) = 0,

[︁
�̂�13 (𝑤

′ + 𝛾)
]︁′
− 𝑃𝑤′′ − 𝐸0

3

𝑡0
𝑤 = 0, (23)

𝐷∆𝛾′′ − �̃�13 (∆𝑤
′ +∆𝛾) = 0,

[︁
�̃�13 (∆𝑤

′ +∆𝛾)
]︁′
− 𝑃∆𝑤′′ − 𝐸0

3

𝑡0
∆𝑤 = 0. (24)
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Рис. 7. Расчетная схема для постановки задачи о мезомасштабных ФПУ периферийного слоя
композита
Fig. 7. Computational diagram for formulating the problem of mesoscale buckling modes in the
peripheral composite layer

В уравнениях (23) и (24) для вычисления изгибных и поперечно-сдвиговых жесткостных
коэффициентов в рассматриваемом случае необходимо использовать формулы

𝐷 =
𝐸1𝑡

3

12
, �̂�13 = 𝑘𝑐�̂�13𝑡, �̃�13 = 𝑘𝑐�̃�13𝑡, (25)

где 𝐸0
3 обозначает модуль упругости слоя связующего материала в направлении толщины.

Если считать, что �̃�13 имеет постоянное значение по длине монослоя, то при под-
становке функций (16) из условия нетривиальности решений уравнений (24) придем к
формуле

𝑃𝑐𝑟 =
𝐷𝜆2𝑛

1 +𝐷𝜆2𝑛/�̃�13

+
𝐸0

3

𝑡0𝜆2𝑛
= �̃�13

(︂
1− 1

1 +𝐷𝜆2𝑛/�̃�13

)︂
+

𝐸0
3

𝑡0𝜆2𝑛
, (26)

из которой при 𝜆𝑛 → ∞ по-прежнему следует формула

𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/𝑡 = �̃�*
13. (27)

Найденное решение в виде (27) подтверждается и результатами расчетов, проведен-
ных с использованием формулы (26) при указанных выше характеристиках композита,
заданных значениях толщин 𝑡 = 0.15 мм, 𝑡0 = 0.1 мм и варьировании значений 𝑛 и 𝐸0

3 .
Результаты, полученные при 𝐸0

3 = 50 МПа, представлены на рис. 8 (a) в виде зависимо-
сти 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) , а результаты, соответствующие 𝑛 → ∞ и полученные при различных
значениях 𝐸0

3 , изображены на рис. 8 (b) в виде зависимостей 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) .
Полученные результаты показывают, что реализация исследуемых мезомасштабных

ФПУ возможна как при ослабленных (𝐸0
3 = 0.5 ГПа), так и неослабленных (𝐸0

3 = 2 ГПа)
характеристиках слоя связующего материала, расположенного между периферийным и
внутренним монослоями композита. Судя по приведенным кривым (рис. 8, b), значения 𝐸0

3

не столь значительно влияют на определяемую величину 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) .

3. Решения задач о макромасштабных ФПУ при сжатии тест-образца
со структурой [0∘]𝑠 на основе уточненных уравнений, имеющих высокую

степень точности
В данном разделе на основе уравнений, построенных в работах [34, 36] и имеющих

более высокую степень точности в сравнении с использованными выше, рассмотрим лине-
аризованную задачу о возможных чисто сдвиговых и изгибно-сдвиговых формах потери
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устойчивости волокнистого композитного стрежня при сжатии. Заметим, что их реали-
зация может привести к первому, второму и пятому видам разрушения образцов при
сжатии, показанным на рис. 1. Приведенные ниже результаты следует также рассматри-
вать как анализ качества и содержательности математических моделей, предложенных в
статьях [34, 36] и предназначенных для уточненного исследования механики деформиро-
вания волокнистого композита на полимерной основе.

a b

Рис. 8. a) Зависимость 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) , соответствующая мезомасштабной ФПУ при 𝐸0
3 = 50 МПа,

�̃�13 = 500 МПа.
b) Зависимость 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , соответствующая мезомасштабной ФПУ при 𝑛 = 200

Fig. 8. a) Dependency 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) corresponding to mesoscale buckling mode at 𝐸0
3 = 50 MPa,

�̃�13 = 500 MPa.
b) Dependency 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) corresponding to mesoscale buckling mode at 𝑛 = 200

Предположим, что в пластине в общем случае сформировано начальное напряженное
состояние, характеризующееся усилиями

𝑃 = 𝑇 0
11 = −ℎ𝜎0

11, 𝑇 0
33 = −ℎ𝜎0

33 (28)

и имеющее место на участках крепления тест-образцов в приспособлениях для испытаний
на сжатие (рис. 2). Для постановки задач устойчивости в условиях докритического напря-
женного состояния (28) обратимся к уточненным уравнениям, построенным в работе [35]
в двух вариантах.

3.1. Решение на основе первого варианта уравнений. Здесь при рассматрива-
емом виде нагружения стержня для поперечного касательного напряжения 𝜎13 и переме-
щений 𝑈3 , 𝑈1 имеют место представления

𝜎13 =

(︂
1− 4𝑧2

ℎ2

)︂
𝜏1, 𝑈3 = 𝑤 + 𝑧𝜙,

𝑈1 = 𝑢1 − 𝑧 [(1 + 𝜙)𝑤,1 − 𝜏1]−
𝑧2

2
(1 + 𝜙)𝜙,1 −

4𝑧3

3ℎ2
𝜏1, 𝜏1 =

𝜏1

�̂�13

.

(29)
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Уравнения, линеаризованные в окрестности напряженного состояния (28), основанные
на (29) [36] и составленные с учетом знаков усилий (28), в рассматриваемом случае раз-
делятся на две системы. Одна из них имеет вид

𝑓𝑤 =

[︂
𝑀11,1 − 𝑇 0

11𝑤,1 − 𝑇 0
33

(︂
𝑤,1 −

𝜏1

�̃�13

)︂]︂

,1

= 0,

𝑓𝜏 = 𝑁11,1 −𝑀11,1 + 𝑇13 + 𝑇 0
33

(︂
𝑤,1 −

𝜏1

�̃�13

)︂
= 0,

(30)

где

𝑀11 = −𝐷
(︂
𝑤,11 −

4

5�̃�13

𝜏1,1

)︂
, 𝑁11 = −𝐷

5

(︂
𝑤,11 −

16

21�̃�13

𝜏1,1

)︂
, 𝑇13 =

8𝑡

15
𝜏1. (31)

Используем соотношения (31) в уравнениях (30) и будем искать решения в виде

𝑤 = �̃� sin𝜆𝑛𝑥, 𝜏1 = 𝜏 cos𝜆𝑛𝑥,

что позволит при условии �̃� ̸= 0, 𝜏 ̸= 0 прийти к характеристическому уравнению следу-
ющего вида

𝑡011𝑡
0
33 − 𝑟11𝑡

0
11 − 𝑟33𝑡

0
33 + 𝑟0 = 0. (32)

Здесь введены обозначения

𝑡011 =
𝑇 0
11

𝐷
, 𝑡033 =

𝑇 0
33

𝐷
, (33)

𝑟11 =
8𝑡�̃�13

15𝐷
+

68𝜆2𝑛
105

, 𝑟33 =
8𝑡�̃�13

15𝐷
+
𝜆2𝑛
21
, 𝑟0 =

4𝜆2𝑛
15

(︃
𝜆2𝑛
35

+
2𝑡�̃�13

𝐷

)︃
. (34)

Из уравнения (32) следует, что в силу 𝑟11 > 0, 𝑟33 > 0, 𝑟0 > 0 при 𝜎0
33 = 0 , когда

𝜎0
11 ̸= 0 , и при 𝜎0

11 = 0 , когда 𝜎0
33 ̸= 0 , критические значения напряжений будут равны

𝑡*11 =
𝑟0
𝑟11

, 𝑡*33 =
𝑟0
𝑟33

. (35)

А при 𝜎0
33 = 𝜅𝜎0

11 для определения 𝑡*11 при заданном 𝜅 ̸= 0 придем к уравнению

(︀
𝑡011
)︀2 − 𝑟11 + 𝜅𝑟33

𝜅
𝑡011 +

𝑟0
𝜅

= 0, (36)

имеющему корни

𝑡*11(1,2) =
1

2𝜅

(︂
𝑟11 + 𝜅𝑟33 ±

√︁
(𝑟11 + 𝜅𝑟33)

2 − 4𝜅𝑟0

)︂
. (37)

При принятых выше фиксированных геометрических и жесткостных характеристи-
ках тест-образца (𝐿 = 25 мм, ℎ = 4 мм, 𝐸1 = 130 ГПа) по формуле (17) были проведены
расчеты по определению критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значе-
ний �̃�13 и числа 𝑛 полуволн потери устойчивости. На рис. 9 представлены зависимости
𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе уравнений (30): при различных значениях 𝑛 и 𝜅 = 1
(рис. 9, a), при различных значениях 𝜅 и 𝑛 = 1 (рис. 9, b). Видим, что минимальным
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значениям 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) соответствует изгибно-сдвиговая ФПУ с параметром волнооб-
разования 𝑛 = 1 . По мере увеличения параметров 𝑛 и �̃�13 наблюдается существенное
увеличение величины 𝜎𝑐𝑟 (рис. 9, a), а при малых значениях модуля сдвига наличие по-
перечных напряжений 𝜎0

33 = 𝜅𝜎0
11 (при 𝜅 = 0.5, 𝜅 = 1) не сказывается на величине 𝜎𝑐𝑟

(рис. 9, b). Однако при больших значениях �̃�13 формирование напряжения 𝜎0
33 наряду

с напряжением 𝜎0
11 вносит существенный вклад в реализацию изгибно-сдвиговой ФПУ в

сторону уменьшения критического значения 𝜎𝑐𝑟 .

a b

Рис. 9. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе уравнений (30) при различных значе-
ниях 𝜅 и 𝑛

Fig. 9. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) based on equations (30) for different values of 𝜅 and 𝑛

3.2. Решения на основе второго варианта уравнений. Второй вариант уравне-
ний, построенных в работе [34], основан на представлениях перемещений 𝑈3 и 𝑈1 функ-
циями

𝑈3 = 𝑤 + 𝑧𝜙, 𝑈1 = 𝑢1 − 𝑧𝛾1 −
𝑧2

2
𝜓1 −

4𝑧3

3ℎ2
𝜒1, (38)

в которых неизвестными являются одномерные функции 𝑤 , 𝜙 , 𝑢1 , 𝛾1 , 𝜓1 и 𝜒1 .
Уравнения, соответствующие (38) [36] и линеаризованные в окрестности напряженного

состояния (28), имеют вид

𝑓𝑤 =
(︁
�̃�13 − 𝑇 0

11

)︁
𝑤,11 − �̃�13

(︂
𝛾1,1 +

1

3
𝜒1,1

)︂
= 0, (39)

𝑓𝛾 = 𝛾1,11 +
1

5
𝜒1,11 +

�̃�13

𝐷

(︂
𝑤,1 −

1

3
𝜒1

)︂
+

(︁
𝑇 0
33 − �̃�13

)︁

𝐷
𝛾1 = 0, (40)

𝑓𝜒 = 𝛾1,11 +
5

21
𝜒1,11 +

�̃�13

𝐷

[︂
5

3
(𝑤,1 − 𝛾1)− 𝜒1

]︂
= 0. (41)

Из них у уравнения (39), содержащего при критическом значении

𝑇 *
11 = �̃�13 (42)
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вырождающееся первое слагаемое, имеется решение

𝛾1 +
𝜒1

3
= const,

соответствующее потере устойчивости по чисто поперечно-сдвиговой ФПУ в условиях про-
дольного сжатия напряжением 𝜎0

11 = 𝑇 0
11/ℎ , когда 𝜎0

33 = 0 .
В предположениях 𝜎0

11 = 0 и 𝜎0
33 ̸= 0 из уравнений (40) и (41) получим критическое

значение

𝑇 *
33 =

4

9
�̃�13 =

4ℎ�̃�13

9
, (43)

соответствующее существованию решения 𝛾1 = const, 𝜒1 = −5𝛾1
3

= const с нулевой из-
меняемостью функций 𝛾1 и 𝜒1 вдоль оси 𝑥 . Оно оказалось более чем в два раза меньше
значения 𝑇 *

33 = ℎ�̃�13 , установленного ранее при использовании менее содержательных по
точности уравнений по сдвиговой модели С.П. Тимошенко.

Другие решения уравнений (39)–(41) будем искать в виде

𝑤 = �̃� sin𝜆𝑛𝑥, 𝛾1 = 𝛾1 cos𝜆𝑛𝑥, 𝜒1 = �̃�1 cos𝜆𝑛𝑥.

При их подстановке в (40) и (41) придем к зависимости

�̃�1 = 3𝜆𝑛

(︂
1− 𝑇 0

11

�̃�13

)︂
�̃� − 3𝛾1,

а при ее использовании – к системе двух однородных алгебраических уравнений
(︂
𝑎11 + 3𝜆𝑛𝑎32

𝑇 0
11

�̃�13

)︂
�̃� −

(︂
2𝜆2𝑛
5

− 𝑇 0
33

𝐷

)︂
𝛾1 = 0,

−
(︂
𝑎21 − 3𝜆𝑛𝑎33

𝑇 0
11

�̃�13

)︂
�̃� + 𝑎22𝛾1 = 0,

(44)

где

𝑎11 = −3𝜆3𝑛
5
, 𝑎32 =

𝜆2𝑛
5

+
�̃�13

3𝐷
, 𝑎21 =

4𝜆𝑛�̃�13

3𝐷
+

5𝜆3𝑛
7
,

𝑎22 =
4�̃�13

3𝐷
− 2𝜆2𝑛

7
, 𝑎33 =

5𝜆2𝑛
21

+
�̃�13

𝐷
.

(45)

Из условия нетривиальности решений системы алгебраических уравнений (44) в рас-
сматриваемом случае при учете (45) придем к характеристическому уравнению

3𝑎33𝜆𝑛
𝑇 0
11𝑇

0
33

�̃�13𝐷
−
(︂
3𝜆𝑛𝑎22𝑎32 +

6𝜆3𝑛𝑎33
5

)︂
𝑇 0
11

�̃�13

− 𝑎21
𝑇 0
33

𝐷
+ 4𝜆3𝑛

(︃
𝜆2𝑛
35

+
�̃�13

3𝐷

)︃
= 0. (46)

При введении параметров (35) и связи 𝑡033 = 𝜅𝑡011 уравнение (46) трансформируем в урав-
нение (36) с корнями (37), в которых в рассматриваемом случае

𝑟0 =
4𝜆2𝑛�̃�13

3𝑎33𝐷

(︃
𝜆2𝑛
35

+
�̃�13

3𝐷

)︃
, 𝑟11 =

2𝜆2𝑛
5

+
𝑎22𝑎32
𝑎33

, 𝑟33 =
𝑎21�̃�13

3𝐷𝑎33𝜆𝑛
. (47)
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При тех же исходных данных, что и принятых выше, с использованием формул (47)
были проведены расчеты критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значе-
ний �̃�13 и числа 𝑛 полуволн потери устойчивости. На рис. 10 представлены зависимости
𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе уравнений (39)–(41): при различных значениях 𝑛 и
𝜅 = 1 (рис. 10, a), при различных значениях 𝜅 и 𝑛 = 1 (рис. 10, b). Видно, что результа-
ты, полученные на основе уравнений первого и второго вариантов теории, принципиально
различаются лишь при 𝑛→ ∞ и малых значениях �̃�13 . Второй вариант теории при
�̃�13 → 0 и 𝑛→ ∞ приводит к значениям 𝜎𝑐𝑟 → 0 (рис. 10, a), в то время как первый
вариант – к конечному значению 𝜎𝑐𝑟 ̸= 0 .

Рис. 10. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе уравнений (39)–(41) при различных
значениях 𝜅 и 𝑛

Fig. 10. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) based on equations (39)–(41) for different values of 𝜅 and 𝑛

На рис. 11 представлены зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе форму-
лы (17) (модель Тимошенко при 𝑘𝑐 = 5/6), уравнения (30) (первый уточненный вариант),
уравнений (39)–(41) (второй уточненный вариант) при 𝜅 = 0 и 𝑛 = 1 , что соответствует
реализации изгибно-сдвиговой ФПУ с минимальным значением 𝜎𝑐𝑟 при различных значе-
ниях �̃�13 . Установлено практически полное совпадение результатов, полученных на основе
трех использованных вариантов теории. Однако оно имеет место только для тест-образцов
средней и малой относительных толщин ℎ0 = ℎ/𝐿 и при коэффициенте поперечного сдви-
га 𝑘𝑐 = 5/6 (в формуле �̃�13 = 𝑘𝑐�̃�13ℎ), входящего в соотношения упругости по теории
типа Тимошенко.

4. Результаты испытаний тест-образцов из композитов ЭЛУР-П и HSE 180
REM со структурами [0∘]30 на сжатие. Обратная задача определения

касательного модуля поперечного сдвига

Для определения физико-механических характеристик волокнистых композитов на
сжатие согласно методике [26] также были изготовлены образцы со структурой [0∘]30 из уг-
леленты ЭЛУР-П на полимерной основе. Они имели среднюю толщину ℎ = 4.1 мм, длину
рабочей части 𝐿 = 25 мм и ширину 𝑏 = 9.8 мм. Их испытания проводились с использо-
ванием специального приспособления, конструкция которого приведена в существующих
стандартах испытаний.
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Диаграммы деформирования, полученные для определения 𝐸−
1 , частично приведены

на рис. 12 (a), а на рис. 12 (b) представлены диаграммы, полученные для определения
предела прочности 𝜎−*

1 .
Результаты проведенных испытаний сведены в табл. 2.

Рис. 11. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) , найденные на основе трех вариантов уравнений при зна-
чениях 𝑛 = 1 и 𝜅 = 0

Fig. 11. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(�̃�13) based on three variants of equations for 𝑛 = 1 and 𝜅 = 0

a b

Рис. 12. a) Диаграммы деформирования для определения 𝐸−
1 .

b) Диаграммы деформирования для определения 𝜎−*
1

Fig. 12. a) Stress-strain diagrams to calculate 𝐸−
1 .

b) Stress-strain diagrams to calculate 𝜎−*
1
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Среднее значение 𝜎−*
1 равно 𝜎−*

1 = 529.3 МПа, что в 1.38 раза меньше найденно-
го в [26] предела прочности на растяжение 𝜎+*

1 . Среднее значение модуля упругости
𝐸+

1 = 104.7 ГПа, определенного при растяжении, оказалось в 1.09 раза больше модуля
упругости 𝐸−

1 = 96.3 ГПа, определенного при сжатии.
Некоторые результаты экспериментальных исследований, проведенных на тест-образ-

цах, изготовленных из препрега HSE 180 REM, приведены в табл. 3 (ℎ = 4.1 мм,
𝐿 = 25 мм) и 4 (ℎ = 8.8 мм, 𝐿 = 20 мм).

Табл. 2. Результаты испытаний тест-образцов из композитов ЭЛУР-П
Table 2. Test results for the ELUR-P composite specimens

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 �̃�13 при 𝑘 = 𝜋 �̃�13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 9.7 3.8 107.4 18.84 516.3 836.7 (697.2) 662.5 (552.1)
2 9.8 4.1 93.3 22.46 555.7 906.1 (755.1) 714.0 (595.0)
3 9.8 4.1 99.7 20.76 513.2 801.5 (667.9) 653.7 (544.8)

Табл. 3. Результаты испытаний тест-образцов HSE 180 REM (ℎ = 4.1 мм, 𝐿 = 25 мм)
Table 3. Test results for the HSE 180 REM composite specimens (ℎ = 4.1 mm, 𝐿 = 25 mm)

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 �̃�13 при 𝑘 = 𝜋 �̃�13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 10.0 4.1 107.2 28.71 702.42 1197.9 (998.2) 910.3 (758.6)
2 10.2 4.2 121.5 35.31 835.84 1440.4 (1200.3) 1085.4 (904.5)
3 10.0 4.1 116.6 29.76 724.49 1204.5 (1003.8) 934.4 (778.7)
4 10.0 4.1 110.0 34.59 843.80 1542.4 (1285.3) 1107.7 (923.1)
5 10.0 4.2 108.5 38.64 929.16 1791.9 (1493.2) 1231.3 (1026.1)
6 10.0 4.2 114.6 31.71 762.31 1292.1 (1076.7) 986.8 (822.3)

Среднее 10.0 4.1 112.7 33.12 799.67

Табл. 4. Результаты испытаний тест-образцов HSE 180 REM (ℎ = 8.8 мм, 𝐿 = 20 мм)
Table 4. Test results for the HSE 180 REM composite specimens (ℎ = 8.8 mm, 𝐿 = 20 mm)

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 �̃�13 при 𝑘 = 𝜋 �̃�13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 9.0 9.6 122.75 41.29 477.8 585.4 (487.9) 576.3 (480.3)
2 9.0 9.5 113.84 36.63 428.8 525.4 (437.8) 517.2 (431.0)
3 8.5 9.3 156.27 37.07 471.1 575.1 (479.3) 567.8 (473.1)

Среднее 8.8 9.5 130.95 38.33 459.2 562.0 (468.3) 553.4 (461.5)
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Формулу (22) с учетом первой и третьей формул из (19) можно представить в виде

�̃�13 =
𝐸1ℎ0𝑘

2𝐿2𝑃𝑐𝑟

12𝑘𝑐 (𝐷𝑘2 − 𝐿2𝑃𝑐𝑟)
, (48)

где 𝑘 = 𝜋 при шарнирном опирании и 𝑘 = 2𝜋 при защемлении торцевых сечений тест-
образцов. Если в соответствии с данными табл. 2–4 принять значения 𝑃𝑐𝑟 = 𝑃 * , 𝐸1 = 𝐸−

1

и 𝐷 =
𝐸−

1 ℎ
3

12
, то при значениях ℎ и 𝑏, приведенных в таблицах, по формуле (48) можно

определить значения �̃�13 . Найденные значения приведены в двух последних столбцах
табл. 2–4. В них значения �̃�13 в круглых скобках соответствуют коэффициенту 𝑘𝑐 = 1 ,
а вне скобок – коэффициенту 𝑘𝑐 = 5/6 .

Заметим, что наиболее близкое совпадение значений �̃�13 и 𝜎−*
1 имеет место в слу-

чае защемления торцевых сечений тест-образцов при 𝑘𝑐 = 1 . Этот вывод подтверждает
использованное в статье предположение о том, что определяемое при испытаниях зна-
чение 𝜎−*

1 с большой степенью точности может быть принято за значение касательного
модуля поперечного сдвига �̃�13 , при достижении которого в окрестности торцевого сече-
ния тест-образца происходит его разрушение по причине реализации не чисто поперечно-
сдвиговой, а близкой к ней изгибно-сдвиговой ФПУ как при большой (ℎ0 ≈ 0.5 , табл. 4),
так и средней (ℎ0 ≈ 0.16 , табл. 3) относительной толщине.

Видно, что при длине образцов 𝐿 = 25 мм и ℎ = 4.1 мм для обоих рассмотрен-
ных типов композитов различие между �̃�13 и 𝜎−*

1 становится более существенным
(но не более 7–8%). Как и следовало ожидать, проведенный анализ результатов пока-
зал, что у образцов с параметром ℎ0 = 0.16 при шарнирном опирании торцевых сечений
(не имеющем места в экспериментах) изгибно-сдвиговая ФПУ может реализоваться при
значительно больших значениях �̃�13 , чем при защемлении.

Основные выводы и заключение

Сформулированные выше выводы вполне объяснимы и допускают достаточно полное
теоретическое обоснование. При сжатии тест-образцов из композитов рассматриваемого
класса по схеме рис. 2 наиболее адекватной является расчетная схема, в которой торце-
вые сечения принимаются защемленными. При этом, как следует из анализа результатов,
полученных в [36], уравнения, соответствующие использованию аппроксимаций (29), тре-
буют постановки граничных условий 𝜏1 (0) = 𝜏1 (𝐿) = 0 , что соответствует переходу от
модели (29) к классической модели Кирхгофа –Лява. Однако такой вид граничных усло-
вий не соответствует реальному процессу деформирования при переходе в возмущенное
состояние. В то же время при использовании уравнений (39)–(41), основанных на ап-
проксимациях (38), в сечениях 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐿 при их защемлении требуется формулировка
условий 𝛾1 (0) = 𝛾1 (𝐿) = 0, 𝜒1 (0) = 𝜒1 (𝐿) = 0 . В результате их использования в решении
задачи о возмущенном равновесном состоянии в окрестности защемленных сечений имеет
место переход к известной и используемой в работе кинематической модели С.П. Тимо-
шенко с уравнениями равновесия (10). В этих уравнениях при вычислении жесткостей
�̃�13 и �̂�13 коэффициент поперечного сдвига 𝑘𝑐 близок к 1 , а не к 5/6 . Наиболее близким
к такому напряженно-деформированному состоянию с коэффициентом 𝑘𝑐 = 1 оказалось
НДС тест-образцов с параметром ℎ0 ≈ 0.5 . Для них экспериментальные значения (пя-
тый столбец табл. 4) практически совпадают со значениями, приведенными в скобках
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последнего столбца. Поэтому допустимо считать, что у таких образцов в возмущенном де-
формированном состоянии, являющемся изгибно-сдвиговым, главной частью деформаций
являются поперечно-сдвиговые составляющие.

В то же время у образцов с параметром ℎ0 ≈ 0.16 приведенные в последнем столбце
табл. 3 значения �̃�13 (заключенные в скобки) оказались заметно больше аналогичных зна-
чений табл. 4. Приведенные в табл. 3 экспериментальные значения 𝜎−*

1 также оказались
заметно больше, чем аналогичные значения табл. 4. Отсюда следует, что в формуле

𝑃 𝑏
𝑐𝑟 =

4𝜋2𝐷

(1 + 4𝜋2𝑟)𝐿2

параметр 𝑟 =
𝐸1ℎ

2
0

12�̃�13

в силу малости ℎ0 вносит гораздо меньший вклад в значение 𝑃 𝑏
𝑐𝑟 ,

а реализующаяся в экспериментах форма потери устойчивости оказывается преимуще-
ственно изгибной, имеющей место при гораздо больших формирующихся в образцах зна-
чениях �̃�13 , чем в образцах с параметром ℎ0 ≈ 0.5 .

Таким образом, проведен анализ найденных аналитических решений задач о макро-
масштабных изгибно-сдвиговых и чисто поперечно-сдвиговых формах потери устойчиво-
сти тест-образцов из волокнистых композитов со структурой [0∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев),
а также мезомасштабных поперечно-сдвиговых ФПУ их периферийных слоев при осевом
сжатии. Рассмотрены материалы, которые характеризуются физически нелинейной за-
висимостью лишь между формирующимися поперечными касательными напряжениями
и соответствующими сдвиговыми деформациями. Решения получены при использовании
трех вариантов линеаризованных уравнений равновесия в возмущенном состоянии, ос-
нованных на известной в литературе простейшей уточненной модели С.П. Тимошенко;
аппроксимации прогиба линейным законом, а осевых перемещений – кубическим по-
линомом по поперечной координате при предварительном удовлетворении граничным
условиям по тангенциальным усилиям (первый уточненный вариант; модель типа Редди –
Немировского) и без предварительного удовлетворения таким условиям (второй уточнен-
ный вариант). В использованных линеаризованных уравнениях физическая нелинейность
материала учтена в соответствии с концепцией Шенли на основе рассмотрения касатель-
ного модуля поперечного сдвига. В них имеются такие слагаемые с коэффициентами, вы-
рождение которых соответствует реализации чисто поперечно-сдвиговых ФПУ при сжатии
образца как в осевом (вдоль волокон), так и в поперечном (поперек волокон) направле-
ниях. Для тест-образцов средней относительной толщины показана практически полная
идентичность результатов, полученных на основе трех использованных вариантов уравне-
ний, соответствующих реализации преимущественно изгибно-сдвиговой ФПУ при сжатии.
Исходя из анализа полученных теоретических решений и экспериментальных результатов,
показано, что для относительно толстых тест-образцов характерно разрушение по причине
потери устойчивости по такой макромасштабной изгибно-сдвиговой форме, которая явля-
ется преимущественно поперечно-сдвиговой и реализуется при осредненном по толщине
сжимающем напряжении, равном по величине касательному модулю поперечного сдвига
композита в окрестности торцевого сечения рабочей длины тест-образца в его невозму-
щенном состоянии.
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Аннотация

Научные журналы играют важную роль в научном сообществе, являясь определяющим ин-
струментом развития науки и обмена знаниями. Отношения между журналами многогранны
и имеют разную природу, в совокупности формируя связи в сложной сети журнальной коммуни-
кации. Разработка адекватных математических моделей подобных объектов, обладающих способ-
ностями к самоорганизации, является серьезной проблемой, требующей всестороннего изучения.
В работе предложен подход к анализу сети журналов, базирующийся на новом библиографиче-
ском графе отношений между журналами, когда связь между журналами определяется наличием
общих авторов, то есть фактически на бинарной операции пересечения множеств авторов жур-
налов. Это позволяет рассмотреть два уровня взаимодействия журналов, нижний из которых
представляет собой отношения на множествах журналов, объединяемых в научные тематики,
а верхний – отношения между тематиками, с использованием единых приемов и методов обра-
ботки исходных данных. Названный подход продемонстрирован на пилотном примере, постро-
енном по данным eLIBRARY.RU, и позволяет получить ряд результатов, свидетельствующих
о перспективности его использования и возможностях масштабирования.

Ключевые слова: научный журнал, научная сеть, библиометрический граф, граф пересе-
чений, коэффициент Жаккара
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A pilot model of the scientific journal network in Russia:
An intersection graph analysis
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Abstract

Scientific journals play an important role as a key tool for advancing science and encouraging
knowledge exchange during research collaboration. The relationships among them are extremely diverse
and cluster together into a complex network of connections. Developing adequate mathematical models
of such self-organizing systems is a serious problem that requires in-depth investigation. This article
introduces an approach to analyze the journal network based on a new bibliographic graph in which
the relationships among journals are defined by shared authorship, i.e., through the binary intersection
of author sets. Two levels of journal interaction can be distinguished using consistent source data
processing techniques and methods. At the lower level, the relationships among multiple journals are
grouped by scientific topics. At the upper level, the interactions between these topics are established.
The approach was validated through a pilot study of eLIBRARY.RU data. The findings demonstrate
its feasibility and scalability potential.

Keywords: scientific journal, scientific network, bibliometric graph, intersection graph, Jaccard
coefficient
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Введение
Наукометрия – научная дисциплина, изучающая эволюцию науки количественными

методами. Ответ на вопрос «Зачем?» дан в работе [1]: «. . . единственный правильный
ответ – для управления. Потенциально библиометрические (и даже шире – наукометри-
ческие) показатели могут и должны использоваться на всех этапах процесса управле-
ния научно-исследовательской деятельностью. . . . Без решения задачи управления любая
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оценка, будь то наукометрическая или экспертная, бессмысленна. Но этого мало: чтобы
управлять каким-либо процессом или объектом, нужно понимать его природу и законо-
мерности его развития».

В последние годы, особенно начиная с 2022 года, ситуация с российскими научными
журналами обсуждается очень активно. В работе [2] сказано: «. . . проблема в том, что
в настоящее время в России национальная сеть научных журналов не рассматривается
как единая система. Она не выделена как особый объект государственной политики и
управления. . . . Действия государства в этой сфере фрагментарны и формальны, им не
хватает системности, стратегичности, содержательности и конструктивности».

С этим утверждением нельзя не согласиться, но следует сказать о том, что мы пока
довольно плохо себе представляем, что такое «национальная сеть научных журналов как
единая система». Можно было бы привести несколько различных определений понятия
«система», используемых в зависимости от контекста, области знаний и целей исследо-
вания. Опираясь на классиков, отметим, что «. . . система может быть определена как
совокупность элементов, находящихся в определенных отношениях друг с другом и со
средой» [3], поэтому попробуем сформулировать, из каких элементов состоит сеть науч-
ных журналов и каковы отношения между этими элементами.

Начнем с элементов, которыми, очевидно, являются научные журналы. Следуя [4],
научный журнал – это «. . . журнал, содержащий статьи и материалы о теоретических ис-
следованиях, а также статьи и материалы прикладного характера, предназначенные для
научных работников». Журналы, являясь «носителями научных статей» [5], представля-
ют объекты, имеющие сложную структуру и характеризующиеся многими параметрами,
такими как издатель, состав редакционных коллегий, возраст, число ежегодных выпусков
и статей.

Но даже на такой простой и естественный вопрос, как «Сколько научных журналов
издается в России?», существует несколько вариантов ответов.

Российская государственная библиотека в разделе «Статистические показатели
2024 года» сообщает, что в 2024 году выпускалось 3383 научных издания, в том числе
3293 журнала [6]. Если же использовать поиск в каталоге журналов Научной электронной
библиотеки eLIBRARY.RU (далее – НЭБ) [7], то на февраль 2025 года в России на русском
языке издается 11725 научных журналов, причем полные тексты на eLIBRARY.RU имеют
6222 из них.

Отношения между журналами представляют задачу, требующую специального тща-
тельного исследования. Наиболее исследованными являются отношения цитирования (соб-
ственно говоря, на отношениях цитирования построены современные рейтинги журналов),
авторства, связывающие авторов и журналы, в которых они публикуются, и соавторства.
Гораздо менее исследованы отношения, возникающие при наличии общих учредителей
или общих членов редакционных коллегий журналов.

Отношения между журналами многогранны и имеют разную природу, в совокупно-
сти формируя связи в сложной сети журнальной коммуникации. Построение адекватных
математических моделей подобных объектов возможно с использованием подходов систем-
ного анализа на основе информации, содержащейся в библиометрических базах данных.
С позиций системного анализа [8] на первом этапе требуется декомпозиция системы:
считая фиксированным множество ее элементов, рассматривают различные слои, соот-
ветствующие конкретным отношениям. Исследование каждого слоя также подразумевает
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декомпозицию, но уже по подмножествам элементов, например, по подмножествам журна-
лов различных научных направлений. На следующем этапе математические модели под-
систем, соответствующих конкретным отношениям между журналами, могут быть синте-
зированы в более общую «концептуальную» модель.

Как сказано в [9]: «. . . наука может быть описана как сложная, самоорганизующаяся
и постоянно развивающаяся многомасштабная сеть». Поэтому одним из важных направ-
лений наукометрии является изучение научных сетей во всем их многообразии с исполь-
зованием математических моделей и методов.

В англоязычной литературе для обозначения сетей, построенных на цитировании и
соавторстве, появился термин «библиометрические сети» (bibliometric networks) (напри-
мер, [10]). В России понятие «библиометрические сети» зафиксировано, например, в
названии книги [5], посвященной «. . . вопросам анализа библиометрических сетей, воз-
никающих в результате процесса цитирования научных статей, проиндексированных в
библиографической базе данных».

Понятия «граф» и «сеть» часто воспринимаются как синонимичные. Например, в [11]
сказано, что «. . . сети (или графы) выступают в качестве основополагающих структур
в различных областях, включая социологию, биологию, неврологию и информатику».
Мы исходим из того, что графом называется математический объект, к которому при-
менимы методы теории графов, а о сетях говорится в контексте прикладных исследова-
ний. Хотя иногда в одной и той же статье можно встретить оба термина, смысл которых
следует понимать из контекста.

Можно сказать, что библиометрические сети – это сети, построенные на отношениях
между публикациями и/или их авторами, которые реализуются на основе списков соавто-
ров и библиографических (пристатейных и прикнижных) списков, исследования которых
проводятся с использованием информации, накапливаемой в библиографических базах
данных. Следовательно, в качестве математических моделей таких сетей применяются
соответствующие библиометрические графы.

В российских (и не только) библиометрических исследованиях наиболее изученными
являются отношения цитирования. Основополагающей работой по структурному анали-
зу сетей цитирования научных журналов, определяющей основные свойства таких се-
тей, является [12]. В работе российских исследователей [13] «. . . рассматривается сеть
цитирования научных журналов, моделируемая взвешенным ориентированным графом,
а также модели производных сетей – коцитирования и библиографического сочетания»,
построенные на основе библиографической информации о цитировании, извлеченной из
БД RePEc [14]. В качестве еще одного примера можно привести ряд работ, основанных на
данных Общероссийского математического портала MathNet.Ru [15]. Авторы (как разра-
ботчики) имеют доступ к базе данных, что позволяет исследовать указанную проблема-
тику в области математических и компьютерных наук в России (например, [16]).

Заметим, что сети журналов, построенные на таких отношениях, как общие учреди-
тели и общие члены редколлегий журналов, тоже можно отнести к библиометрическим
сетям, поскольку соответствующая информация хранится в современных библиографиче-
ских системах.

Построение «концептуальной модели» национальной системы научных журналов Рос-
сии выходит за рамки данной статьи, основное внимание в работе сконцентрировано на
одной из подсистем, формируемой на отношениях авторства.
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В 2024 году сотрудниками Научной электронной библиотеки eLIBRARY.RU, Матема-
тического института им. В.А. Стеклова и Института прикладных математических иссле-
дований КарНЦ РАН было проведено совместное исследование динамики соавторства в
России для пяти научных направлений, результаты которого готовятся к печати. Дан-
ные, полученные в результате этого исследования, представляют собой хорошую базу для
дальнейшей обработки и проведения пилотного, но достаточно глубокого исследования от-
ношений между российскими научными журналами на уровне авторства, связывающего
авторов и журналы, в которых они публикуются. В качестве базовой модели используется
граф журнальных пересечений, введенный в [17] и представляющий новый тип библио-
графического графа.

Основная цель данной работы заключается в разработке подхода к анализу сети рос-
сийских журналов, основанного на новом библиографическом графе отношений между
журналами и демонстрируемого на реальных данных eLIBRARY.RU с очевидной воз-
можностью масштабирования. Представляется, что полученные результаты дают более
глубокое понимание структуры отношений между журналами, что, в свою очередь, явля-
ется шагом на пути к единой концептуальной модели национальной сети научных журна-
лов России.

1. Графы журнальных пересечений
Пусть имеется множество журналов 𝐽 = {1, . . . , 𝑛} , где каждый журнал идентифици-

руется его номером 𝑗 ∈ 𝐽 . Обозначим через 𝐴(𝑗) множество авторов, имеющих публика-
ции в журнале 𝑗 . Считаем, что 𝐴(𝑗) является множеством без повторяющихся элементов,
то есть каждый автор учитывается один раз независимо от количества его статей в этом
журнале.

Пересечение 𝐴(𝑖)∩𝐴(𝑗) содержательно задает подмножество авторов, имеющих публи-
кации как в журнале 𝐴(𝑖) , так и в 𝐴(𝑗) . Тогда граф пересечений журналов по множествам
авторов – это

𝐺 = 𝐺(𝐽,𝐸),

где 𝐽 = {1, . . . , 𝑛} – это множество вершин, а множество ребер

𝐸 = {{𝑖, 𝑗} | 𝐴(𝑖) ∩ 𝐴(𝑗) ̸= ∅}.

Мощности множеств авторов журналов могут значительно отличаться между собой,
поэтому рассмотрим модификацию графа журнальных пересечений с использованием та-
кой меры близости множеств, как коэффициент сходства Жаккара, введенный еще в на-
чале прошлого века. В современной записи (например, как в [18]) для нашего случая
коэффициент сходства для журналов 𝑖 и 𝑗 можно записать так:

𝑘𝑖𝑗 =
card(𝐴(𝑖) ∩ 𝐴(𝑗))
card(𝐴(𝑖) ∪ 𝐴(𝑗)) , (1)

где card(𝑀) – мощность множества 𝑀 . При этом 0 ≤ 𝑘𝑖𝑗 ≤ 1 и 𝑘𝑖𝑗 = 0 при 𝐴(𝑖)∩𝐴(𝑗) ̸= ∅ ,
𝑘𝑖𝑗 = 1 при 𝐴(𝑖) = 𝐴(𝑗) , 𝑖 ̸= 𝑗 . По определению будем считать 𝑘𝑖𝑖 = 0 . Тогда граф пере-
сечений, построенный с использованием коэффициента Жаккара, можно определить как

𝐺𝐾𝐽 = 𝐺(𝐽,𝐸,𝐾),

где 𝐾 = {𝑘𝑖𝑗, 𝑖, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛}, 𝑘𝑖𝑗 – вес ребра (𝑖, 𝑗) .
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Назовем граф 𝐺𝐾𝐽 графом близости журналов по коэффициенту сходства Жаккара,
а 𝑘𝑖𝑗 – коэффициентом близости между журналами 𝑖 и 𝑗 .

Заметим, что при построении описанных графов журнальных пересечений существен-
ным фактором является временной отрезок, на котором формируются соответствующие
множества авторов журналов. Вряд ли имеет смысл построение графовых конструкций на
множествах авторов, относящихся к различным отрезкам времени. Чтобы не усложнять
обозначения графов пересечения дополнительными символами, в начале проводимого ис-
следования следует акцентировать внимание на выбранном временном отрезке и дальше
иметь его в виду.

2. Исходные данные
Источником данных является библиографическая база данных РИНЦ (Российский ин-

декс научного цитирования). РИНЦ содержит полную информацию о публикациях в рос-
сийских научных журналах, начиная с 2005 года, и публикациях до 2005 года в случаях
их цитирования в более поздних работах [7]. Журналы классифицированы в РИНЦ по се-
мидесяти двум тематикам, определяемым в РИНЦ по рубрикам верхнего уровня ГРНТИ
(см. [19], пояснение к полю «Тематика»). Для пилотного исследования выбраны по два-
дцать журналов из различных пяти тематик с большим количеством российских журна-
лов, выходящих в настоящее время (в скобках – количество журналов): Химия (181),
История. Исторические науки (680), Математика (250), Медицина и здравоохранение
(1266), Физика (239). Акцентируем внимание на том, что в дальнейшем изложении речь
идет о временном отрезке 𝑇 = [2008, 2020].

При отборе журналов выполнялась проверка трех обязательных условий: включение
в Russian Science Citation Index (RSCI) [20], год основания не позже 2000 и наличие пол-
ностью проиндексированного архива. Журналы отбирались последовательно по рейтингу
RSCI, начиная с наивысшего. При нехватке журналов по трем обязательным условиям ис-
пользовались следующие дополнительные условия: присутствие в рейтинге Science Index
РИНЦ [21] и включение в «Белый список» (БС) Российского центра научной информа-
ции [22].

Приведем по два журнала каждой тематики, имеющих наивысший рейтинг Science
Index РИНЦ за 2023 год:

• Успехи химии, Журнал неорганической химии;

• Археология, этнография и антропология Евразии, Российская археология;

• Успехи математических наук, Математический сборник;

• Российский кардиологический журнал, Терапевтический архив;

• Успехи физических наук, Акустический журнал.

Полные списки из двадцати журналов по каждой тематике приведены в Appendix 11.
В РИНЦ уникальные авторы идентифицируются по цифровому коду автора AuthorID.

Исходные данные выбирались из базы данных РИНЦ и изначально представляли собой
обезличенные списки уникальных кодов публикаций РИНЦ и списка кодов идентифици-
рованных авторов, приложенного к каждой публикации.

1https://homepage.mi-ras.ru/ tche/download/appendix1.xlsx.
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При индексации архивов не всегда возможно точно идентифицировать всех авторов,
иногда информация о них ограничивается только фамилией и инициалами. Проверка в
случае выбранных нами журналов за исследуемый период по каждой тематике показала
менее 1% неидентифицированных авторов, что не оказывает существенного влияния на
результаты. Далее речь идет только об идентифицированных авторах. Сводные данные
по двадцати журналам каждой тематики из базы данных РИНЦ приведены в табл. 1.

Табл. 1. Сводные данные по тематикам за 2008–2020 годы
Table 1. Aggregated data by topic area, 2008–2020

Тематика статьи авторы макс. журн. у автора макс. статей у автора
Химия 41459 29528 13 195

История 21158 8614 8 146
Математика 15196 7503 10 74
Медицина 37437 34678 11 257
Физика 44834 35114 10 160

Обозначения колонок:

* статьи – суммарное количество статей по тематике;

* авторы – общее количество идентифицированных авторов;

* макс. журн. у автора – наибольшее количество журналов, в которых есть статьи
одного и того же автора (возможно, в соавторстве);

* макс. статей у автора – наибольшее количество статей у одного автора (возможно, в
соавторстве).

Данные табл. 1 позволяют дать примерные оценки количества ученых, занимавшихся
той или иной научной тематикой в 2008–2020 годах. Не раскрывая персональных данных,
отметим интересный факт: для всех пяти рассматриваемых тематик ученые, имеющие
наибольшее количество публикаций, не попадают даже в первую десятку ученых, опуб-
ликовавшихся в наибольшем количестве журналов.

3. Построение и сравнительный анализ графов близости журналов
по тематикам

Сначала кратко опишем последовательность действий по построению графа близости
журналов по математике как тематике, в содержательном плане наиболее хорошо из-
вестной автору и потенциальным читателям. Построение графов для остальных тематик
аналогично.

Граф 𝐺𝑚𝑎𝑡ℎ
𝐾𝐽 = 𝐺(𝐽,𝐸,𝐾), может быть задан с помощью матрицы смежности; приведем

ее фрагмент:
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⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝐴𝐴 𝐴𝐿 𝑉𝑀𝑈 . . . 𝑇𝑀𝐼 𝑈𝑀𝑁 𝐹𝐴𝑃
𝐴𝐴 0 0.022 0.008 . . . 0.056 0.096 0.135
𝐴𝐿 0 0.021 . . . 0.006 0.021 0.002
𝑉𝑀𝑈 0 . . . 0.050 0.047 0.014
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
𝑇𝑀𝐼 . . . 0 0.224 0.080
𝑈𝑀𝑁 . . . 0 0.123
𝐹𝐴𝑃 . . . 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

.

Для обозначения элементов множества журналов используем соответствующие мнемо-
нические коды с расшифровкой по мере необходимости, например, «𝐴𝐴» соответствует
журналу «Алгебра и анализ», а «𝐹𝐴𝑃 » – «Функциональному анализу и его приложени-
ям». Элементы матрицы вычислены по формуле (1) с учетом введенных обозначений.

Поскольку граф построен на множестве высокорейтинговых журналов каждой темати-
ки, можно было заранее ожидать, что они имеют общих авторов, то есть ребер будет много.
Действительно, граф 𝐺𝑚𝑎𝑡ℎ

𝐾𝐽 содержит 183 ребра из 190 возможных, то есть его плотность
равна 0.96, и состоит из одной компоненты связности. Наиболее близкими являются «Тру-
ды Математического института имени В.А. Стеклова» (TMI ) и «Успехи математических
наук» (UMN ), соответствующее значение выделено в матрице жирным шрифтом.

Распределение значений коэффициента близости аппроксимировано дискретной сте-
пенной функцией. На рис. 1 приведена диаграмма, показывающая количество ребер, по-
падающих в соответствующие полуинтервалы. Треть ребер имеет вес менее 0.01, а более
половины ребер – менее 0.02.

Рис. 1. Распределение количества ребер графа 𝐺𝑚𝑎𝑡ℎ
𝐾𝐽 по полуинтервалам весов

Fig. 1. Edge number distribution of graph 𝐺𝑚𝑎𝑡ℎ
𝐾𝐽 by half-intervals of weights

Перейдем к сравнительному анализу графов близости по данным, которые приведены
в табл. 2.
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Табл. 2. Сводные данные для сравнительного анализа графов
Table 2. Aggregated data for comparative analysis of graphs

Химия История Математика Медицина Физика
Исходные

графы близости
Сумма весов ребер 8.16 3.81 5.90 4.97 5.80

Кол-во ребер 190 169 183 190 190
Кол-во компонент 1 1 1 1 1

Модулярность 0.092 0.375 0.171 0.172 0.135
Кол-во сообществ 4 3 3 4 3

Графы близости:
вес ребра ≥ 0.01

Кол-во ребер 175 80 124 146 123
Кол-во компонент 1 1 1 1 1
Изолир. вершин 0 0 0 0 0
Модулярность 0.097 0.441 0.181 0.192 0.146

Кол-во сообществ 4 3 3 4 3
Графы близости:
вес ребра > 0.04

Кол-во ребер 53 32 59 27 50
Кол-во компонент 1 1 1 2 1
Изолир. вершин 3 1 1 3 4
Модулярность 0.232 0.518 0.232 0.404 0.237

Кол-во сообществ 3 3 3 5 6
Графы близости:
вес ребра ≥ 0.1

Кол-во ребер 13 4 13 5 10
Кол-во компонент 2 2 2 3 3
Изолир. вершин 8 14 9 13 9
Модулярность 0.520 0.339 0.340 0.552 0.438

Кол-во сообществ 4 2 4 3 5

Три графа тематик являются полными, граф по истории имеет наименьшее число
ребер, а про граф по математике только что сказано выше. Однако суммарный вес ребер
каждого графа показывает, что распределение весов в каждом случае свое.

Графики распределения весов ребер для пяти тематик на черно-белом рисунке выгля-
дят неубедительно, поэтому мы избрали несколько иной способ для наглядного представ-
ления.

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(2):311-328



320 A.A. Pechnikov | A pilot model . . .

Распределим все ребра графов по четырем группам (достаточно условно в смыс-
ле «сильные – слабые»): «сильные», 𝑘𝑖𝑗 ⩾ 0.1 ; «средние», 0.1 > 𝑘𝑖𝑗 ⩾ 0.04 ; «слабые»,
0.4 > 𝑘𝑖𝑗 ⩾ 0.01 ; «очень слабые», 𝑘𝑖𝑗 < 0.01 . Тогда результат сравнения тематик по рас-
пределению весов ребер можно проиллюстрировать диаграммой на рис. 2. Примечателен
тот факт, что для всех тематик, кроме истории, наибольшее количество ребер входит в
группу «слабые», однако в различных долях. «Сильные» ребра составляют малые доли
в каждой тематике, при этом для медицины, а в особенности для истории, они совсем
незначительны.

Рис. 2. Распределение количества ребер по тематикам и группам
Fig. 2. Edge number distribution by topics and groups

Перейдем к сравнению структуры графов, для чего, в частности, используем такие
понятия, как сообщества и модулярность. Напомним, что модулярность – это одна из мер
оценивания структуры сетей и графов; графы с высокой модулярностью имеют плотные
связи между узлами внутри так называемых сообществ и слабые связи между узлами
в различных сообществах. Значения коэффициентов модулярности 𝑄 по Ньюману [23]
для исходных графов приведены в табл. 2 и показывают невысокие тенденции графов к
разбиению (разбиение считается «хорошим», если 𝑄 больше 0.7). При этом в каждом слу-
чае мы имеем по три-четыре сформированных сообщества, объединение в которые можно
интерпретировать содержательно. К примеру, одно из сообществ графа по математике
содержит семь журналов, пять из которых издаются Математическим институтом имени
В.А. Стеклова [17].

Теперь удалим в исходных графах все ребра, имеющие вес меньше 0.01. Для редуциро-
ванных графов значения основных характеристик приведены в табл. 2 в разделе «Графы
близости: вес ребра ≥ 0.01».

Несмотря на то, что количество ребер в разных графах уменьшилось весьма различ-
ным образом, структурные характеристики графов практически не изменились: во всех
случаях сохранились единственная компонента связности и количество сообществ при
небольшом росте модулярности и уменьшении суммарного веса ребер.

Удалим из редуцированных графов все ребра, имеющие вес, меньший или равный 0.04;
результаты приведены в табл. 2 в разделе «Графы близости: вес ребра > 0.04». Теперь
наблюдаются существенные изменения, графы стали терять связность: везде появились
изолированные вершины, в медицинском графе образовались две компоненты связности,
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существенно уменьшился суммарный вес ребер. Модулярность существенно возросла, но
количество сообществ (если не считать сообществами изолированные вершины) осталось
почти тем же самым.

На последнем шаге рассмотрим графы, в которых оставлены только сильные ребра, то
есть имеющие вес, больший или равный 0.1. В графах сохранились по две-три небольшие
компоненты связности и от двух до пяти сообществ (см. раздел табл. 2 «Графы близости:
вес ребра > 0.04»).

Очевидно, что графы разных тематик ведут себя по-разному при удалении ребер. Од-
нако можно заметить и сходство. Пусть каждый граф – это объект, описываемый набором
признаков, являющихся характеристиками табл. 2. Кластеризация, например, по методу
Варда [24] дает разбиение вида {(история), (математика и физика), (химия и медицина)},
что говорит об определенном сходстве структур связности журналов, входящих в одну
группу и очевидном «выпадении» графа по истории.

Проблема выявления ключевых вершин в графах и сетях исследуется давно [25,26]. По-
казатели влиятельности вершин в графе связаны с индексами центральности, для вычис-
ления которых существуют различные подходы и интерпретации. Очевидное ограничение
этих подходов заключается в том, что центральность, подходящая для одного приложе-
ния, может быть неприемлема для другого. Отличная формальная иллюстрация этого
утверждения на графе с десятью вершинами дает так называемый «воздушный змей
Крэкхарда» [27]. Выбор подходящей меры центральности для графов близости журна-
лов в перспективе будет актуальной задачей. В данной работе для сравнения структуры
графов близости журналов нам достаточно такой характеристики важности вершин, как
их вес. В свою очередь, вес вершины определим как сумму весов ребер, инцидентных
данной вершине.

На рис. 3 приведены графики весов вершин для каждой тематики, когда вершины
каждого графа упорядочены по убыванию веса.

Рис. 3. Веса вершин по тематикам
Fig. 3. Node weights by topics
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Отличия между различными тематиками очевидны. Функция весов по химии является
для всех остальных функций ограничением сверху. Заметим, что все функции распреде-
ления весов вершин аппроксимированы линейными функциями.

4. Граф близости тематик
Перенесем описанный и использованный выше подход исследования графов близо-

сти тематик на исследование связей между тематиками. Для этого рассмотрим граф
𝐺𝑡ℎ

𝐾𝐽 = 𝐺(𝑇, 𝐿,𝐾), который назовем графом близости тематик. Здесь

𝑇 = {𝑡1, 𝑡2, 𝑡3, 𝑡4, 𝑡5} ≡ {𝑐ℎ𝑒𝑚, ℎ𝑖𝑠𝑡,𝑚𝑎𝑡ℎ,𝑚𝑒𝑑, 𝑝ℎ𝑦𝑠}

является множеством вершин графа, соответствующих исследуемым тематикам. Соответ-
ственно, 𝐴(𝑐ℎ𝑒𝑚), . . . 𝐴(𝑝ℎ𝑦𝑠) – это множества уникальных авторов, имеющих публикации
в журналах данной тематики. Процедура построения таких множеств авторов очевидна.

Множество ребер определим, как и ранее, 𝐿 = {{𝑖, 𝑗} | 𝐴(𝑡𝑖)∩𝐴(𝑡𝑗) ̸= ∅} , а множество
весов ребер 𝐾 вычислим по формуле (1) с точностью до обозначений.

Матрица смежности графа 𝐺𝑡ℎ
𝐾𝐽 задана следующим образом:

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

𝑐ℎ𝑒𝑚 ℎ𝑖𝑠𝑡 𝑚𝑎𝑡ℎ 𝑚𝑒𝑑 𝑝ℎ𝑦𝑠
𝑐ℎ𝑒𝑚 0 0.0024 0.0056 0.0021 0.0029
ℎ𝑖𝑠𝑡 0 0.0012 0.021 0.002
𝑚𝑎𝑡ℎ 0 0.0019 0.0255
𝑚𝑒𝑑 0 0.0114
𝑝ℎ𝑦𝑠 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
.

На рис. 4 изображен граф 𝐺𝑡ℎ
𝐾𝐽 .

Рис. 4. Граф близости тематик
Fig. 4. Graph of topical proximity

Около названий вершин указан их вес, вычисленный как сумма весов ребер, инцидент-
ных данной вершине, а толщина ребер примерно соответствует их весам.

К ожидаемым результатам относится сильная близость между химией и физикой, а
также математикой и физикой.

Достаточно неожиданно выглядит наличие связей между историей и всеми четырьмя
другими тематиками. Была проведена выборочная проверка некоторых авторов, чтобы
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подтвердить наличие таких связей в виде реальных публикаций. В статьях [28,29] можно
видеть одного и того же автора, хотя первый журнал относится к тематике «Химия», а
второй – к тематике «История. Исторические науки». В статьях [30, 31] мы также можем
увидеть одного общего автора в журналах по истории и математике.

Заключение
Предложен подход к анализу сети журналов с использованием библиографического

графа журнальных пересечений, основанного на бинарной операции пересечения мно-
жеств. Такой подход позволяет рассмотреть два уровня взаимодействия журналов, ниж-
ний из которых представляет собой отношения на множествах журналов, объединяемых в
научные тематики, а верхний – отношения между тематиками, с использованием единых
приемов и методов обработки исходных данных.

Подход продемонстрирован на относительно небольшом пилотном примере, однако он
позволяет получить ряд результатов, свидетельствующих о перспективности его исполь-
зования и возможностях его масштабирования.

К полученным результатам относятся:
1) примерные оценки численности ученых, занятых исследованиями в определенных

научных тематиках, и возможность их сопоставления;
2) структура взаимодействия журналов данной тематики, учитывающая степень взаи-

модействия, с возможностями выявления компонент связности и сообществ, интерпрети-
руемых содержательно, и ранжирования журналов;

3) структура взаимодействия научных тематик, показывающая степень их взаимовли-
яния через отношения между научными журналами и являющаяся в каком-то смысле
прототипом «карты науки».

В техническом плане возможности масштабирования понятны как с точки зрения на-
ращивания количества журналов по уже исследуемым тематикам, так и распространения
подхода на другие тематики. Очевидно, что речь идет об исследованиях, базирующихся
на данных РИНЦ, поскольку в России на сегодняшний день это единственная мощная
библиографическая база, содержащая данные для таких исследований.

И вот здесь мы сталкиваемся с рядом вопросов, требующих дополнительного изучения
и согласования. Во-первых, такая работа невозможна без согласия и участия РИНЦ. Во-
вторых, нужны надежные и всеобъемлющие данные на достаточно длительном временном
отрезке, который должен быть уточнен в процессе исследований как адекватный в случае
значительного увеличения количества журналов и тематик. Вполне возможно также, что
придется уточнять критерии отбора журналов, если мы хотим сохранить их одинаковое
количество по тематикам. В-третьих, придется дополнять и развивать модель на уровне
связей между тематиками, поскольку существует большое количество высокорейтинго-
вых мульти- и междисциплинарных журналов (хороший пример – Вестник Российской
академии наук).

Возвращаясь на позиции системного анализа, следовало бы попытаться определить
цели национальной системы научных журналов России, но такая грандиозная задача, как
было сказано ранее, выходит за рамки данной статьи.

В завершение используем цитату из [32]: «. . . Наука и ее коммуникационная подсистема
обладают способностью самоорганизации, поэтому и вся наука, и сеть научных журналов
имеют свою структуру, более сложную, чем насаждаемые извне квартили WoS или кате-
гории Перечня ВАК, и принципиально отличную от них. Научная политика и управление
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наукой, которые не стремятся к выявлению и учету естественной структуры науки и струк-
туры ее коммуникационной подсистемы, сформировавшихся за счет самоорганизации, а
навязывают ими придуманные иерархические схемы, по сути своей базируются на ложных
основаниях. Для минимизации вредного воздействия такой политики и такого управления
науке приходится прилагать значительные усилия, направленные на поиск всевозможных
обходных путей . . . ». Надеемся, что результаты, изложенные в данной работе, являются
маленьким шагом к выявлению естественной структуры сети научных журналов России,
способствующим формированию целей и поисков решений для их достижения.
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Аннотация

Поставлены и решены задачи гидроупругости для математического моделирования нелиней-
ного отклика стенки узкого канала, заполненного пульсирующей вязкой жидкостью. Исследован
плоский канал с параллельными жесткими стенками для случая продольных колебаний ниж-
ней стенки, имеющей нелинейно-упругое закрепление на торцах, за счет ее взаимодействия через
слой жидкости в канале с противоположной вибрирующей стенкой. Динамика жидкости в канале
изучена в пределах пульсирующего течения Куэтта с учетом инерции ее движения. Движение
нижней стенки канала рассмотрено в рамках модели «масса на пружине», имеющей симметрич-
ную характеристику жесткости с кубической нелинейностью. Учет диссипативных свойств вязкой
жидкости позволяет пренебречь влиянием начальных условий и перейти к рассмотрению крае-
вой задачи математической физики для исследования установившихся вынужденных колебаний
стенки канала. Асимптотический анализ данной задачи методом возмущений позволил свести
ее к рассмотрению нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения, обобщающего
уравнение Дуффинга. Его решение проведено методом Крылова – Боголюбова, что позволило
определить нелинейный гидроупругий отклик стенки на основном резонансе в виде ее ампли-
тудной и фазовой частотных характеристик. Указанные характеристики имеют вид неявных
функций, что требует их численного исследования. Приведен пример такого исследования, кото-
рый показал существенное влияние учета инерции движения жидкости и вариации толщины слоя
жидкости в канале на амплитуду колебаний, резонансные частоты, а также частотный диапазон
неустойчивых колебаний со скачкообразным изменением амплитуд.

Ключевые слова: нелинейные гидроупругие колебания, жесткая стенка, вязкая жидкость,
пульсирующее течение Куэтта, нелинейно-упругое закрепление, жесткая кубическая нелиней-
ность, метод возмущений, метод Крылова –Боголюбова, гидроупругий отклик, математическое
моделирование
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Abstract

The problems of hydroelasticity that arise during the mathematical modeling of the nonlinear
response of the wall of a narrow channel filled with pulsating viscous liquid were formulated and solved.
The plane channel has parallel rigid walls, where the bottom wall with nonlinear elastic supports at the
ends undergoes longitudinal vibrations due to its interaction with the opposite vibrating wall through
the liquid layer. The liquid dynamics in the channel were analyzed as a pulsating Couette flow with
the consideration of the liquid inertia. The movement of the bottom wall of the channel was described
using the mass-on-spring model characterized by symmetric stiffness with cubic nonlinearity. With the
dissipative properties of the viscous liquid taken into account, the influence of the initial conditions
became negligible, making it possible to focus on the formulation of a boundary value problem of
mathematical physics for steady-state forced vibrations of the channel wall. Following the asymptotic
analysis by the perturbation method, the problem was reduced to a nonlinear ordinary differential
equation that generalizes the Duffing equation. The equation was solved by the Krylov–Bogolyubov
method, and the nonlinear hydroelastic response of the wall to the primary resonance was determined
in the form of its amplitude- and phase-frequency characteristics. The nonlinear hydroelastic response
characteristics were expressed as implicit functions and require further numerical investigation. An
example of such an investigation was provided, demonstrating that taking into account the liquid
inertia and varying thickness of the liquid layer in the channel significantly affects the amplitude of
vibrations, resonant frequencies, as well as the range of unstable vibrations with sudden amplitude
changes.
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Введение

Моделирование и расчет поведения различных конструкций связаны с рассмотрени-
ем статических и динамических проблем механики. Одно из современных ее направле-
ний составляют задачи гидроаэроупругости, в рамках которых изучается взаимодействие
твердых тел с упругим закреплением или упруго деформируемых тел с жидкостью или
газом [1–3]. Ограничимся ниже кратким указанием работ, наиболее близких к темати-
ке нашего исследования и посвященных колебаниям упругих балок и пластин, а также
твердых тел, взаимодействующих с жидкостью.

В работах [4,5] в линейной постановке решены задачи о свободных колебаниях упругой
круглой пластины, являющейся частью жесткой границы раздела, над которой находит-
ся безграничный объем неподвижной идеальной жидкости. Основной подход указанных
работ – использование разделения переменных и задание пространственной формы коле-
баний пластины, соответствующей случаю ее колебаний в вакууме. В исторически пер-
вой работе [4] использован энергетический метод Рэлея для низшего тона колебаний
жестко защемленной пластины, а в [5] решена связанная задача гидроупругости с уче-
том обертонов пластины для жесткого, шарнирного и сводного опираний ее на контуре.
В [6] подход из [4] дополнен рассмотрением вязкости жидкости путем введения безразмер-
ного параметра, который по факту является обратным значением известного параметра
подобия – числа Уомерсли [7], используемого при изучении напорных пульсирующих дви-
жений вязкой жидкости. В [8] в рамках подхода, аналогичного [5], рассмотрена плоская за-
дача собственных колебаний консольно закрепленной балки Бернулли – Эйлера, окружен-
ной неограниченным объемом вязкой жидкости, и представлены сравнения полученного
решения с экспериментом. Задача динамики жидкости решена в упрощенной постановке
за счет задания экспоненциально убывающего профиля скорости в направлении изгиба
балки.

Как пример исследования статической проблемы гидроупругости следует отметить ра-
боту [9], посвященную определению площади контакта элемента системы жидкостного
охлаждения в виде упругой оболочки плоскоовального сечения с двумя параллельными
жесткими пластинами, между которыми он заключен с начальным зазором, за счет изме-
нения гидростатического давления внутри элемента. Моделирование выполнено в предпо-
ложении плоской деформации при рассмотрении контура поперечного сечения оболочки
как балки-полоски Бернулли –Эйлера. Выполнено сравнение аналитического решения с
поставленным экспериментом, которое показало правомочность предложенного подхода.
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В [10,11] на базе конечно-элементного алгоритма численно исследованы гидроупругая
устойчивость и собственные колебания пластинки, образующей верхнюю стенку канала
прямоугольного сечения, взаимодействующей с потоком идеальной жидкости. Исследова-
ние [11] нацелено на изучение пассивного демпфирования колебаний посредством замыка-
ния внешней электрической цепью из резистора и катушки индуктивности пьезоэлемента,
закрепленного на внешней поверхности пластины. Отметим также пристатейные спис-
ки названных работ, содержащие актуальные источники с информацией по численному
исследованию проблем гидроупругости пластин, в том числе смарт-конструкций с пьезо-
элементами, для реализации активных и пассивных способов управления их колебаниями.

Среди работ о взаимодействии вибрирующих жестких тел с жидкостью выделим
[12–14], посвященные исследованию волновых процессов в идеальной и вязкой жидко-
сти. Возможность подавления амплитуд волн в безнапорном мелководном канале вбли-
зи вибрирующего на дне жесткого штампа установлена в [12], для аналогичного канала
в [13] исследовано взаимодействие нелинейных уединенных волн или группы волн с упру-
го закрепленной жесткой стенкой. Возбуждение и эволюция нелинейных вязких волн при
продольных колебаниях жесткой пластины в вязкой жидкости аналитически исследованы
в [14].

Укажем на экспериментальные исследования взаимодействия жесткого тела и окру-
жающей его вязкой жидкости, помещенных в замкнутую полость, при продольных или
вращательных колебаниях этой полости [15,16]. В данных работах обнаружен эффект виб-
рационной подъемной силы, возникающей в вязкой жидкости вблизи стенки вибрирующей
полости.

Математическое моделирование движения вязкой жидкости за счет продольных виб-
раций жестких или жестких пористых стенок выполнено в [17,18]. В [19] проведено моде-
лирование движения вязкой жидкости при вращательных колебаниях пористой жесткой
сферы, помещенной в нее, а в [20,21] аналитически исследовано движение вязкой жидко-
сти между криволинейными стенками, одна из которых пористая, при их радиальных и
окружных колебаниях.

Отметим также работы [22–24], в которых рассмотрены задачи колебаний твердых
тел на линейно-упругом подвесе, взаимодействующих с вязким газом. В [22] в плоской
постановке исследовано взаимодействие смазочного слоя газа и стенки газодинамиче-
ского подшипника. Упругая податливость стенки за счет давления учитывается в виде
дополнительного изменения толщины слоя газа по линейному закону с коэффициентом
пропорциональности, определяемым модулем упругости материала стенки. Численное мо-
делирование взаимодействия вязкого газа, с учетом термодинамических процессов в нем,
и затвора клапана при его открытии проведено в [23,24]. Движение затвора клапана смо-
делировано в рамках модели «масса на пружине», а для численного решения уравнений
движения газа использован модифицированный метод Годунова. В работах [25, 26] пред-
ставлено аналитическое решение задач о поперечных колебаниях жесткой стенки узкого
канала в виде круглой [25] или прямоугольной [26] пластины на упругом подвесе с ку-
бической нелинейностью, взаимодействующей с пульсирующим слоем газа в канале. Рас-
смотрены плоская [25] и осесимметричная [26] задачи при использовании для газа модели
вязкой баротропной среды в изотермическом состоянии.
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В [27, 28] изучены продольные колебания стенок, имеющих линейно-упругое закреп-
ление на торцах и взаимодействующих с вязкой жидкостью. Случай возбуждения про-
дольных колебаний пластины, закрепленной по торцам на пружинах, совершающей по-
перечные колебания и помещенной в поток вязкой жидкости, ограниченный жесткими
стенками, рассмотрен в [27]. В работе [28] аналитически решена задача о продольных ко-
лебаниях жесткой стенки клиновидного канала, имеющей линейно-упругое закрепление
на торцах. Постановка и решение задачи гидроупругих колебаний торцевой стенки узко-
го плоского канала в случае учета кубической нелинейности ее упругого закрепления и
взаимодействия с вязкой пульсирующей жидкостью, заполняющей канал, осуществлены
в [29].

Проведенный анализ опубликованных исследований показывает, что за рамками рас-
смотрения остались вопросы постановки и решения задачи о продольных колебаниях
стенки узкого канала, имеющей нелинейно-упругое закрепление на торцах, возбужда-
емых вибрацией противоположной стенки через пульсирующий слой вязкой жидкости,
находящейся между ними.

1. Постановка проблемы, основные положения и допущения

Рассмотрим механическую колебательную систему, состоящую из двух параллельных
друг другу жестких стенок, между которыми находится жидкость (см. рис. 1). Стен-
ки рассматриваемого канала представляют собой прямоугольные пластины со сторонами
2𝑙 и 𝑏 . Полагая, что размер 𝑏≫ 2𝑙 , перейдем к рассмотрению плоской задачи. Расстояние
между пластинами 𝛿 ≪ 𝑙 . Законы изменения давления в сечениях канала на его торцах
считаем известными, на левом торце – это 𝑝−𝑙 , а на правом – 𝑝+𝑙 . Верхняя стенка совер-
шает продольные колебания по заданному закону. Нижняя (ведомая) стенка на торцах
имеет нелинейно-упругое закрепление, позволяющее совершать ей только продольные пе-
ремещения за счет взаимодействия с жидкостью в канале. Для определенности считаем,
что торцевое закрепление нижней стенки имеет симметричную характеристику жесткости
с кубической нелинейностью, а амплитуды колебаний стенок канала существенно меньше
его длины 2𝑙 . Жидкость, заполняющую канал, рассмотрим в рамках модели ньютонов-
ской вязкой жидкости. Изменение температуры стенок канала и жидкости считаем незна-
чительным по сравнению с быстро меняющимся колебательным процессом, т. е. положим
ее постоянной в пределах достаточно большого цикла колебаний. Плотность жидкости
примем постоянной, исходя из того, что скорость ее движения, как и скорость движе-
ния стенок канала, значительно меньше скорости звука в изотермическом состоянии, т. е.
характерное число Маха значительно меньше единицы. В связи с рассмотрением изотерми-
ческого состояния примем коэффициент кинематической вязкости жидкости постоянным,
учитывая, что этот коэффициент можно считать не зависящим от давления [30, 31]. Дей-
ствием силы тяжести ввиду узости канала пренебрегаем. Введем декартову систему коор-
динат 𝑂𝑥𝑧 , начало которой расположим в центре внутренней поверхности нижней стенки
канала в невозмущенном состоянии. Учет вязкости жидкости позволяет сосредоточиться
на изучении установившихся вынужденных нелинейных колебаний нижней стенки канала,
так как ее свободные колебания в течение короткого времени затухают [32].

Закон движения верхней стенки считаем гармоническим:

𝑥2 = 𝑥2𝑚𝑓2(𝜔𝑡), 𝑓2(𝜔𝑡) = sin(𝜔𝑡+ 𝜙2), (1)

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(2):329-350



334 V.S. Popov et al. | Nonlinear hydroelastic response of the wall . . .

здесь 𝑧2𝑚 – амплитуда колебаний верхней стенки, 𝜔 – частота, 𝜙2 – начальная фаза,
𝑡 – время.
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Рис. 1. Схематичный вид колебательной системы в виде узкого плоского канала: 1 – верхняя
(ведущая) стенка канала, совершающая продольные гармонические колебания; 2 – нижняя (ве-
домая) стенка канала, имеющая нелинейно-упругое закрепление на торцах; 3 – вязкая жидкость
Fig. 1. Schematic view of the vibration system in the form of a narrow plane channel: 1 – upper
(driving) wall of the channel performing longitudinal harmonic vibrations; 2 – lower (driven) wall of
the channel with nonlinear elastic supports at the ends; 3 – viscous liquid

Уравнение движения нижней стенки в рамках модели «масса на нелинейно-упругой
пружине» в подходе Лагранжа представим в виде

𝑚1
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝐹 (𝑥1) = 𝑁𝑓 , (2)

где 𝐹 (𝑥1) – восстанавливающая сила нелинейно-упругого закрепления; 𝑁𝑓 – возмущаю-
щая сила, обусловленная вибрацией верхней стенки канала и пульсацией давления на его
торцах; 𝑚1 – масса нижней стенки.

Закон движения нижней стенки представим в виде 𝑥1 = 𝑥1𝑚𝑓1(𝜔*𝑡) , где 𝑥1𝑚 – ампли-
туда нелинейных колебаний нижней стенки, 𝑓1(𝜔*𝑡) – функция времени, 𝜔* – характерная
частота нелинейных колебаний нижней стенки.

Восстанавливающая сила нелинейно-упругого закрепления на торцах имеет линейную
и нелинейную составляющие. Первая пропорциональна смещению нижней стенки, а вто-
рая пропорциональна кубу смещения нижней стенки [33,34], т. е.

𝐹 (𝑥1) = 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1. (3)

Здесь 𝑛1 – коэффициент жесткости линейной составляющей, 𝑛3 – коэффициент жест-
кости нелинейной составляющей. Далее рассматриваем случай жесткой нелинейности, т. е.
полагаем 𝑛3 > 0 .

Возмущающая сила 𝑁𝑓 определяется напряжением сдвига вязкой жидкости
𝑞𝑧𝑥 = 𝜌𝜈

(︀
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
+ 𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥

)︀
[30,31], действующим на поверхности контакта нижней стенки с жид-

костью. С учетом того, что представленное соотношение для напряжения соответствует
описанию движения жидкости в подходе Эйлера [30], выражение для возмущающей силы
запишем в виде

𝑁𝑓 =

∫︁ 𝑏

0

∫︁ 𝑙

−𝑙

(︂
𝑞𝑧𝑥 + 𝑥1

𝜕𝑞𝑧𝑥
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑏𝜌𝜈

∫︁ 𝑙

−𝑙

(︂
1 + 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥

)︂(︂
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

𝑑𝑥. (4)
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Для определения напряжения сдвига вязкой жидкости необходимо совместно с (2)–(4)
рассмотреть уравнения движения жидкости, т. е. уравнения Навье – Стокса, замыкаемые
уравнением неразрывности для среды постоянной плотности. Для плоской задачи в под-
ходе Эйлера эти уравнения во введенной системе координат можно записать следующим
образом [30,31]:

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑉𝑥
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑉𝑧
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑧

= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑧2

)︂
,

𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑉𝑥
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑉𝑧
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑧

= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑉𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑉𝑧
𝜕𝑧2

)︂
,

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑧

= 0.

(5)

Здесь 𝑝 – давление жидкости, 𝑉𝑧 – проекция скорости жидкости на ось 𝑂𝑧 , 𝑉𝑥 – про-
екция скорости жидкости на ось 𝑂𝑥 , 𝜌 и 𝜈 – плотность и кинематический коэффициент
вязкости жидкости соответственно.

Граничные условия уравнений (5) – это условия отсутствия скольжения вязкой жид-
кости на поверхности ее контакта с вибрирующими стенками канала. Эти условия пред-
ставляют собой совпадение скоростей жидкости и стенок канала на границах их контакта:

𝑉𝑥 + 𝑥1𝑚𝑓1(𝜔*𝑡)
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

= 𝑥1𝑚
𝑑𝑓1(𝜔*𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑉𝑧 = 0 при 𝑧 = 0,

𝑉𝑥 + 𝑥2𝑚𝑓2(𝜔𝑡)
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

= 𝑥2𝑚
𝑑𝑓2(𝜔𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑉𝑧 = 0 при 𝑧 = 𝛿.

(6)

При записи (6) учтено, что движение жидкости рассматривается в подходе Эйлера, а
движение стенок канала – в подходе Лагранжа [30,31].

Кроме того, необходимы граничные условия для давления в торцевых сечениях кана-
ла. Сформулируем их в предположении, что на торцах канал примыкает к достаточно
большим торцевым полостям, заполненным той же жидкостью, давление в которых за-
дано, т. е. пульсирует по известному закону. В этом случае давление в торцевом сечении
канала совпадает с заданным давлением в соответствующей торцевой полости, т. е.

𝑝 = 𝑝−𝑙(𝜔𝑡) при 𝑥 = −𝑙, 𝑝 = 𝑝+𝑙(𝜔𝑡) при 𝑥 = 𝑙. (7)

Изучение режима установившихся вынужденных нелинейных колебаний в рассматри-
ваемой колебательной системе позволяет исключить из рассмотрения начальные условия,
так как их влияние за счет вязкости жидкости быстро перестает сказываться. Таким об-
разом, сформулирована краевая задача гидроупругости (1)–(7) для исследования нели-
нейных продольных колебаний нижней (ведомой) стенки рассматриваемого канала.

2. Асимптотический анализ сформулированной задачи, уравнение
продольных нелинейных гидроупругих колебаний стенки канала

В рассматриваемой постановке имеют место следующие соотношения:

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

∼ 1,
𝑥2𝑚
𝑙

≪ 1,
𝛿

𝑙
≪ 1.
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Учитывая их, введем в рассмотрение два независимых малых параметра 𝜓 = 𝛿/𝑙 ≪ 1 ,
𝜆 = 𝑥1𝑚/𝑙 ≪ 1 и следующие безразмерные переменные:

𝜉 =
𝑥

𝑙
, 𝜁 =

𝑧

𝛿
, 𝜏 = 𝜔*𝑡, 𝑉𝑥 = 𝑥1𝑚𝜔*𝑈𝜉, 𝑉𝑧 = 𝜓𝑥1𝑚𝜔*𝑈𝜁 ,

𝑝 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃, 𝑝−𝑙 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃−𝑙, 𝑝+𝑙 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃+𝑙.
(8)

В переменных (8) уравнения динамики жидкости (5), их краевые условия (6), (7) и выра-
жение для возмущающей силы (4) примут вид

Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
+ 𝜓2𝜕

2𝑈𝜉

𝜕𝜉2
,

𝜓2Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜁
+ 𝜓2

(︂
𝜓2𝜕

2𝑈𝜁

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝑈𝜁

𝜕𝜁2

)︂
,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0,

(9)

𝑈𝜉 + 𝜆𝑓1(𝜏)
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
=
𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 0,

𝑈𝜉 + 𝜆
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
=
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 1,

(10)

𝑃 = 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) при 𝜉 = −1, 𝑃 = 𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) при 𝜉 = 1, (11)

𝑁𝑓 = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

(︂
1 + 𝜆𝑓1(𝜏)

𝜕

𝜕𝜉

)︂ [︂
𝜓2𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

]︂⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (12)

Здесь выделен параметр подобия рассматриваемой задачи Wo2 = 𝛿2𝜔*/𝜈 – квадрат
числа Уомерсли [7, 34].

Пренебрегая в (9), (12) членами при введенном в рассмотрение малом параметре 𝜓2 ,
перейдем аналогично гидродинамической теории смазки [31] к уравнениям тонкого слоя
вязкой жидкости, но с удержанием локальных и конвективных членов инерции:

Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
,

𝜕𝑃

𝜕𝜁
= 0,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0,

(13)

а также получим следующее выражение для возмущающей силы:

𝑁𝑓 = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

(︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁
+ 𝜆𝑓1(𝜏)

𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜉𝜕𝜁

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (14)

Проведем асимптотический анализ задачи (13) с граничными условиями (10), (11) ме-
тодом возмущений [35,36]. Для этого рассмотрим следующие разложения искомых функ-
ций по малому параметру 𝜆 :

𝑈𝜉 = 𝑈
(0)
𝜉 + 𝜆𝑈

(1)
𝜉 + . . . , 𝑈𝜁 = 𝑈

(0)
𝜁 + 𝜆𝑈

(1)
𝜁 + . . . , 𝑃 = 𝑃 (0) + 𝜆𝑃 (1) + . . . . (15)
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Подставив (15) в (13), (14) с краевыми условиями (10), (11) и приняв во внимание, что
при движении вязкой жидкости в тонкой щели имеют место регулярные возмущения [35],
ограничимся первым членом разложений (15) для линеаризации уравнений гидродинами-
ки. В результате получим следующую задачу (верхний индекс (0) в приведенных ниже
уравнениях опущен):

– линеаризованные уравнения движения тонкого слоя вязкой жидкости в канале

Wo2
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
,
𝜕𝑃

𝜕𝜁
= 0,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0, (16)

– уравнение продольного движения нижней стенки канала

𝑚1
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝐹 (𝑥1) = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (17)

Граничные условия уравнений (16) – это условия для давления (11) и линеаризованные
условия на границах контакта жидкости и стенок канала, которые имеют вид

𝑈𝜉 =
𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 0, 𝑈𝜉 =

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 1. (18)

Построим решение линеаризованных уравнений динамики тонкого слоя вязкой жидко-
сти (16) с граничными условиями (10), (11) методом итерации [37,38]. На первой итерации
положим в первом уравнении (16) Wo2 → 0 , т. е. исключим из рассмотрения инерцию дви-
жения жидкости, что с физической точки зрения эквивалентно рассмотрению ползущего
движения вязкой жидкости в узкой щели. В результате на первой итерации получим сле-
дующее решение:

𝑈𝜉 =
𝜁2 − 𝜁

2

𝜕𝑃

𝜕𝜉
+ (1− 𝜁)

𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
+ 𝜁

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0,

𝑃 =
1

2

[︂
𝜉
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀
+
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) + 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀]︂
.

(19)

На второй итерации проведем уточнение полученного решения (19) учетом влияния
инерции движения вязкой жидкости, положив Wo2 < 1 . Для этого используем найден-
ную компоненту скорости 𝑈𝜉 по (19) и подставим ее в член первого уравнения (16) при
удерживаемом параметре подобия Wo2 , а затем решим полученные уравнения с гранич-
ными условиями (10), (11). В результате найдем выражение для уточненной компоненты
скорости 𝑈𝜉 , а также ее частную производную по координате 𝜁 , определяющую возмуща-
ющую силу (правую часть (17)) в следующем виде:

𝑈𝜉 =

(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀

4
(𝜁2 − 𝜁) +

𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
(1− 𝜁) +

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
𝜁+

+
Wo2

48

(︂
𝑑𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏

)︂
(𝜁4 − 2𝜁3 + 𝜁)+ (20)

+
Wo2

6

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑2𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏 2
(𝜁3 − 𝜁) +

𝑑2𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏 2
(3𝜁2 − 𝜁3 − 2𝜁)

)︂
,
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𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

=

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏

)︂
−
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀

4
+

+
Wo2

48

(︂
𝑑𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏

)︂
− Wo2

6

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑2𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏 2
+ 2

𝑑2𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏 2

)︂
.

Подставляя (20) в правую часть (17) получили уравнение продольных нелинейных
гидроупругих колебаний стенки в следующем виде:

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+𝐾
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

+ 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1 = 𝐾

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

−𝑀
𝑑2𝑥2
𝑑𝑡2

−

−𝑏𝛿
2

(︀
𝑝+𝑙(𝜔𝑡)− 𝑝−𝑙(𝜔𝑡)

)︀
+
𝑏𝛿

2
𝑇

(︂
𝑑𝑝+𝑙(𝜔𝑡)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑝−𝑙(𝜔𝑡)

𝑑𝜏

)︂
.

(21)

Здесь 𝑀 = 1
3
𝑏𝑙𝛿𝜌 , 𝐾 = 2𝑙𝑏𝜌𝜈

𝛿
, 𝑇 = 1

12
𝛿2

𝜈
.

3. Определение гидроупругого отклика нижней стенки канала
Уравнение (21) представляет собой обобщенное уравнение Дуффинга, которое допус-

кает периодическое решение [39]. Проведем исследование данного уравнения для случая,
когда законы пульсации давления на левом и правом торцах одинаковы, т. е. 𝑝−𝑙 = 𝑝+𝑙 .
В этом случае в канале имеет место пульсирующее течение Куэтта, а уравнение (21) с
учетом (1) принимает вид

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+𝐾
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

+ 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1 = 𝑥2𝑚𝜔𝐸sin(𝜔𝑡+ 𝜙2 + 𝜙), (22)

где tg(𝜙) = 𝐾
𝑀𝜔

, 𝐸 =
√
𝐾2 +𝑀2𝜔2 , для определенности положим далее 𝜙2 = 0 .

Множитель 𝑥2𝑚𝜔 в (22) представляет собой амплитуду виброскорости верхней стенки
канала. Зададим ее исходя из скорости 1 м/с, т. е. 𝑥2𝑚𝜔 = 𝑘 · 1 м/с, здесь 𝑘 – коэффици-
ент виброперегрузки по скорости. С учетом сделанного замечания проведем решение (22)
методом Крылова –Боголюбова [33]. Для этого представим (22) в следующем виде:

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝑛1𝑥1 = 𝜀𝑓

(︂
𝑥1,

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

)︂
+ 𝜀𝐸1sin(𝜔𝑡+ 𝜙), (23)

приняв 𝜀𝑓
(︀
𝑥1,

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︀
= 𝜀𝑓(𝑥1) + 𝜀𝑓

(︀
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︀
= −𝑛3𝑥

3
1 − 𝐾 𝑑𝑥1

𝑑𝑡
, 𝑘𝐸 = 𝜀𝐸1 и введя 𝜀 – условный

малый параметр, отражающий слабую нелинейность и демпфирование в рассматривае-
мой колебательной системе, а также малую амплитуду возмущающей силы. Ограничимся
отысканием решения на главном резонансе, когда

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀
= 𝜔0 ≈ 𝜔 . В этом случае вид

искомого решения (23) представляется как [33]

𝑥1 = 𝑥1𝑚cos(Ψ) = 𝑥1𝑚cos(𝜔𝑡+ 𝜙+ 𝜑). (24)

Здесь Ψ – полная фаза, 𝜑 – сдвиг между фазами свободных колебаний стенки и вынуж-
дающей силы. Выражения для 𝑥1𝑚 и 𝜑 определим из уравнений [33]

𝑑𝑥1𝑚
𝑑𝑡

= 𝜀𝐴1(𝑥1, 𝜑) + . . . ,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔0 − 𝜔 + 𝜀Φ1(𝑥1, 𝜑) + . . . ,

(25)

где 𝐴1(𝑥1, 𝜑) , Φ1(𝑥1, 𝜑) – это функции, определяемые как
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𝐴1(𝑥1, 𝜑) = − 1

(𝑚1 + 2𝑀)2𝜋𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓

(︂
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥1=𝑥1𝑚cos(Ψ)

sin(Ψ)𝑑Ψ−

− 𝐸1cos(𝜑)
(𝑚1 + 2𝑀)(𝜔0 + 𝜔)

= − 𝐾𝑥1𝑚
2𝜀(𝑚1 + 2𝑀)

− 𝐸1cos(𝜑)
(𝑚1 + 2𝑀)(𝜔0 + 𝜔)

,

Φ1(𝑥1, 𝜑) = − 1

(𝑚1 + 2𝑀)2𝜋𝑥1𝑚𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥1)

⃒⃒
⃒⃒
𝑥1=𝑥1𝑚cos(Ψ)

cos(Ψ)𝑑Ψ+

+
𝐸1sin(𝜑)

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚(𝜔0 + 𝜔)
=

3𝑛3𝑥
2
1𝑚

8𝜀(𝑚1 + 2𝑀)𝜔0

+
𝐸1sin(𝜑)

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚(𝜔0 + 𝜔)
.

(26)

Таким образом, в случае установившихся нелинейных колебаний из (25) с учетом (26)
получим с точностью до 𝜀2 следующую систему алгебраических уравнений:

𝐾𝑥1𝑚𝜔 = −𝑘𝐸sin𝜑,

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚

[︂(︂
𝜔0 +

3𝑥21𝑚
8𝜔0

𝑛3

𝑚1 + 2𝑀

)︂2

− 𝜔2

]︂
= −𝑘𝐸cos𝜑.

(27)

Из этой системы найдем выражения для амплитудной и фазовой характеристик ниж-
ней стенки канала, совершающей установившиеся нелинейные колебания,

𝑥1𝑚 =
𝑘𝐾

𝑚1 + 2𝑀

√︀
1 +𝑀2𝜔2/𝐾2

√︃[︂(︂
𝜔0 +

3𝑥2
1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀

)︂2

− 𝜔2

]︂2
+ 𝐾2𝜔2

(𝑚1+2𝑀)2

, (28)

tg 𝜑 =
𝐾

𝑚1 + 2𝑀

𝜔
(︁
𝜔0 +

3𝑥2
1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀

)︁2
− 𝜔2

. (29)

Заметим, что в (28), (29) можно выделить частоту 𝜔* = 𝜔0+
3𝑥2

1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀
, которая пред-

ставляет собой частоту колебаний консервативной нелинейной системы с жесткой нели-
нейностью (характерная частота нелинейных колебаний нижней стенки). Данная частота
определяет скелетную характеристику, задающую изменение собственных частот консер-
вативной нелинейной колебательной системы с жесткой нелинейностью 𝜔2

* = 𝜔2
0+

3
4

𝑥2
1𝑚𝑛3

𝑚1+2𝑀
.

Вводя в рассмотрение безразмерную частоту 𝜂2 =
(︀

𝜔
𝜔0

)︀2
= 𝜔2 𝑚1+2𝑀

𝑛1
, скелетную харак-

теристику для данной частоты 𝜂2* = 1 + 3
4

𝑥2
1𝑚𝑛3

𝑛1
и обозначение 𝐷 = 𝐾√

𝑛1(𝑚1+2𝑀)
, представ-

ляем (28), (29) как

𝑥1𝑚 =
𝑘𝐾

𝑛1

√︁
1 + 𝑀2

𝐾2
𝑛1

𝑚1+2𝑀
𝜂2

√︀
(𝜂2* − 𝜂2)2 +𝐷2𝜂2

, (30)

tg(𝜑) =
𝐷𝜂

𝜂2* − 𝜂2
. (31)

Таким образом, выражения (28), (29) или (30), (31) определяют основной гидроупругий
отклик нижней стенки рассматриваемого канала, т. е. отклик на основном резонансе.
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4. Численное моделирование основного гидроупругого отклика стенки
канала при пульсирующем течении Куэтта

Найденные характеристики (30), (31) представляют собой неявные функции, что тре-
бует их численного исследования. Заметим, что данные выражения допускают следую-
щие частные случаи: 𝑀 = 0 – исключение из рассмотрения инерции движения жидкости,
что эквивалентно полаганию в уравнениях динамики пульсирующего слоя вязкой жидко-
сти (16) Wo2 → 0 ; 𝑛3 = 0 – переход к рассмотрению стенки, имеющей линейно-упругое
закрепление на торцах. В последнем случае (30), (31) представляют собой явные функ-
ции, допускающие непосредственное вычисление амплитуды и фазы колебаний стенки по
заданной частоте возмущающей силы.

Для примера реализации численного моделирования рассмотрим канал со следу-
ющими параметрами: 𝑙 = 0.15 м, 𝛿 = 10−3 м, 𝑏 = 8𝑙 , 𝑚1 = 3 кг, 𝜌 = 1.84 · 103 кг/м3 ,
𝜈 = 2.53 · 10−5 м2/c, 𝑛1 = 5 · 104 Н/м, 𝑛3 = 5 · 108 Н/м3 . При моделировании было про-
ведено численное построение характеристик (30), (31) для следующих случаев:

1) взаимодействие стенки со слоем жидкости при учете инерции пульсирующего тече-
ния Куэтта для различных значений коэффициента виброперегрузки по скорости;

2) взаимодействие стенки со слоем жидкости без учета инерции последней (ползу-
щее течение Куэтта, т. е. когда в (30), (31) положим 𝑀 = 0) при различных значениях
коэффициента виброперегрузки по скорости;

3) взаимодействие пластины с пульсирующим слоем жидкости при учете инерции его
движения при варьировании значений коэффициента виброперегрузки по скорости и тол-
щины слоя жидкости;

4) взаимодействие пластины с пульсирующим слоем жидкости для случая ползущего
течения Куэтта при варьировании толщины слоя жидкости. Результаты расчетов пред-
ставлены ниже на рис. 2–5.

Заметим, что при исключении из рассмотрения нелинейности упругого закрепления
стенки канала на торцах, т. е. при полагании в (30) и (31) 𝑛3 = 0 , имеют место известные
кривые амплитудных и фазовых частотных характеристик, соответствующих гармониче-
скому осциллятору [32].

Выводы и заключение

В работе поставлена и решена задача гидроупругости для исследования продольных
колебаний абсолютно жесткой стенки узкого канала, имеющей нелинейно-упругое закреп-
ление на торцах. Рассмотрен случай вынужденных установившихся колебаний стенки за
счет ее взаимодействия с противоположной вибрирующей стенкой через пульсирующий
слой вязкой жидкости, заполняющей канал. Учет диссипативных свойств вязкой жидко-
сти в узком канале дает возможность исключить из рассмотрения в исследуемой колеба-
тельной системе начальные условия, так как их влияние быстро перестает сказываться,
и ограничиться постановкой краевой задачи математической физики (2)–(7). Проведен-
ный асимптотический анализ поставленной задачи позволил показать, что исходная зада-
ча может быть сведена к рассмотрению нелинейного обыкновенного дифференциального
уравнения (21), обобщающего уравнение Дуффинга. Решение этого уравнения для случая
пульсирующего течения Куэтта с учетом инерции движения вязкой жидкости в узком
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канале выполнено с использованием метода Крылова – Боголюбова. На базе полученно-
го решения определен гидроупругий отклик стенки канала в виде нелинейных ампли-
тудной (30) и фазовой (31) частотных характеристик, представляющих собой неявные
функции от амплитуды и частоты колебаний. Анализ данных характеристик и численное
моделирование их поведения позволили сделать следующие выводы.

Вязкость жидкости, а также геометрические размеры канала полностью определяют
значение коэффициента демпфирования в (21), т. е. демпфирующие свойства в рассмат-
риваемой колебательной системе. Кроме того, учет инерции движения жидкости обуслав-
ливает увеличение инерционных свойств нелинейной колебательной системы, что прояв-
ляется в возникновении дополнительных членов в уравнении нелинейных гидроупругих
колебаний (21) и дополнительной, так называемой присоединенной массы 𝑀 . Данная мас-
са также определяется физическими свойствами жидкости и геометрическими размерами
канала.

Результаты моделирования, представленные на рис. 2–5, указывают на важность при-
нятия во внимание инерции пульсирующего течения Куэтта при исследовании нелинейных
колебаний нижней стенки рассматриваемого канала. А именно, сравнив характеристи-
ки на рис. 3 и 4, пришли к выводу, что при ползущем течении Куэтта (рис. 4), когда
в (30), (31) принято 𝑀 = 0 , т. е. инерция жидкости исключена из рассмотрения, наблю-
дается снижение амплитуд колебаний и уменьшение значений резонансных частот. В ре-
зультате этого имеем менее интенсивный изгиб характеристик кривых (30), (31) вправо.
Известно [39], [40], что в области изгиба амплитудных характеристик нелинейных коле-
бательных систем с кубической нелинейностью наблюдается скачкообразное изменение
амплитуд колебаний. Следовательно, исключение инерции движения жидкости приводит
к занижению границ области частот, на которых возможно возникновение неустойчивых
колебаний со скачкообразным изменением амплитуд, а также заниженным оценкам ампли-
туд колебаний стенки. Увеличение коэффициента виброперегрузки по скорости приводит
к росту как амплитуд колебаний, так и резонансных частот, и, как следствие, увеличению
изгиба амплитудных и фазовых характеристик, как в случае учета инерции жидкости,
так и при исключении инерции движения жидкости из рассмотрения.

Кроме того, моделирование показало существенное влияние толщины слоя жидкости
на нелинейные колебания стенки. Например (см. рис. 4), при учете инерции движения
жидкости увеличение толщины слоя жидкости при фиксированных значениях ампли-
туды виброскорости противоположной стенки ведет к существенному росту амплитуд
колебаний нижней стенки канала. С другой стороны (см. рис. 5), при исключении из
рассмотрения инерции движения жидкости и фиксации коэффициента виброперегрузки
по скорости, уменьшение толщины слоя жидкости приводит к расширению резонансной
области (увеличению добротности), что непосредственно следует из аналитических выра-
жений для (30), (31).

Сформулированная в работе новая математическая модель и представленные резуль-
таты численного моделирования гидроупругого отклика стенки узкого канала, имеющей
нелинейно-упругое закрепление на торцах, за счет взаимодействия со слоем вязкой жид-
кости при пульсирующем течении Куэтта, могут быть использованы для анализа работы
элементов гидроприводов и динамических гидропередач, а также найти применение в
технологиях неразрушающей вибрационной диагностики различных изделий современно-
го машиностроения.
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а)

, рад

b)
Рис. 2. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 0.6 ; 3 – коэффициент виб-
роперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1

соответствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =
√︁

𝑛1
𝑚1+2𝑀

Fig. 2. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 ; 2 – the coefficient determining vibration overload by speed 𝑘 = 0.6 ; 3 – the coefficient
determining vibration overload by speed 𝑘 = 1.2 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

а)

, рад

b)
Рис. 3. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 0.6 ; 3 – коэффициент виб-
роперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1

соответствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =
√︁

𝑛1
𝑚1

Fig. 3. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 ; 2 – the coefficient determining vibration overload by speed 𝑘 = 0.6 ; 3 – the coefficient
determining vibration overload by speed 𝑘 = 1.2 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1
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а)

, рад

b)
Рис. 4. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 и толщина слоя жидкости 2𝛿 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости
𝑘 = 0.6 и толщина слоя жидкости 1.5𝛿 ; 3 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 и
толщина слоя жидкости 𝛿 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1 соответ-
ствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

Fig. 4. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 and the liquid layer thickness 2𝛿 ; 2 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.6 and the liquid layer thickness 1.5𝛿 ; 3 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 1.2 and the liquid layer thickness 𝛿 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

а)

, рад

b)
Рис. 5. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при ползущем пульсирующем течении Куэтта и коэффициенте виброперегрузки по скорости
𝑘 = 1.5 : 1 – толщина слоя жидкости 2𝛿 ; 2 – толщина слоя жидкости 1.5𝛿 ; 3 – толщина слоя
жидкости 𝛿 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1 соответствует размерная
частота 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1

Fig. 5. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
under the creeping pulsating Couette flow with the coefficient determining vibration overload by speed
𝑘 = 1.5 : 1 – liquid layer thickness 2𝛿 ; 2 – liquid layer thickness 1.5𝛿 ; 3 – liquid layer thickness 𝛿 ;
4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency 𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency
𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1
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Применение теории сетевого исчисления для анализа
задержек трафика радиоинтерфейса eCPRI в сегменте

Fronthaul мобильных сетей 4G/5G
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Аннотация

Математический аппарат теории сетевого исчисления (Network calculus) позволяет опреде-
лить граничные оценки задержек в сетевых моделях и в отличие от теории массового обслу-
живания оперирует не функциями распределения случайных величин, а достаточно простыми
детерминированными параметрами, описывающими характеристики входного потока и обслужи-
вающего устройства. Предложено использовать подходы теории сетевого исчисления для полу-
чения численных оценок верхних границ задержки различных видов трафика интерфейса eCPRI
в транспортном сегменте Fronthaul мобильных сетей 4G/5G.

Ключевые слова: сетевое исчисление Network calculus, кривая поступления, кривая обслу-
живания, мобильные сети 4G/5G, сегмент Fronthaul, радио интерфейс eCPRI, анализ задержек
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Application of network calculus to analyze eCPRI traffic
delays in 4G/5G fronthaul mobile networks
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Abstract

Network calculus provides a mathematical framework for determining the delay bounds in network
models and, unlike the queueing theory which relies on the distribution functions of random variables,
uses simple deterministic parameters describing the characteristics of traffic arrivals and the service
device. In this study, network calculus was applied to calculate the upper delay bounds for various
types of eCPRI traffic in the fronthaul segment of 4G/5G mobile networks.

Keywords: network calculus, arrival curve, service curve, 4G/5G mobile networks, fronthaul
segment, eCPRI, delay analysis

For citation: Roslyakov A.V., Gerasimov V.V. Application of network calculus to analyze eCPRI
traffic delays in 4G/5G fronthaul mobile networks. Uchenye Zapiski Kazanskogo Universiteta. Seriya
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Введение

В сетях мобильной связи поколений 4G/5G наиболее перспективной технологией
радиодоступа является централизованная сеть радиодоступа C-RAN (Centralized Radio
Access Network). Она реализуется с помощью удаленных радиоблоков RRH (Remote Radio
Head) и набора (пула) централизованных блоков обработки основной полосы частот BBU
(BaseBand Unit), которые соединены через передний транспортный сегмент, называемый
Fronthaul. Такое разделение позволяет значительно улучшить гибкость и масштабируе-
мость сети мобильной связи 4G/5G, а также существенно сократить затраты на капиталь-
ные и эксплуатационные расходы. Однако такой подход к построению сети радиодосту-
па приводит к проблеме обеспечения гарантий качества передачи разнородного трафика
путем распределения доступной полосы пропускания сегмента Fronthaul. Такое распре-
деление можно обеспечить с помощью введения разных приоритетов обслуживания для
соответствующего трафика радиоинтерфейса eCPRI. При этом необходимо учитывать,
что в сетях 4G/5G ограничения на задержку в сегменте Fronthaul очень строгие и для
большей части трафика не должны превышать 100 мкс [1].
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Для получения верхних граничных оценок задержек заявок в системе массового обслу-
живания (СМО), моделирующей работу сегмента Fronthaul, необходимо знание функций
распределения интервалов времени между пакетами в потоках разнородного трафика ин-
терфейса eCPRI и длительностей обслуживания этих потоков в сегменте. Чаще всего такие
распределения имеют сложный характер, получить их аналитическое описание весьма за-
труднительно, при этом анализ характеристик СМО общего вида G/G/1 возможен только
аппроксимационными методами с получением лишь средних значений времени ожидания
заявок [2].

Для определения граничных оценок задержек в любых СМО с ожиданием в наиболь-
шей степени подходит теория сетевого исчисления (Network Сalculus), которая оперирует
детерминированными параметрами входного потока заявок и исследуемой СМО и позво-
ляет достаточно просто получить граничные оценки качества функционирования сетевой
модели [3]. Для практического применения сетевого исчисления необходимо знать функ-
ции, описывающие входной поток трафика и обслуживающее устройство, называемые кри-
выми поступления и обслуживания соответственно. В работе эти кривые построены для
модели транспортного сегмента Fronthaul мобильных сетей 4G/5G и на их основе полу-
чены аналитические выражения для определения верхних граничных оценок задержек
трафика интерфейса eCPRI трех приоритетов: высшего, среднего и низшего. При этом
использованы только две детерминированные метрики трафика – средняя скорость по-
ступления и максимальный выброс (пачечность) трафика, которые можно легко получить
на практике из временных трассировок данных трафика. Полученные верхние границы
могут напрямую использоваться при проектировании и обслуживании сетей 4G/5G для
определения требуемой пропускной способности транспортного сегмента Fronthaul.

1. Сегмент Fronthaul сетей 4G/5G и его модель
Рассмотрим централизованную архитектуру сети радиодоступа C-RAN (Centralized

Radio Access Network) в мобильных сетях 4G/5G и построим модель передачи трафика
в ней. Для упрощения анализа будем рассматривать трафик только в одном направле-
нии. C-RAN реализуется в виде территориально-распределенного набора так называемых
радиоголовок RRH (Remote Radio Head), которые обеспечивают беспроводную связь с
терминалами пользователей в зоне своего покрытия и реализуют первичную обработку
радиосигналов. Информация, поступающая от всех RRH, агрегируется в переднем транс-
портном сегменте Fronthaul и передается в централизованный пул блоков обработки ба-
зовых частот BBU (BaseBand Unit), где выполняется основная обработка информации
(рис. 1). В сегменте Fronthaul сетей 4G/5G может передаваться трафик радиоинтерфей-
сов CPRI и eCPRI, однако в дальнейшем будем рассматривать трафик только интерфейса
eCPRI, т. к. он использует пакетную передачу информации, которая более перспективна
за счет своей эффективности, гибкости и масштабируемости.

В радиоинтерфейсе eCPRI передаются информационные потоки трех видов:
1) пользовательский трафик между терминалом пользователя и мобильной сетью,

управляющая информация, относящаяся к пользовательскому трафику, а также дру-
гие данные eCPRI: поддержка плоскости пользователя, удаленная перезагрузка и т. д.,
требующие передачи в реальном масштабе времени;

2) контрольная и управляющая информация, которая не является информацией ре-
ального времени;

3) данные синхронизации.
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Рис. 1. Архитектура централизованной сети радиодоступа в мобильных сетях 4G/5G
Fig. 1. Centralized-RAN architecture for 4G/5G mobile networks

Требования к сквозной задержке трафика eCPRI первого и второго видов в сегменте
Fronthaul строго нормируются (табл. 1) [4].

Табл. 1. Требования к сквозной задержке трафика eCPRI в сегменте Fronthaul
Table 1. End-to-end delay requirements for eCPRI traffic in the fronthaul segment

Данные eCPRI
Пользователя Контроля и

управления
Синхронизации

Сквозная
задержка

100 мкс (высший
приоритет)

1 мс (средний
приоритет)

1 мс (средний
приоритет)

100 мс (низший
приоритет)

Не нормируется

Таким образом, особенностью интерфейса eCPRI является наличие в нем трафика трех
приоритетов – высшего (ВП), среднего (СП) и низшего (НП), что необходимо учитывать
при распределении полосы пропускания в сегменте Fronthaul между потоками с разными
данными. С учетом этого модель сегмента Fronthaul в виде СМО можно представить как
одноканальное обслуживающее устройство, на вход которого поступают агрегированные
потоки трафика от радиоголовок RRH трех приоритетов – ВП, СП и НП (рис. 2).

Более высокий приоритет трафика означает, что соответствующему потоку требует-
ся меньшая задержка для удовлетворения требований качества обслуживания. Переда-
ча пакетов (кадров) одного приоритета в сегменте Fronthaul осуществляется по правилу
«первым пришел – первым вышел» (FIFO). Однако, когда поступает запрос на передачу
трафика потока с более высоким приоритетом, передача текущего потока с более низким
приоритетом прерывается. Будем считать, что передача агрегированного трафика интер-
фейса eCPRI в сегменте Fronthaul осуществляется с постоянной скоростью R, бит/с. Для
реализации интерфейса eCPRI, как правило, используют пакетные технологии семейства
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xEthernet или чувствительных ко времени сетей TSN Ethernet [5], работающие чаще всего
по оптоволоконному физическому каналу и имеющие скорости 𝑛×10 Гбит/с.

Поток ВП

Поток СП

Поток НП
Агрегированный
поток к пулу BBU

Сегмент
Fronthaul

П
отоки

с
разны

м
и

приоритетам
и

от
R

R
H

Рис. 2. Модель сегмента Fronthaul сетей 4G/5G с тремя типами потоков трафика
Fig. 2. Fronthaul segment model for 4G/5G mobile networks with three traffic types

Для получения аналитических выражений максимальных задержек потоков трафи-
ка разного приоритета в полученной СМО будем использовать математический аппарат
теории сетевого исчисления (Network Calculus), для чего определим необходимые харак-
теристики СМО.

2. Основы теории сетевого исчисления
Ввиду ограниченного освещения в отечественной литературе теории сетевого исчис-

лений (Network Calculus) в данном разделе приведем краткие сведения из этой области
знаний в виде нескольких определений и утверждений, которые необходимы для дальней-
шего анализа сквозных задержек в сегменте Fronthaul мобильных сетей 4G/5G на основе
названной теории. Более подробную информацию про сетевое исчисление можно найти
в [6–8].

Базовые принципы теории сетевого исчисления были сформулированы Р. Крузом
в 1991 году в двух его работах [9, 10]. Математически сетевое исчисление основано
на идемпотентной (min,+) -алгебре [11], в которой операция идемпотентного сложения
(обозначим ее ∧) заменяется вычислением инфимума 𝑎 ∧ 𝑏 := inf (𝑎, 𝑏) (или минимума
𝑎 ∧ 𝑏 := min (𝑎, 𝑏) , если он существует), в то время как операция идемпотентного умноже-
ния превращается в классическую операцию сложения 𝑎×𝑏 := 𝑎+𝑏 . Основными операци-
ями в (min,+)-алгебре являются (min,+)-свертка и (min,+) -обратная свертка. Приведем
ряд определений, необходимых для пояснения основных положений теории сетевого ис-
числения.

Определение 1 ((Min,+)-свертка). Пусть 𝑥 и 𝑦 – две функции, возрастающие в ши-
роком смысле. (Min,+)-свертка этих функций равна

(𝑥⊗ 𝑦) (𝑡) = inf0≤𝜏≤𝑡 {𝑥 (𝑡− 𝜏) + 𝑦 (𝜏)} , (1)

где inf обозначает инфимум (нижнюю границу) функции.

Определение 2 ((Min,+)-обратная свертка). Пусть 𝑥 и 𝑦 – две функции, возраста-
ющие в широком смысле. (Min,+)-обратная свертка этих функций равна

𝑥 (𝑡)⊘ 𝑦 (𝑡) = sup𝜏>0 {𝑥(𝑡+ 𝜏)− 𝑦(𝜏)} ,
где sup означает супремум (верхнюю границу) соответствующей функции.
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В сетевом исчислении используют понятия кривой поступления и кривой обслужива-
ния для описания характеристик входного потока трафика и обслуживающего устройства
соответственно.

Определение 3 (Кривая поступления). Для возрастающей в широком смысле функ-
ции 𝛼 (𝑡) , 𝑡 ≥ 0 , говорят, что поток 𝐴 (𝑡) ограничен сверху функцией 𝛼 (𝑡) тогда и только
тогда, когда для всех 𝜏 ≤ 𝑡

𝐴 (𝑡)− 𝐴 (𝜏) ≤ 𝛼 (𝑡− 𝜏) . (2)

Говорят, что поток 𝐴 (𝑡) имеет кривую поступления 𝛼 (𝑡) (рис. 3).

Объем
трафика α(t)

A(t)

Рис. 3. Кривая поступления 𝛼(𝑡) для функции входящего потока 𝐴(𝑡)

Fig. 3. Arrival curve 𝛼(𝑡) for the input traffic function 𝐴(𝑡)

Определение 4 (Кривая обслуживания). Пусть 𝐴(𝑡) и 𝐷(𝑡) – возрастающие в ши-
роком cмысле функция объема входного потока с кривой поступления 𝛼(𝑡) и функция
объема потока на выходе этого устройства соответственно (рис. 4). Говорят, что обслу-
живающее устройство реализует для входящего потока 𝐴 (𝑡) кривую обслуживания 𝛽 (𝑡) ,
если 𝛽 (𝑡) является возрастающей в широком смысле функцией и 𝐷(𝑡) ≥ 𝐴 (𝑡)⊗ 𝛽 (𝑡) .

β(t)

Входной поток
A(t) с кривой

поступления a(t)

Очередь
заявок Выходной

поток D(t)

Обслуживающее
устройство с кривой
обслуживания β(t)

Рис. 4. К определению кривой обслуживания
Fig. 4. Illustration of the service curve

Одним из главных результатов теории сетевого исчисления является возможность
определения верхних границ задержки потоков трафика. В [3, 6] доказано, что грани-
ца задержки 𝑤(𝑡) в системе массового обслуживания с кривой поступления 𝛼(𝑡) и кривой
обслуживания 𝛽(𝑡) определяется как

𝑤(𝑡) = sup𝑡≥0 {inf {𝜏 ≥ 0 : 𝛼(𝑡) < 𝛽(𝑡+ 𝜏)}} . (3)

Uch. Zap. Kazan. Univ. Ser. Fiz.-Mat. Nauki | 2025;167(2):351-366



А.В. Росляков, В.В. Герасимов | Применение теории сетевого исчисления . . . 357

При графическом изображении кривых поступления и обслуживания (рис. 5) гори-
зонтальное расстояние между этими кривыми определяет значение задержки потока 𝑤(𝑡)
согласно (3), в то время как вертикальное расстояние 𝑞(𝑡) показывает загрузку СМО (чис-
ло заявок в очереди и обслуживающем устройстве) в момент времени 𝑡 . Следовательно,
максимальные расстояния между кривыми дают верхние границы задержки и загрузки.

A(t)

D(t)

t t

Объем
трафика

w(t)

q(t)

Рис. 5. Определение задержки передачи трафика и загрузки системы обслуживания
Fig. 5. Illustration of the traffic transmission delay and service system load

3. Кривые поступления трафика интерфейса eCPRI

Избегая использования вероятностных распределений для описания потоков трафика
интерфейса eCPRI в транспортном сегменте Fronthaul мобильных сетей 4G/5G, будем ис-
пользовать теорию сетевого исчисления и детерминированные метрики трафика, которые
легко получить на практике. В качестве таких метрик чаще всего используют среднюю
скорость поступления трафика 𝜌 – количество пакетов (кадров), поступающих в потоке
в среднем за единицу времени, и пачечность (берстность) трафика 𝜎 – количество па-
кетов (кадров), которые могут поступить одновременно в потоке. Следовательно, кривая
поступления для потока трафика 𝑖 -го типа интерфейса eCPRI определяется выражени-
ем 𝛼𝑖(𝑡) = 𝜌𝑖𝑡+ 𝜎𝑖 , где 𝜌𝑖 – средние скорости потоков трафика 𝑖 -го типов, 𝑖 ∈ (ℎ,𝑚, 𝑙) ,
которые соответствуют высшему, среднему и низшему приоритетам соответственно, а
𝜎𝑖 – пачечность этих потоков.

Во избежание бесконечной длины очередей трафика интерфейса eCPRI в сегменте
Fronthaul ограничим скорость поступления трафика при заданной пропускной способности
сегмента 𝑅 согласно следующему предположению.

Предположение. Если скорость передачи (пропускная способность) сегмента
Fronthaul равна 𝑅 , то суммарная скорость передачи потоков трафика интерфейса eCPRI
всех трех приоритетов 𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 ≤ 𝑅 . В противном случае загрузка сегмента будет
стремиться к бесконечности.

Действительно, если 𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 > 𝑅 , то вертикальный разрыв между кривыми по-
ступления и обслуживания, т. е. полная загрузка сегмента Fronthaul потоками трех при-
оритетов трафика, увеличивается до бесконечности (рис. 6).
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Кривая
поступления

Кривая
обслуживания

Объем трафика

T t

R

ρh + ρm + ρl

qmax→ ∞

Рис. 6. Пример перегрузки сегмента Fronthaul
Fig. 6. Example of the fronthaul segment congestion

4. Кривые обслуживания трафика интерфейса eCPRI в сегменте Fronthaul
Зная кривые поступления потоков трафика интерфейса eCPRI разных приоритетов и

задав скорость обслуживания трафика в транспортном сегменте Fronthaul сетей 4G/5G
постоянной и равной 𝑅 , с использованием базовых положений теории сетевого исчисления
можно получить выражения для кривых обслуживания трафика каждого приоритета в
виде следующих трех теорем.

Теорема 1. Кривая обслуживания потока трафика интерфейса eCPRI низшего при-
оритета 𝐴𝑙(𝑡) определяется выражением

𝛽𝑙(𝑡) = (𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚)

(︂
𝑡− 𝜎ℎ + 𝜎𝑙

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

)︂+

,

где ∀𝑥 ∈ R

(𝑥)+ =

{︃
𝑥, 𝑥 > 0,

0, иначе.

Доказательство. Пусть до момента времени 𝜏 система была пуста, и в этом мо-
мент начинается очередной период загрузки системы. Поскольку поток 𝐴𝑙 имеет низший
приоритет, то его трафик будет обслуживаться только после обслуживания потоков бо-
лее высоких приоритетов. Таким образом, для любого момента времени 𝑡 , 𝑡 > 𝜏 , объем
обслуженного трафика потока 𝐴𝑙 за интервал времени (𝜏, 𝑡] может быть определен как

𝐷𝑙(𝑡)−𝐷𝑙(𝜏) = 𝑅(𝑡− 𝜏)− (𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏))− (𝐷𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏)). (4)

Так как в момент времени 𝜏 обслуживается только поток 𝐴𝑙 , то потоки с более высокими
приоритетами 𝐴𝑚 и 𝐴ℎ отсутствуют и для них справедливы следующие равенства

𝐴ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏) = 0, 𝐴𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏) = 0.

Поэтому в момент времени 𝜏 для потока высшего приоритета объем трафика на выходе
будет равен объему поступившего трафика:

𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏) = 𝐷ℎ(𝑡)− 𝐴ℎ(𝜏). (5)
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Однако для любого момента времени 𝑡 , 𝑡 > 𝜏 , справедливо неравенство 𝐷ℎ(𝑡) ≤ 𝐴ℎ(𝑡) .
Поэтому (5) можно переписать в виде неравенства

𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏) ≤ 𝐴ℎ(𝑡)− 𝐴ℎ(𝜏). (6)

С учетом определения кривой поступления (2) правую часть (6) можно записать в виде

𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏) ≤ 𝛼ℎ(𝑡− 𝜏). (7)

Аналогичное неравенство можно записать и для потока среднего приоритета 𝐴𝑚 :

𝐷𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏) ≤ 𝛼𝑚(𝑡− 𝜏). (8)

Подставив (7) и (8) в (4), получим

𝐷𝑙(𝑡)−𝐷𝑙(𝜏) ≥ (𝑅(𝑡− 𝜏)− 𝛼ℎ(𝑡− 𝜏)− 𝛼𝑚(𝑡− 𝜏))+. (9)

Определим правую часть этого неравенства как функцию 𝛽𝑙(𝑡 − 𝜏) , тогда (9) можем
переписать как

𝐷𝑙(𝑡)−𝐷𝑙(𝜏) ≥ 𝛽𝑙(𝑡− 𝜏). (10)

Для произвольного момента времени 𝑡 неравенство (10) можно привести к виду

𝐷𝑙(𝑡) ≥ 𝐷𝑙(𝜏) + 𝛽𝑙(𝑡− 𝜏), 𝐷𝑙(𝑡) ≥ inf0≤𝜏≤𝑡(𝐷𝑙(𝜏) + 𝛽𝑙(𝑡− 𝜏)). (11)

С учетом определения (min,+) -свертки (1) соотношение (11) можно записать в виде
𝐷𝑙(𝑡) = 𝐴𝑙(𝑡)⊗ 𝛽𝑙(𝑡) .

Ранее было определено, что 𝑅 ≥ 𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 , поэтому функция 𝛽𝑙(𝑡) возрастающая в
широком смысле. Согласно выражению (3) можно утверждать, что функция 𝛽𝑙(𝑡) явля-
ется кривой обслуживания потока 𝐴𝑙 . Следовательно, имеем

𝛽𝑙(𝑡) = [𝑅𝑡− 𝛼ℎ(𝑡)− 𝛼𝑚(𝑡)]
+ = [𝑅𝑡− (𝜌ℎ × 𝑡+ 𝜎ℎ)− (𝜌𝑚 × 𝑡+ 𝜎𝑚)]

+ ,

𝛽𝑙(𝑡) = (𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚)

(︂
𝑡− 𝜎ℎ + 𝜎𝑚

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

)︂+

.

Теорема доказана.

Теорема 2. Кривая обслуживания потока трафика интерфейса eCPRI среднего при-
оритета 𝐴𝑚(𝑡) определяется выражением

𝛽𝑚(𝑡) = (𝑅− 𝜌ℎ)

(︂
𝑡− 𝜎ℎ

𝑅− 𝜌ℎ

)︂+

. (12)

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 1 будем предполагать, что в
момент времени 𝜏 система начинает обслуживать поток среднего приоритета 𝐴𝑚 , т. е.
в этот момент в системе нет трафика потока высшего приоритета 𝐴ℎ , а поток 𝐴𝑙 не
может обслуживаться из-за более низкого приоритета. Поэтому имеет место следующее
уравнение:

𝐷𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏) = 𝑅(𝑡− 𝜏)− (𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏)). (13)
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Поскольку трафик потока 𝐴ℎ отсутствует, неравенство (7) также выполняется. Подставив
его в (13), получим

𝐷𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏) ≥ (𝑅(𝑡− 𝜏)− 𝛼ℎ(𝑡− 𝜏))+. (14)

Обозначив правую часть неравенства (14) через 𝛽𝑚(𝑡− 𝜏) , получим

𝐷𝑚(𝑡)−𝐷𝑚(𝜏) ≥ 𝛽ℎ(𝑡− 𝜏).

Отсюда следует

𝐷𝑚(𝑡) ≥ 𝐷𝑚(𝜏) + 𝛽𝑚(𝑡− 𝜏),

𝐷𝑚(𝑡) ≥ inf0≤𝜏≤𝑡(𝐷𝑚(𝜏) + 𝛽𝑚(𝑡− 𝜏)),

𝐷𝑚(𝑡) = 𝐴𝑚(𝑡)⊗ 𝛽𝑚(𝑡).

Так как 𝛽𝑚(𝑡 − 𝜏) является функцией, возрастающей в широком смысле, можно утвер-
ждать, что она является кривой обслуживания потока 𝐴𝑚 . Использовав правую часть
уравнения (14) и подставив выражение для кривой поступления потока 𝐴ℎ , получим для
𝛽𝑚(𝑡) формулу (12). Теорема доказана.

Теорема 3. Кривая обслуживания потока трафика интерфейса eCPRI высшего при-
оритета 𝐴ℎ(𝑡) определяется выражением 𝛽ℎ(𝑡) = 𝑅(𝑡− 0)+ .

Доказательство. Поскольку поток 𝐴ℎ имеет высший приоритет, система прекратит
обслуживание текущего потока более низкого приоритета, если поступит трафик пото-
ка 𝐴ℎ . Предположим, что обслуживание системой потока 𝐴ℎ начинается в момент време-
ни 𝜏 . В течение интервала времени (𝜏, 𝑡] при входном потоке 𝐴ℎ выходной поток системы
будет равен

𝐷ℎ(𝑡)−𝐷ℎ(𝜏) = 𝑅(𝑡− 𝜏). (15)

Обозначив правую часть (15) через 𝛽ℎ(𝑡) , можно записать

𝐷ℎ(𝑡) = 𝐷ℎ(𝜏) + 𝛽ℎ(𝑡− 𝜏),

𝐷ℎ(𝑡) ≥ inf0≤𝜏≤𝑡(𝐷ℎ(𝜏) + 𝛽ℎ(𝑡− 𝜏)),

𝐷ℎ(𝑡) = 𝐴ℎ(𝑡)⊗ 𝛽ℎ(𝑡). (16)

Для 𝛽ℎ(𝑡) справедлива формула 𝛽ℎ(𝑡) = 𝑅(𝑡 − 0)+ . Эта функция является возраста-
ющей в широком смысле, поэтому с учетом неравенства (16) можно утверждать, что она
является кривой обслуживания потока 𝐴ℎ. Теорема доказана.

5. Верхние границы задержек трафика интерфейса eCPRI
На основе полученных выражений для кривых поступления и кривых обслуживания

для каждого потока трафика интерфейса eCPRI соответствующего приоритета обслужи-
вания можно получить верхние границы задержки потоков в сегменте Fronthaul на основе
следующих теорем.

Теорема 4. Верхняя граница задержки потока с низшим приоритетом 𝐴𝑙 опреде-
ляется выражением

𝑤𝑙 =
𝜎ℎ + 𝜎𝑚 + 𝜎𝑙
𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

.
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Доказательство. Согласно (3) задержка потока 𝐴𝑙 в наихудшем случае – это верх-
ний предел горизонтального отклонения между кривой поступления 𝛼𝑙(𝑡) и кривой об-
служивания 𝛽𝑙(𝑡) :

𝑤𝑙 = sup𝑡≥0 {inf {𝑤 ≥ 0 : 𝛼𝑙(𝑡) ≤ 𝛽𝑙(𝑡+ 𝑤)}} . (17)
Для 𝑎𝑙(𝑡) ≤ 𝛽𝑙(𝑡+𝑤), использовав кривую поступления потока (2) и кривую обслуживания,
согласно теореме 1 получим

𝜌𝑙𝑡+ 𝜎𝑙 ≤ (𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚)

(︂
𝑡+ 𝑤 − 𝜎ℎ + 𝜎𝑚

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

)︂+

. (18)

После преобразований (18) можно переписать в виде

𝑤 ≥ 𝜌𝑙𝑡+ 𝜎𝑙 + 𝜎ℎ + 𝜎𝑚
𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

− 𝑡,

𝑤 ≥ (𝜌𝑙 + 𝜌ℎ + 𝜌𝑚 −𝑅)𝑡+ 𝜎𝑙 + 𝜎ℎ + 𝜎𝑚
𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

.

Теперь (17) можно представить как

𝑤𝑙 = sup𝑡≥0

{︂
inf

{︂
𝑤 ≥ 0 : 𝑤 ≥ (𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 −𝑅)𝑡+ 𝜎ℎ + 𝜎𝑚 + 𝜎𝑙

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

}︂}︂
.

Так как 𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 < 𝑅 , то функция
(𝜌ℎ + 𝜌𝑚 + 𝜌𝑙 −𝑅)𝑡+ 𝜎ℎ + 𝜎𝑚 + 𝜎𝑙

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚
строго уменьшается с увеличением 𝑡 ≥ 0 , достигая максимального значения при 𝑡 = 0 .
Из этого следует, что

𝑤𝑙 = inf

{︂
𝑤 ≥ 0 : 𝑤 ≥ 𝜎ℎ + 𝜎𝑚 + 𝜎𝑙

𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚
=
𝜎ℎ + 𝜎𝑚 + 𝜎𝑙
𝑅− 𝜌ℎ − 𝜌𝑚

}︂
.

Теорема доказана.
Теорема 5. Верхняя граница задержки потока со средним приоритетом 𝐴𝑚 опреде-

ляется выражением
𝑤𝑚 =

𝜎ℎ + 𝜎𝑚
𝑅− 𝜌ℎ

.

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 4 имеем

𝑤𝑚 = sup𝑡≥0 {inf {𝑤 ≥ 0 : 𝛼𝑚(𝑡) ≤ 𝛽𝑚(𝑡+ 𝑤)}} = inf {𝑤 ≥ 0 : 𝛼𝑚(0) ≤ 𝛽𝑚(𝑤)} ,

𝑤𝑚 = inf {𝑤 ≥ 0 : 𝜎𝑚 ≤ (𝑅− 𝜌ℎ)𝑤 − 𝜎ℎ} = inf

{︂
𝑤 ≥ 0 : 𝑤 ≥ 𝜎ℎ + 𝜎𝑚

𝑅− 𝜌ℎ

}︂
.

Теорема доказана.
Теорема 6. Верхняя граница задержки потока с высшим приоритетом 𝐴ℎ опреде-

ляется выражением
𝑤ℎ = 𝜎ℎ/𝑅. (19)

Доказательство. Аналогично доказательству теоремы 4 имеем

𝑤ℎ = sup𝑡≥0 {inf {𝑤 ≥ 0 : 𝛼ℎ(𝑡) ≤ 𝛽ℎ(𝑡+ 𝑤)}} = inf {𝑤 ≥ 0 : 𝛼ℎ(0) ≤ 𝛽ℎ(𝑤)} ,
𝑤ℎ = inf {𝑤 ≥ 0 : 𝜎ℎ ≤ 𝑅𝑤} = inf

{︁
𝑤 ≥ 0 : 𝑤 ≥ 𝜎ℎ

𝑅

}︁
.

Теорема доказана.
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6. Численное моделирование

С использованием полученных аналитических результатов было проведено численное
моделирование верхних границ задержек передачи трафика интерфейса eCPRI в сегменте
Fronthaul мобильных сетей 4G/5G. Предположим, что для реализации сегмента Fronthaul
используется технология 10G TSN Ethernet со скоростью передачи 10 Гбит/с, тогда с
учетом максимального размера кадра Ethernet в 1522 байта скорость передачи трафика
интерфейса eCPRI составит 𝑅 = 9.852 Гбит/с. Рассмотрим случаи подключения к данно-
му сегменту Fronthaul трех, шести или девяти радиоголовок. Согласно (19) максимальная
задержка трафика высшего приоритета при фиксированной скорости сегмента Fronthaul
зависит только от пачечности этого трафика. Следовательно, при допустимой задержке
трафика высшего приоритета в 0.1 мс (см. табл. 1) пачечность данного трафика не должна
превышать 128 Кбайт, что хорошо согласуется с технологией Ethernet, в которой макси-
мальный размер полезной нагрузки в кадре не превышает 1.522 Кбайт. Были проведены
расчеты верхних границ задержек трафика интерфейса eCPRI разных приоритетов в зави-
симости от числа радиоголовок RRH, подключенных к сегменту Fronthaul. При расчетах
принималось, что пачечность трафика всех трех приоритетов одинакова (𝜎ℎ = 𝜎𝑚 = 𝜎𝑙 ) и
равна максимальному размеру кадра Ethernet 1.522 Кбайт.

Результаты моделирования показали, что верхние границы задержек трафика высшего
приоритета значительно меньше нормируемой допустимой задержки в 100 мкс даже при
подключении девяти радиоголовок (рис. 7).
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Рис. 7. Результаты расчетов задержек трафика высшего приоритета
Fig. 7. Delay bounds for high-priority traffic

Результаты моделирования максимальных задержек трафика среднего приоритета,
приведенные на рис. 8, показали, что они больше задержек высокоприоритетных потоков,
но даже при девяти подключенных радиоголовках не превышают нормируемой допусти-
мой задержки в 1 мс при условии, что каждая радиоголовка создает трафик высшего
приоритета, занимающий 10% полосы пропускания сегмента Fronthaul.

Полученные результаты расчетов верхних границ задержки потоков трафика низшего
приоритета (рис. 9) свидетельствуют о том, что такой трафик имеет задержки больше,
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чем трафик высшего и среднего приоритетов. Но эти задержки также не превышают
максимально допустимой величины в 100 мс.
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Рис. 8. Результаты расчетов задержек трафика среднего приоритета
Fig. 8. Delay bounds for medium-priority traffic
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Рис. 9. Результаты расчетов задержек трафика низшего приоритета
Fig. 9. Delay bounds for low-priority traffic

Следует отметить, что все приведенные выше расчеты относились к задержкам кадров
Ethernet в очередях потоков разных приоритетов трафика и не учитывали времени пере-
дачи сигналов интерфейса eCPRI в физическом канале связи. В мобильных сетях 4G/5G
транспортный сегмент Fronthaul на физическом уровне чаще всего реализуется с исполь-
зованием оптоволоконных кабелей, в которых 1 км оптического волокна вносит задерж-
ку распространения света около 5 мкс. Поэтому к полученным выше значениям верхних
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границ задержки потоков трафика интерфейса eCPRI разных приоритетов необходимо
добавить фиксированную задержку, зависящую от физической длины оптоволоконного
кабеля.

Так, если эта длина кабеля равна 10 км, то дополнительная фиксированная задержка
будет 50 мкс, что составляет 50% от максимальной допустимой задержки потоков трафика
высшего приоритета.

Предложенная методика расчетов задержек передачи трафика интерфейса eCPRI раз-
личных приоритетов в сегменте Fronthaul на практике может быть использована и для
решения обратной задачи – при заданных величинах трафика и норм на его максималь-
ные задержки можно определить необходимую скорость (пропускную способность) транс-
портного сегмента Fronthaul мобильных сетей 4G/5G и выбрать необходимую технологию
его реализации.

Заключение

Использование математического аппарата теории сетевого исчисления позволило до-
статочно просто построить аналитическую модель транспортного сегмента Fronthaul в
мобильных сетях 4G/5G и определить с ее помощью верхние граничные оценки задержек
различного вида трафика интерфейса eCPRI. Эти теоретические результаты позволяют
на практике рассчитать минимальную требуемую пропускную способность транспортного
сегмента Fronthaul в сетях 4G/5G. Результаты вычислительных экспериментов показы-
вают, что получаемые границы задержки трафика интерфейса eCPRI с различным при-
оритетом в сегменте Fronthaul обладают большим потенциалом для помощи оператору
мобильной сети при развертывании и эксплуатации отечественных сетей 4G/5G.
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Верификация интеграции данных в интегрированной
системе баз данных по свойствам неорганических

веществ и материалов
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Аннотация
С ростом неоднородности моделей и схем данных в современном мире все более необходи-

мой становится интеграция данных. Системы интеграции данных создаются в различных пред-
метных областях, например, в астрономии, управлении землепользованием и материаловедении.
Программы интеграции данных могут быть очень сложными, а потому становятся важными
вопросы формальной верификации их корректности.

В настоящей работе рассмотрен подход к верификации корректности интеграции данных в
интегрированной системе баз данных по свойствам неорганических веществ и материалов Инсти-
тута металлургии и материаловедения им. А.А. Байкова РАН. Интеграция данных в этой системе
проводится в два этапа: на первом этапе данные из источников, помеченные на удаление, измене-
ние или добавление, преобразуются в промежуточное XML-представление; на втором этапе для
элементов XML-представления вызываются процедуры целевой интегрированной базы данных,
удаляющие, изменяющие или добавляющие в нее соответствующие записи. Реализация программ
интеграции данных осуществлена с использованием композиции императивного языка програм-
мирования и декларативного языка реляционных баз данных. Подход к верификации основан на
определении семантики схем данных и программ интеграции данных в формальном языке спе-
цификаций и последующем доказательстве корректности интеграции данных с использованием
автоматизированных средств доказательства.

Ключевые слова: интеграция данных, верификация, семантика программ, доказательство
корректности
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Verification of data integration in an integrated system
of databases on the properties of inorganic substances

and materials

S.A. Stupnikov
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Abstract

Due to the increasing heterogeneity of data models and schemas in the modern world, robust
data integration is a high-priority issue. Data integration systems have been extensively deployed
across various domains, including astronomy, land use management, and materials science. However,
data integration programs can be very complicated. Thus, formal verification of their correctness has
emerged as an important task.

In this article, an approach to verify the correctness of data integration in an integrated system of
databases on the properties of inorganic substances and materials is considered. The system, developed
at the A.A. Baikov Institute of Metallurgy and Materials Science of the Russian Academy of Sciences,
employs a two-stage data integration process: during the first stage, the source data marked for deletion,
modification, or insertion are converted into an intermediate XML representation; in the second stage,
the system invokes the corresponding procedures for XML elements in the target integrated database
and updates it accordingly. The data integration programs are implemented by combining an imperative
programming language with a declarative language of relational databases. Verification is performed
by defining the semantics of the data schemas and data integration programs in a formal specification
language and proving the correctness of data integration using automated provers.

Keywords: data integration, verification, program semantics, proof of correctness
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Введение

В современном мире в науке и промышленности быстро растет число неоднородных
источников данных. Каждый такой источник разработан на основе удобных его пользова-
телям модели данных и системы управления базами данных (СУБД), а схема базы данных
определена из соображений конкретной предметной области. Для преодоления неодно-
родности моделей и схем данных системы интеграции данных [1] создаются в различных
предметных областях, например, в астрономии [2], управлении землепользованием [3] и
материаловедении [4].

Программы интеграции данных в разрабатываемых системах могут быть очень слож-
ными, а потому возникают вопросы формальной верификации корректности интеграции
данных. Формальная верификация программ также достаточно сложна, однако ее приме-
нение при разработке программных систем оправдано, поскольку стоимость исправления
ошибки после выпуска системы в производство может превышать стоимость исправления
ошибки на этапе разработки системы в десятки и сотни раз [5].

Вопросы верификации интеграции данных исследуются достаточно активно. Обычно
основная идея подходов к верификации состоит в том, чтобы сообщить программам инте-
грации данных семантику в некотором формальном языке. Свойства программ, подлежа-
щие проверке, представляются в виде выражений этого языка. Затем с использованием
формальных средств доказательства спецификация, выражающая семантику конкретной
программы интеграции данных, проверяется на соответствие необходимым свойствам. На-
пример, известны работы по определению формальной семантики самой распространен-
ной в мире модели данных – языка SQL (например, [6]). Отдельное крупное направление
образуют работы по верификации трансформаций моделей, основанной на движимой мо-
делями инженерии (MDE) [7].

В направлении собственно интеграции данных в качестве языка определения формаль-
ной семантики моделей данных хорошо зарекомендовала себя «Нотация абстрактных ма-
шин» (AMN) [8] – язык, основанный на логике первого порядка и теории множеств. Язык
AMN поддержан промышленным инструментарием, направленным на автоматизирован-
ную проверку корректности спецификаций Atelier [9]. Накоплен более чем двадцатилетний
мировой опыт применения языка AMN и средств его инструментальной поддержки при
разработке промышленных программных систем [10]. Методы верификации интеграции
данных с использованием AMN предложены, в частности, в [11] и [12]. В работе [11] опреде-
лена формальная семантика языка разрешения сущностей и слияния данных HIL в языке
AMN для верификации потоков работ интеграции данных. В [12] разработан метод ве-
рификации корректности виртуальной интеграции данных в модели RDF. Корректность
доказывается путем отображения схем предметной области, схем источников данных и
запросов в язык AMN и последующего применения автоматизированных средств доказа-
тельства.

Настоящая работа имеет практическую направленность – верификацию интеграции
данных в интегрированной базе данных Института металлургии и материаловедения
(ИМЕТ) им. А.А. Байкова РАН [13], [14]. Рассмотрена интеграция данных из базы данных
Bandgap [15], содержащей данные о ширине запрещенной зоны основных классов неорга-
нических веществ. «Ширина запрещенной зоны является фундаментальным параметром
конденсированных фаз, который характеризует природу химической связи в материале.
По величине запрещенной зоны можно судить о типе химической связи, доминирующей
в соединении, устойчивости соединения в определенном интервале изменений состава и
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внешних параметров, типе электронной проводимости в образцах, склонности материала
к ионной проводимости, а также основных термодинамических характеристиках соедине-
ния»1.

Интеграция данных в системе проводится в два этапа: на первом этапе данные из базы
данных Bandgap, помеченные на удаление, изменение или добавление, преобразуются в
промежуточное XML-представление; на втором этапе для элементов XML-представления
вызываются процедуры целевой интегрированной базы данных, удаляющие, изменяющие
или добавляющие в нее соответствующие записи. Реализация программ интеграции дан-
ных проводится с использованием композиции императивного языка программирования
(VBScript) и декларативного языка реляционных баз данных (SQL).

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приведены структура схем дан-
ных и программ интеграции данных в интегрированной базе данных ИМЕТ и общая
структура спецификаций языка AMN, выражающие формальную семантику программ
интеграции данных. Определение формальной семантики схемы источника данных, схемы
промежуточного представления данных, схемы интегрированной базы данных, програм-
мы извлечения данных из источников и преобразования в промежуточное представление,
процедуры загрузки (обновления) данных в интегрированную базу данных продемонстри-
ровано на примерах интеграции базы данных Bandgap. В разделе 2 проиллюстрирована
верификация программ интеграции данных.

1. Формальная семантика программ интеграции данных
Структура схем данных и программ интеграции данных в интегрированной базе дан-

ных ИМЕТ РАН [14] включает следующие компоненты:

• реляционные схемы источников данных;

• схема промежуточного представления данных на языке XML Schema;

• программы извлечения данных из источников и преобразования в промежуточное
XML-представление (композиция императивного языка программирования VBScript
и декларативного языка реляционных баз данных SQL);

• реляционная схема интегрированной базы данных;

• процедуры загрузки (обновления) данных в интегрированную базу данных.

Программы интеграции данных запускают с установленной периодичностью (обычно
ежедневно), извлекают накопившиеся изменения в источниках данных, формируют файлы
промежуточного XML-представления, а затем для каждого из элементов XML-файлов
запускают процедуры обновления данных в интегрированной базе данных.

Определение формальной семантики схем данных и программ интеграции данных,
а также их дальнейшая верификация осуществляются для каждого источника данных
независимо. Структура семантических спецификаций для отдельного источника данных
включает следующие компоненты:

• AMN-спецификация вида MACHINE [8], определяющая семантику реляционной схе-
мы источника данных и операций извлечения данных из источника;

1https://bg.imet-db.ru/default.asp?lang=ru.
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• AMN-спецификация вида MACHINE, определяющая семантику схемы промежуточ-
ного XML-представления и операций создания элементов XML-документа;

• AMN-спецификация вида MACHINE, определяющая семантику реляционной схемы
интегрированной базы данных и процедур обновления данных в интегрированной
базе данных;

• AMN-спецификация вида REFINEMENT [8], определяющая семантику императив-
ной программы интеграции данных, последовательно вызывающей операции извле-
чения данных из источника, преобразования данных в промежуточное представле-
ние, обновления данных в интегрированной базе данных.

Ниже в данном разделе формальная семантика программ интеграции данных проил-
люстрирована на примере базы данных Bandgap. Все упомянутые файлы схем, программ
и AMN-спецификаций опубликованы в репозитории GitHub2.

1.1. Семантика реляционной схемы источника данных и операций извле-
чения данных из источника. Фрагмент реляционной схемы базы данных Bandgap при-
веден в файле Bandgap-ver.sql. Пример определения таблицы свойств веществ выглядит
следующим образом3:

CREATE DATABASE [BandGap ]
CREATE TABLE [ dbo ] . [ _PropertiesConv ] (

[NOMPROP] [ i n t ] NOT NULL,
[ UpdateStatus ] [ i n t ] NOT NULL,
[NAZVPROP] [ varchar ] ( 1 2 8 ) NOT NULL,
[HTML] [ varchar ] ( 1 2 8 ) NOT NULL,

CONSTRAINT [ PK___PropertiesConv ] PRIMARY KEY ( [NOMPROP] )
)

Соответствующий фрагмент AMN-спецификации Bandgap, выражающий семантику реля-
ционной схемы, выглядит следующим образом:

MACHINE Bandgap
DEFINITIONS

Propert iesConv_struct == s t r u c t (
NOMPROP: INT ,
UpdateStatus : INT ,
NAZVPROP: seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
HTML: seq ( 0 . . 2 5 5 )

) ;
ABSTRACT_VARIABLES

Propert iesConv
INVARIANT

2https://github.com/sstupnikov/DataTransformation/tree/main/Bandgap.
3Строго говоря, рассматриваемые таблицы не являются непосредственно источником данных. Их на-

полнение происходит за счет использования триггеров на таблицах исходной базы данных. В настоящей
работе этот аспект не рассмотрен для сокращения изложения, поскольку он добавляет не методологиче-
скую, а техническую сложность.
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Propert iesConv : FIN( Propert iesConv_struct ) &
! ( prop1 , prop2 ) . (

prop1 : Propert iesConv & prop2 : Propert iesConv &
prop1 'NOMPROP = prop2 'NOMPROP =>
prop1 = prop2 )

INITIALISATION
Propert iesConv := {}

Определяются структура данных PropertiesConv_struct и переменная PropertiesConv,
выражающие семантику таблицы _PropertiesConv. Переменная типизируется в разделе
INVARIANT (ограничение первичного ключа выражается соответствующей формулой) и
инициализируется пустым множеством.

Семантика SQL-операции извлечения обновленных данных из источника

SELECT ∗ FROM _PropertiesConv WHERE UpdateStatus>0

выражается операцией машины Bandgap:

OPERATIONS
r e s u l t <−− se l ect_Propert i e sConv =
r e s u l t := { rcrd | rc rd : Propert iesConv & rcrd ' UpdateStatus > 0 }

END

1.2. Семантика схемы промежуточного XML-представления и опера-
ций создания элементов XML-документа. Фрагмент схемы промежуточного пред-
ставления приведен в файле MUService-ver.xsd. Пример определения XML-элемента
PropertiesInfo, задающего свойства вещества, выглядит следующим образом:

<xs : schema targetNamespace="http :// meta . imet−db . ru/MUService . xsd"
xmlns : xs="http ://www.w3 . org /2001/XMLSchema">
<xs : element name="MetaBase" type="MetaBaseType" />
<xs : complexType name="MetaBaseType">
<xs : sequence>
<xs : element name="Prop e r t i e s I n f o " minOccurs="0" maxOccurs="1">
<xs : complexType> <xs : sequence>
<xs : element name="Prope r t i e s In f o I t em " minOccurs="1">
<xs : complexType> <xs : sequence>

<xs : element name="PropID" type="xs : i n t e g e r "
minOccurs="1" maxOccurs="1" />

<xs : element name="Name" type="xs : s t r i n g "
minOccurs="1" maxOccurs="1" />

<xs : element name="Desc r ip t i on " type="xs : s t r i n g "
minOccurs="1" maxOccurs="1" />

<xs : element name="WWWTemplatePage" type="xs : s t r i n g "
minOccurs="1" maxOccurs="1" />

<xs : element name="UpdateStatus " type="xs : i n t e g e r "
minOccurs="1" maxOccurs="1" />

</xs : sequence> </xs : complexType>
</xs : element>
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</xs : sequence>
</xs : complexType>
</xs : element>
</xs : schema>

Соответствующий фрагмент AMN-спецификации MUService, выражающей семантику
XSD-схемы, выглядит следующим образом:

MACHINE MUService
DEFINITIONS

Prope r t i e s In f o I t em == s t ru c t (
PropID : INT ,
Name : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
Des c r ip t i on : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
WWWTemplatePage : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
UpdateStatus : INT

) ;
ABSTRACT_VARIABLES

MetaBase
INVARIANT

MetaBase : s t r u c t (
P r op e r t i e s I n f o : FIN( Prope r t i e s In f o I t em )

)

Определяются структура данных PropertiesInfoItem, выражающая семантику одно-
именного XML-элемента, и переменная MetaBase, также выражающая семантику одно-
именного XML-элемента. Переменная типизируется в разделе INVARIANT. Можно ви-
деть, что конструктор типов complexType представляется в AMN конструкцией струк-
туры struct, а конструктор sequence – типизацией элемента множества конечных
подмножеств FIN.

Семантика операции createNode (заданной для объектов типа Msxml2.DOMDocument)
создания элемента PropertiesInfoItem выражается соответствующей операцией машины
MUService:

c r ea teNodeProper t i e s In fo I t em ( value ) =
PRE value : Prope r t i e s In f o I t em
THEN

MetaBase ' Prop e r t i e s I n f o := MetaBase ' Prop e r t i e s I n f o \/ { value }
END;

1.3. Семантика реляционной схемы интегрированной базы данных и про-
цедур обновления данных в интегрированной базе данных. Фрагмент реляци-
онной схемы интегрированной базы данных Metabase приведен в файле Metabase-ver.sql.
Пример определения таблицы свойств веществ выглядит следующим образом:

CREATE DATABASE [ Metabase ]
CREATE TABLE [ dbo ] . [ P r op e r t i e s I n f o ] (

[DBID] [ i n t ] NOT NULL,
[ PropID ] [ i n t ] NOT NULL,
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[Name ] [ varchar ] ( 2 5 6 ) NOT NULL,
[ Des c r ip t i on ] [ t ex t ] NOT NULL,
[WWWTemplatePage ] [ varchar ] ( 2 5 6 ) NOT NULL,
[ UpdateStatus ] [ i n t ] NOT NULL,

CONSTRAINT [ PK_PropertiesInfo ] PRIMARY KEY ( [DBID ] , [ PropID ] )
)

Соответствующий фрагмент AMN-спецификации Metabase, выражающий семантику
реляционной схемы интегрированной базы данных, выглядит следующим образом:

MACHINE Metabase
DEFINITIONS

Prope r t i e s In f o_s t ru c t == s t r u c t (
DBID: INT ,
PropID : INT ,
Name : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
Des c r ip t i on : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
WWWTemplatePage : seq ( 0 . . 2 5 5 ) ,
UpdateStatus : INT

)
ABSTRACT_VARIABLES

Prop e r t i e s I n f o
INVARIANT

Prope r t i e s I n f o : FIN( Prope r t i e s In f o_s t ru c t ) &
! ( prop1 , prop2 ) . (

prop1 : P r op e r t i e s I n f o & prop2 : P r op e r t i e s I n f o &
prop1 'DBID = prop2 'DBID & prop1 ' PropID = prop2 ' PropID =>
prop1 = prop2 ) &

INITIALISATION
Prope r t i e s I n f o := {}

OPERATIONS
r e s u l t <−− getNewSystemID ( adbid ) =
PRE adbid : INT
THEN

IF card ({ system | system : SystemInfo &
system 'DBID = adbid }) = 0

THEN
r e s u l t := 1

ELSE
r e s u l t := max({ systemid | systemid : INT &

#(system ) . ( system : SystemInfo &
system 'DBID = adbid &
system ' SystemID = systemid ) }) + 1

END
END

Можно видеть, что семантика целевой реляционной схемы определяется аналогично
семантике реляционной схемы источника (раздел 1.1). Отметим, что в таблицах целевой
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базы данных присутствует ключевой атрибут DBID. Генерация значений этого атрибута
производится веб-сервисом, вызывающим процедуры целевой базы данных. Семантика
генерации значений выражается операцией getNewSystemID спецификации Metabase.

Для обновления данных в интегрированной базе данных определены процедуры. На-
пример, процедура обновления свойств веществ выглядит следующим образом:

CREATE PROCEDURE [ dbo ] . [ UpdateProper t i e s In fo ]
@DBID int , @PropID int , @Name varchar (256) , @Descr ipt ion text ,
@WWWTemplatePage varchar (256) , @UpdateStatus i n t
AS
IF @UpdateStatus=2
BEGIN

DELETE FROM Prope r t i e s I n f o WHERE DBID=@DBID AND PropID=@PropID
END
ELSE
BEGIN

IF EXISTS (SELECT DBID FROM Prope r t i e s I n f o
WHERE DBID=@DBID AND PropID=@PropID)

UPDATE Prope r t i e s I n f o
SET [Name]=@Name, [ De sc r ip t i on ]=@Description ,

WWWTemplatePage=@WWWTemplatePage, UpdateStatus=1
WHERE DBID=@DBID AND PropID=@PropID

ELSE
INSERT INTO Prop e r t i e s I n f o (DBID, PropID , [Name ] ,

[ De s c r ip t i on ] , WWWTemplatePage , UpdateStatus )
VALUES (@DBID, @PropID , @Name, @Description ,

@WWWTemplatePage, 1)
END

RETURN 0

Статус обновления записи (UpdateStatus), равный 2, означает, что запись должна быть
удалена. Если запись уже существует в интегрированной базе данных (это определяется
по значениям ключевых атрибутов DBID, PropID), то обновляются значения ее атрибу-
тов. В противном случае запись добавляется в базу данных. Семантика этой процедуры
выражается операцией машины Metabase:

UpdateProper t i e s In fo ( adbid , apropid , aname , ade s c r i p t i on ,
awwwtemplatepage , anupdatestatus ) =

PRE
adbid : INT &
apropid : INT &
aname : seq ( 0 . . 2 5 5 ) &
ade s c r i p t i o n : seq ( 0 . . 2 5 5 ) &
awwwtemplatepage : seq ( 0 . . 2 5 5 ) &
anupdatestatus : INT

THEN
IF anupdatestatus = 2
THEN
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P r op e r t i e s I n f o := Prop e r t i e s I n f o −
{ rcrd | r c rd : P r op e r t i e s I n f o & rcrd 'DBID = adbid &

rcrd ' PropID = apropid }
ELSE

IF #(rcrd ) . ( r c rd : P r op e r t i e s I n f o & rcrd 'DBID = adbid &
rcrd ' PropID = apropid )

THEN // Update
P r op e r t i e s I n f o :=
( P r op e r t i e s I n f o − { rcrd | r c rd : P r op e r t i e s I n f o &

rcrd 'DBID = adbid & rcrd ' PropID = apropid }) \/
{ rec (DBID: adbid , PropID : apropid , Name : aname ,

Desc r ip t i on : ade s c r i p t i on ,
WWWTemplatePage : awwwtemplatepage ,
UpdateStatus : 1)}

ELSE // I n s e r t
P r op e r t i e s I n f o := Prop e r t i e s I n f o \/
{ rec (DBID: adbid , PropID : apropid , Name : aname ,

Desc r ip t i on : ade s c r i p t i on ,
WWWTemplatePage : awwwtemplatepage ,
UpdateStatus : 1)}

END
END

END;

Здесь семантика операции DELETE выражается операцией разности множеств «—»,
семантика SELECT – операцией выделения множества «{ | }», семантика операции
UPDATE – композицией операций разности и объединения множеств («∖/»), семантика
INSERT – операцией объединения множеств, семантика EXISTS – формулой с квантором
существования «#».

1.4. Семантика императивной программы интеграции данных. Фрагмент
программы интеграции данных из базы данных Bandgap в интегрированной базе дан-
ных ИМЕТ приведен в файле UpdateBandGapMeta-ver.vbs. В настоящем разделе мы огра-
ничимся обсуждением операции манипулирования данными о свойствах вещества (как в
разделах 1.1, 1.2 и 1.3).

Для загрузки обновлений данных о свойствах веществ из источника и их преобразова-
ния в промежуточное представление служит функция ProcessPropertiesInfo (приведен
фрагмент функции):

f unc t i on Pro c e s sP rope r t i e s I n f o ( objRootElement )
Dim tmp , tmpLink , tmpLink2 , theDate
Dim NOMPROP, UpdateStatus , NAZVPROP, HTML

RSN. Open "SELECT ∗ FROM _PropertiesConv WHERE UpdateStatus >0"
i f NOT RSN.EOF Then

Set tmp = objXML . createNode (1 , " P r op e r t i e s I n f o " , "")
objRootElement . appendChild (tmp)

end i f
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Do whi l e NOT RSN.EOF
NOMPROP = RSN("NOMPROP")
. . .
Set tmpLink = objXML . createNode (1 , " Prope r t i e s In f o I t em " , "")
Set tmpLink2 = objXML . createNode (1 , "PropID" , "")
tmpLink2 . t ex t = NOMPROP
tmpLink . appendChild ( tmpLink2 )
. . .
tmp . appendChild ( tmpLink )
RSN. MoveNext

Loop
end func t i on

Эта функция извлекает обновленные данные из таблицы _PropertiesConv, для каждой
записи извлеченных данных в цикле создает элемент PropertiesInfoItem и присваива-
ет его свойствам (например, PropID) соответствующие значения из записи (например,
NOMPROP).

Семантика программы интеграции данных выражается AMN-спецификацией
Bandgap2MetabaseRef, включающей (INCLUDES [8]) семантические спецификации схем
источника, промежуточного представления и интегрированной базы данных:

REFINEMENT Bandgap2MetabaseRef
INCLUDES Bandgap , MUService , Metabase

Управление последовательностью исполнения операций трансформации данных осу-
ществляется при помощи переменной state, принимающей значения из множества
TRANSFORMATION_PERFORMED:

SETS
TRANSFORMATION_PERFORMED = {

READY_TO_TRANSFORM,
TRANSFORM_PROPERTIESCONV,
TRANSFORM_PROPERTIESCONV_RECORD,
TRANSFORM_PROPERTIES_INFO,
TRANSFORM_PROPERTIES_INFO_NODE,
. . .

}
ABSTRACT_VARIABLES s t a t e
INVARIANT

s t a t e : TRANSFORMATION_PERFORMED
INITIALISATION

s t a t e := READY_TO_TRANSFORM

Так, например, состояние TRANSFORM_PROPERTIESCONV означает, что происхо-
дит трансформация записей таблицы PropertiesConv в промежуточное представление,
а состояние TRANSFORM_PROPERTIES_INFO – что происходит загрузка данных из
XML-элементов PropertiesInfoItem в целевую базу данных.

Определяются вспомогательные переменные, соответствующие множествам еще не об-
работанных записей или элементов:
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ABSTRACT_VARIABLES
RSN_PropertiesConv ,
p r o p e r t i e s I n f o

INVARIANT
RSN_PropertiesConv : FIN( Propert iesConv_struct ) &
p r op e r t i e s I n f o : FIN( Prope r t i e s In f o I t em )

INITIALISATION
RSN_PropertiesConv:= {} | |
p r o p e r t i e s I n f o := {}

Семантика операций трансформации отдельных записей или XML-элементов выра-
жается операциями AMN (ниже приведен пример одной из операций, соответствую-
щей преобразованию записи из таблицы PropertiesConv вышеприведенной функцией
ProcessPropertiesInfo):

P roc e s sPrope r t i e s In f o I t em =
SELECT s t a t e = TRANSFORM_PROPERTIESCONV_RECORD
THEN

VAR NOMPROP, UpdateStatus , NAZVPROP, HTML, tmpLink IN
IF RSN_PropertiesConv /= {} THEN

ANY rcrd WHERE rcrd : RSN_PropertiesConv THEN
NOMPROP := rcrd 'NOMPROP;
UpdateStatus := rcrd ' UpdateStatus ;
NAZVPROP := rcrd 'NAZVPROP;
HTML := rcrd 'HTML;
tmpLink := rec (PropID : NOMPROP, Name : NAZVPROP,

Desc r ip t i on : [ 0 ] , WWWTemplatePage : HTML,
UpdateStatus : UpdateStatus ) ;

c r ea teNodeProper t i e s In fo I t em ( tmpLink ) ;
RSN_PropertiesConv:= RSN_PropertiesConv − { rcrd }

END
ELSE

s t a t e := TRANSFORM_DBCONTENT
END

END
END;

2. Верификация программ интеграции данных

Свойства корректности программ интеграции данных, подлежащих верификации,
определяются экспертом вручную в виде формул, конъюнктивно присоединяемых в раз-
дел INVARIANT. Например, свойство корректности интеграции данных, относящихся к
свойствам веществ, выглядит следующим образом:

s t a t e = READY_TO_TRANSFORM &
MetaBase /= MetaBaseConst &
(MetaBase ' SystemInfo /= {} or MetaBase ' Prop e r t i e s I n f o /= {} or
MetaBase ' DBContent /= {}) =>
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! ( r ecord ) . ( r ecord : Propert iesConv & record ' UpdateStatus = 2 =>
not (#(prop ) . ( prop : P r op e r t i e s I n f o &

record 'NOMPROP = prop ' PropID ) ) ) &
! ( record ) . ( r ecord : Propert iesConv & record ' UpdateStatus > 0 &

record ' UpdateStatus /= 2 =>
#(prop ) . ( prop : P r op e r t i e s I n f o &

record 'NOMPROP = prop ' PropID &
record 'NAZVPROP = prop 'Name &
record 'HTML = prop 'WWWTemplatePage) )

Формула утверждает, что после выполнения всех операций трансформации данных в
целевой базе данных нет записей о свойствах веществ, помеченных на удаление в исходной
базе данных, и есть записи о всех свойствах веществ, помеченных на обновление или
вставку в исходной базе данных.

Полная формула, выражающая корректность интеграции исходных данных базы
Bandgap в целевую интегрированную базу данных ИМЕТ, была добавлена в раздел
INVARIANT спецификации Bandgap2MetabaseRef.

Спецификации Bandgap.mch, MUService.mch, Metabase.mch, Bandgap2Metabase.ref бы-
ли загружены в проект инструментария Atelier B, автоматически были сгенерированы
теоремы корректности спецификаций, применены средства автоматического и интерак-
тивного доказательств с участием эксперта. Статистика доказательств приведена в табл. 1.

Табл. 1. Количество сгенерированных и автоматически доказанных теорем
Table 1. Number of generated and automatically proven theorems

Спецификация Количество
сгенерированных
теорем

Количество автоматически доказанных
теорем при режиме доказательства
Automatic

Force Fast Force 0 Force 1 Force 2
Bandgap.mch 6 3 6
MUService.mch 8 2
Metabase.mch 33 5 22 23
Bandgap2Metabase.ref 320 8 267 272

Заключение

Рассмотрен подход к верификации корректности интеграции данных в интегрирован-
ной системе баз данных по свойствам неорганических веществ и материалов Института
металлургии и материаловедения им. А.А. Байкова РАН. Интеграция данных из исходных
реляционных баз данных проводится в системе в два этапа с использованием промежуточ-
ного XML-представления. Программы интеграции данных выражаются с использованием
композиции императивного языка программирования Visual Basic и декларативного язы-
ка реляционных баз данных SQL. Программы интеграции предназначены для регулярного
обновления данных из источников в интегрированной системе.
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Разработанный подход основан на выражении семантики схем источников данных, про-
межуточного представления, целевой базы данных, а также программ интеграции данных
в формальном языке спецификаций AMN, основанном на логике предикатов первого по-
рядка и теории множеств. Подход проиллюстрирован на примере интеграции в системе
базы данных о ширине запрещенной зоны (характеризует природу химической связи в
материале) основных классов неорганических веществ. Автоматизированные средства до-
казательства применены для автоматической генерации и доказательства теорем коррект-
ности интеграции данных.

Отметим, что на текущем этапе исследований AMN-спецификации, выражающие се-
мантику схем данных и программ интеграции данных, создаются экспертом вручную.
Для повышения автоматизации и применимости подхода генерацию AMN-спецификаций
следует автоматизировать (это является наиболее важным направлением будущей рабо-
ты). На основании опыта автора по разработке автоматизированных средств определения
формальной семантики моделей данных это можно сделать с использованием технологий
движимой моделями инженерии (MDE). При этом синтаксис моделей данных и языков
описания программ интеграции данных представляется в метамодели Ecore [16], а гене-
рация семантических AMN-спецификаций реализуется на языке трансформации моделей
ATL [17]. Вычислительная сложность генерации AMN-спецификаций при этом обычно
линейна от размера исходных схем и программ интеграции даже в тех случаях, когда схе-
мы содержат множество взаимосвязанных типов сущностей. Однако при этом основные
временные затраты на верификацию приходятся не на работу автоматических средств
генерации или доказательства, а на ручную работу эксперта по формулировке свойств
программ интеграции, подлежащих проверке, и интерактивному доказательству теорем
корректности, оставшихся недоказанными после применения автоматических средств до-
казательства. Такие издержки характерны при применении формальной верификации
сложных систем, но они значительно меньше издержек на исправление ошибок в про-
граммах, выпущенных в производство [5].
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Аннотация

Предложен метод построения идемпотентов в унитальной алгебре 𝒜 с использованием 𝑛 про-
извольных идемпотентов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 из этой алгебры. Исследованы свойства полученных идем-
потентов 𝑃 = 𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) ; для 𝑛 = 2 и 𝑛 = 3 получен явный вид этих идемпотентов 𝐴(𝑃1, 𝑃2)
и 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) соответственно. Показано, что отображения

𝑃2 ↦→ 𝐴(𝑃1, 𝑃2), 𝑓(𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) и 𝑃3 ↦→ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3), 𝑔(𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

сохраняют дополнения ⊥ и являются мультипликативными на широких классах пар идемпотен-
тов. Для конечного следа 𝜙 на унитальной 𝐶* -алгебре 𝒜 имеем 𝜙(𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)) = 𝜙(𝑃𝑛) . Для
проекторов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 из алгебры фон Неймана 𝒜 предложенный метод дает новый проектор и
позволяет построить некоторые частичные изометрии.

Ключевые слова: унитальная алгебра, 𝐶* -алгебра, идемпотент, симметрия, проектор, ча-
стичная изометрия, след
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Abstract

A method is proposed for constructing idempotents in a unital algebra 𝒜 using 𝑛
arbitrary idempotents 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 from this algebra. The properties of the resulting idempotents
𝑃 = 𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) are investigated; for 𝑛 = 2 and 𝑛 = 3 , explicit forms of the idempotents are
obtained: 𝐴(𝑃1, 𝑃2) and 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) , respectively. It is shown that the mappings

𝑃2 ↦→ 𝐴(𝑃1, 𝑃2), 𝑓(𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) and 𝑃3 ↦→ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3), 𝑔(𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

preserve the complements ⊥ and are multiplicative on wide classes of idempotent pairs. For a finite
trace 𝜙 on a unital 𝐶* -algebra 𝒜 , 𝜙(𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)) = 𝜙(𝑃𝑛) . For the projections 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 from
the von Neumann algebra 𝒜 , the method yields a new projection and enables the construction of some
partial isometries.

Keywords: unital algebra, 𝐶* -algebra, idempotent, symmetry, projection, partial isometry, trace
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Введение
В теории операторных алгебр большую роль играют комбинации операторов специ-

ального вида. Так, в [1, предложение 7] доказано, что каждый фактор фон Неймана в
сепарабельном гильбертовом пространстве ℋ алгебраически порождается своими про-
екторами. В [2, следствие 1] аналогичный результат установлен для всех бесконечных
факторов фон Неймана ℳ , т. е. показано, что

ℳ = LinC{𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 : 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℳpr}.

В [3, с. 334] доказано, что алгебра фон Неймана алгебраически порождается своими про-
екторами тогда и только тогда, когда она не имеет прямого бесконечномерного абелева
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слагаемого. В частности, в [3, следствие 1] было показано, что

ℬ(ℋ) = LinC{𝑃1𝑃2 : 𝑃1, 𝑃2 ∈ ℬ(ℋ)pr}.

В [4] доказано, что каждый оператор в сепарабельном бесконечномерном гильбертовом
пространстве является суммой восьми идемпотентов. С использованием этого факта в [5]
показано, что каждый оператор в сепарабельном пространстве является суммой шести-
десяти четырех операторов с нулевыми квадратами (т. е. нильпотентов второго порядка).
Там же доказано, что каждый оператор является линейной комбинацией двухсот пяти-
десяти семи проекторов. В [6] для необязательно сепарабельного случая показано, что
каждый оператор является суммой пяти идемпотентов, и доказано, что каждый эрмитов
оператор является вещественной линейной комбинацией двухсот шестидесяти восьми про-
екторов. В сепарабельном случае в [7] это число уменьшено до пяти проекторов и показано,
что каждый эрмитов оператор является целочисленной комбинацией шести проекторов.
Когда ℋ сепарабельно и бесконечномерно, в [8] единым методом для Λ = C , R или H
показано, что

ℬ(ℋ) = LinR{𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4𝑃5𝑃6 : 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4, 𝑃5, 𝑃6 ∈ ℬ(ℋ)pr}.

Простой модификацией доказательства [8] число сомножителей можно уменьшить до пя-
ти. В [3, с. 336] доказано, что для собственно бесконечной алгебры фон Неймана ℳ вы-
полняется равенство

ℳ = LinR{𝑃1𝑃2𝑃3𝑃4 : 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3, 𝑃4 ∈ ℳpr}.

Из теоремы 6 работы [6] следует, что собственно бесконечная алгебра фон Неймана
ℳ = LinCℳpr . В [9] показано, что произвольная алгебра фон Неймана ℳ совпадает
со множеством всех линейных комбинаций проекторов с коэффициентами из ее цен-
тра 𝑍(ℳ) . В [10, теорема 4.7] доказано, что каждая бесконечная простая 𝐶* -алгебра
𝒜 = LinC𝒜pr . Если 𝐶* -алгебра 𝒜 допускает некоторую (3 × 3) -матричную декомпози-
цию, то каждый коммутатор в 𝒜 может быть записан в виде линейной комбинации из
не более чем восьмидесяти четырех проекторов из 𝒜 [11]. В работах [12–16] исследована
задача о представлении произвольных элементов алгебры фон Неймана ℳ без прямого
абелева слагаемого в виде конечных сумм произведений проекторов из ℳ . В [17] и [18]
аналогичный вопрос рассмотрен в контексте 𝐶* -алгебр со свойством унитарной фактори-
зации.

В настоящей статье предложен метод построения идемпотентов в унитальной алгеб-
ре 𝒜 с использованием 𝑛 произвольных идемпотентов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 из этой алгебры. Ис-
следованы свойства полученных идемпотентов 𝑃 = 𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) (теорема 2), для 𝑛 = 2
и 𝑛 = 3 получен явный вид получаемых идемпотентов 𝐴(𝑃1, 𝑃2) и 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) соответ-
ственно (теоремы 3 и 5). Отображения

𝑃2 ↦→ 𝐴(𝑃1, 𝑃2), 𝑓(𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) и 𝑃3 ↦→ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3), 𝑔(𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

сохраняют дополнения ⊥ (следствия 4 и 7) и являются мультипликативными на широких
классах идемпотентов (следствия 3 и 6). Для конечного следа 𝜙 на унитальной 𝐶* -алгебре
𝒜 имеем 𝜙(𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛)) = 𝜙(𝑃𝑛) . Для проекторов 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 из алгебры фон Неймана
𝒜 метод дает новый проектор и позволяет построить некоторые частичные изометрии
(следствия 5 и 8). Предложенный метод опирается на следующий хорошо известный факт:
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Лемма 1. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра. Формула 𝑆𝑃 := 2𝑃 − 𝐼 (𝑃 ∈ 𝒜id) уста-
навливает биекцию между множествами 𝒜id и 𝒜sym .

От произвольного набора 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝒜id мы перейдем по лемме 1 к ассоциированным
симметриям 𝑆𝑃1 , . . . , 𝑆𝑃𝑛 ∈ 𝒜sym , затем построим произведение специального вида из этих
симметрий, которое также является симметрией, а потом из новой симметрии по лемме 1
получим искомый идемпотент (см. пп. (i) и (ii) теоремы 2).

1. Обозначения и определения

Для унитальной алгебры 𝒜 с единицей 𝐼 введем следующие обозначения:

• 𝒜id = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝐴2 = 𝐴} – множество всех идемпотентов из 𝒜 ;

• 𝒜sym = {𝐴 ∈ 𝒜 : 𝐴2 = 𝐼} – множество всех симметрий из 𝒜 .

Если 𝐴 ∈ 𝒜id , то 𝐴⊥ := 𝐼 − 𝐴 ∈ 𝒜id .
𝐶* -алгеброй называется такая комплексная банахова * -алгебра 𝒜 , что ‖𝐴*𝐴‖ = ‖𝐴‖2

для всех 𝐴 ∈ 𝒜 . Для 𝐶* -алгебры 𝒜 через 𝒜sa и 𝒜+ будем обозначать ее подмноже-
ства эрмитовых (𝐴* = 𝐴) элементов и положительных элементов соответственно. Любую
𝐶* -алгебру можно реализовать как 𝐶* -подалгебру в ℬ(ℋ) для некоторого гильбертова
пространства ℋ (Гельфанд –Наймарк; см. [19, теорема 3.4.1]). При dimℋ < +∞ алгеб-
ра ℬ(ℋ) отождествляется с полной матричной алгеброй M𝑛(C) .

Конечным следом на 𝐶* -алгебре 𝒜 называется такое отображение 𝜙 : 𝒜+ → [0,+∞) ,
что имеют место равенства

𝜙(𝑋 + 𝑌 ) = 𝜙(𝑋) + 𝜙(𝑌 ), 𝜙(𝜆𝑋) = 𝜆𝜙(𝑋) для всех 𝑋,𝑌 ∈ 𝒜+, 𝜆 > 0

(при этом 0 · (+∞) ≡ 0) и 𝜙(𝑍*𝑍) = 𝜙(𝑍𝑍*) для всех 𝑍 ∈ 𝒜 .
Коммутантом множества 𝒳 ⊂ ℬ(ℋ) называется множество

𝒳 ′ = {𝑌 ∈ ℬ(ℋ) : 𝑋𝑌 = 𝑌 𝑋 для всех 𝑋 ∈ 𝒳}.

Алгеброй фон Неймана, действующей в гильбертовом пространстве ℋ , называется
* -подалгебра 𝒜 алгебры ℬ(ℋ) , для которой 𝒜 = 𝒜′′ . Для алгебры фон Неймана 𝒜 че-
рез 𝒜pr будем обозначать ее решетку проекторов (𝐴2 = 𝐴 = 𝐴*) . Если 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝒜pr ,
то их точная нижняя грань определяется равенством (∧𝑛

𝑘=1𝑃𝑘)ℋ = ∩𝑛
𝑘=1𝑃𝑘ℋ , а точная

верхняя грань есть ∨𝑛
𝑘=1𝑃𝑘 = (∧𝑛

𝑘=1𝑃
⊥
𝑘 )⊥ .

Оператор 𝑈 ∈ ℬ(ℋ) называется частичной изометрией, если 𝑈*𝑈 ∈ ℬ(ℋ)pr ; при этом
𝑈*𝑈 ℋ является начальным подпространством частичной изометрии 𝑈 .

2. Основные результаты

Пусть 𝒜 – унитальная алгебра и 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛 ∈ 𝒜sym . Определим новую симметрию в 𝒜
по формуле

𝑆 = 𝑆1 · · · · · 𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · · · · 𝑆1.

Сначала рассмотрим один частный случай такого произведения.
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Теорема 1. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра и 𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 ∈ 𝒜id такие, что 𝑃𝑘𝑃𝑗 = 0

при 𝑘 ̸= 𝑗, 𝑘, 𝑗 = 1, . . . , 𝑛 . Тогда 𝑃 :=
𝑛∑︁

𝑘=1

𝑃𝑘 ∈ 𝒜id и 𝑆𝑃 = (−1)𝑛−1

𝑛∏︁

𝑘=1

𝑆𝑃𝑘
; все симметрии

𝑆𝑃𝑘
, 𝑘 = 1, . . . , 𝑛, попарно коммутируют.

Доказательство. Имеем
𝑛∏︁

𝑘=1

𝑆𝑃𝑘
= (2𝑃1 − 𝐼)(2𝑃2 − 𝐼) · · · (2𝑃𝑛 − 𝐼) = (−1)𝑛−1(2(𝑃1 + 𝑃2 + · · ·+ 𝑃𝑛)− 𝐼) =

= (−1)𝑛−1𝑆𝑃 .

Теорема доказана.

Следствие 1. В условиях теоремы 1 имеем

𝑆𝑃1𝑆𝑃2 · · ·𝑆𝑃𝑛−1𝑆𝑃𝑛𝑆𝑃𝑛−1 · · ·𝑆𝑃2𝑆𝑃1 = 𝑆𝑃𝑛 . (1)

Заметим, что для произвольного набора попарно коммутирующих идемпотентов
𝑃1, . . . , 𝑃𝑛 равенство (1) также выполнено. Геометрический смысл перестановочности про-
екторов 𝑃 и 𝑄 состоит в том, что подпространства 𝑃ℋ⊖ (𝑃ℋ∩𝑄ℋ) и 𝑄ℋ⊖ (𝑃ℋ∩𝑄ℋ)
ортогональны; при этом 𝑃𝑄 = 𝑃 ∧𝑄 .

Из теоремы 1 и из теоремы об определителе произведения матриц вытекает

Следствие 2. Для 𝒜 := M𝑚(C) в условиях теоремы 1 получим

det(𝑆𝑃 ) = (−1)𝑚𝑛−𝑛

𝑛∏︁

𝑘=1

det𝑆𝑃𝑘
.

Теорема 2. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра с единицей 𝐼 и 𝑆1, . . . , 𝑆𝑛 ∈ 𝒜sym .

(i) Имеем 𝑆 = 𝑆1 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆1 ∈ 𝒜sym .

(ii) Для 𝑃𝑘 :=
𝑆𝑘+𝐼

2
∈ 𝒜id , 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 , имеем 𝑃 := 𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃𝑛) =

𝑆+𝐼
2

∈ 𝒜id .

(iii) Если 𝜙 – конечный след на унитальной 𝐶* -алгебре 𝒜 , то 𝜙(𝑆) = 𝜙(𝑆𝑛) ∈ R и
𝜙(𝑃 ) = 𝜙(𝑃𝑛) ∈ R+ .

(iv) Если 𝒜 = 𝐵(ℋ) с dimℋ <∞ , то det(𝑆) = det(𝑆𝑛) .

Доказательство. (i), (ii). Поскольку 𝑆2
𝑘 = I для всех 𝑘 = 1, . . . , 𝑛 , имеем 𝑆2 = I и

𝑆 ∈ 𝒜sym . Тогда 𝑃 := 𝑆+𝐼
2

∈ 𝒜id в силу леммы 1. Очевидно,

𝑆1 = . . . = 𝑆𝑛 ⇐⇒ 𝑃1 = . . . = 𝑃𝑛,

при этом 𝑃 := 𝑃 (𝑃1, . . . , 𝑃1) = 𝑃1 .
(iii). Заметим, что для конечного следа 𝜙 на 𝐶* -алгебре 𝒜 и произвольного идемпо-

тента 𝑄 ∈ 𝒜id имеем 𝜙(𝑄) ∈ R+ . Далее,

𝜙(𝑆) = 𝜙(𝑆1 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆1) = 𝜙(𝑆2 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆1𝑆1) =

= 𝜙(𝑆2 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆2) = 𝜙(𝑆3 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆2𝑆2) = · · · = 𝜙(𝑆𝑛)
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в силу равенства 𝜙(𝐴𝐵) = 𝜙(𝐵𝐴) для всех 𝐴,𝐵 ∈ 𝒜 (см. [19, с. 222]). Поэтому

𝜙(𝑃 ) = 𝜙
(︁𝑆 + 𝐼

2

)︁
=

1

2
𝜙(𝑆) +

1

2
𝜙(𝐼) =

1

2
𝜙(𝑆𝑛) +

1

2
𝜙(𝐼) = 𝜙(𝑃𝑛) ∈ R+

(см. [21, теорема 3.6]) и 𝜙(𝑆) = 𝜙(𝑆𝑛) = 2𝜙(𝑃𝑛)− 𝜙(𝐼) ∈ R .
(iv). Если 𝒜 = 𝐵(ℋ) с dimℋ <∞ , то det(𝑇 ) ∈ {−1, 1} для всех 𝑇 ∈ 𝒜sym и

det(𝑆) = det(𝑆1 · · ·𝑆𝑛−1𝑆𝑛𝑆𝑛−1 · · ·𝑆1) = det(𝑆1) · · · det(𝑆𝑛−1) det(𝑆𝑛) det(𝑆𝑛−1) · · · det(𝑆1) =

= (det(𝑆1))
2 · · · (det(𝑆𝑛−1))

2 det(𝑆𝑛) = det(𝑆𝑛)

в силу теоремы об определителе произведения матриц.

Теорема 3. Пусть 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜id . Тогда

(i) 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃2 − 2𝑃2𝑃1 − 2𝑃1𝑃2 + 4𝑃1𝑃2𝑃1 ∈ 𝒜id;

(ii) 𝐴(𝑃⊥
1 , 𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2);

(iii) 𝐴(𝑃1, 𝑃
⊥
2 ) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2)

⊥;

(iv) 𝐴(𝑃⊥
1 , 𝑃

⊥
2 ) = 𝐴(𝑃1, 𝑃

⊥
2 ) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2)

⊥;

(v) если 𝑃1𝑃2 = 𝑃2𝑃1 = 0, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃2;

(vi) 𝐴(𝑃1, 𝑃
⊥
1 ) = 𝑃⊥

1 ; 𝐴(𝑃1, 𝑃1) = 𝑃1;

(vii) если 𝑃1𝑃2𝑃1 = 𝑃1, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = (2𝑃1 − 𝑃2)
2;

(viii) если 𝑃1𝑃2 = 𝑃2𝑃1 ∈ {𝑃1, 𝑃2}, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃2;

(ix) 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = (𝑃2 − 2𝑃1𝑃2)(𝑃2 − 2𝑃2𝑃1);

(x) если 𝜙 – конечный след на унитальной 𝐶* -алгебре 𝒜 , то 𝜙(𝐴(𝑃1, 𝑃2)) = 𝜙(𝑃2) ∈ R+.

Доказательство. (i). Непосредственными вычислениями получаем равенство
𝐴(𝑃1, 𝑃2)

2 = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) . Так как 𝑇 := 𝑆𝑃1𝑆𝑃2𝑆𝑃1 лежит в 𝒜sym и формула 𝑆𝑃 := 2𝑃 − 𝐼
задает биекцию между множествами 𝒜id и 𝒜sym (см. лемму 1), имеем 𝑇 := 2𝐴(𝑃1, 𝑃2)− 𝐼,
и поэтому 𝐴(𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒜id.

(ii) и (iii). Проверяются вычислениями.
(iv). Вытекает из (ii) и (iii).
(v). Проверяется вычислениями.
(vi). Равенство 𝐴(𝑃1, 𝑃

⊥
1 ) = 𝑃⊥

1 есть частный случай (v); равенство 𝐴(𝑃1, 𝑃1) = 𝑃1 оче-
видно.

(vii). Равенство очевидно.
(viii). Проверяется вычислениями.
(ix). Легко видеть, что

(𝑃2 − 2𝑃1𝑃2)(𝑃2 − 2𝑃2𝑃1) = 𝑃2 − 2𝑃2𝑃1 − 2𝑃1𝑃2 + 4𝑃1𝑃2𝑃1 = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒜id.

(x). Следует из п. (iii) теоремы 2.
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Следствие 3. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра и 𝑃1 ∈ 𝒜id . Тогда отображение
𝑃2 ↦→ 𝐴(𝑃1, 𝑃2) , 𝑓(𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2), удовлетворяет соотношению 𝑓(𝑃 )𝑓(𝑄) = 𝑓(𝑃𝑄)
для всех 𝑃,𝑄 ∈ 𝒜id с 𝑃𝑄 ∈ 𝒜id , т. е. 𝑓 является мультипликативным отображением
на таких идемпотентах.

Доказательство. Имеем

𝑓(𝑃 ) = 𝑃 − 2𝑃𝑃1 − 2𝑃1𝑃 + 4𝑃1𝑃𝑃1, 𝑓(𝑄) = 𝑄− 2𝑄𝑃1 − 2𝑃1𝑄+ 4𝑃1𝑄𝑃1.

Тогда

𝑓(𝑃 )𝑓(𝑄) = 𝑃𝑄− 2𝑃𝑄𝑃1 − 2𝑃𝑃1𝑄+ 4𝑃𝑃1𝑄𝑃1 − 2𝑃𝑃1𝑄+ 4𝑃𝑃1𝑄𝑃1+

+ 4𝑃𝑃1𝑄− 8𝑃𝑃1𝑄𝑃1 − 2𝑃1𝑃𝑄+ 4𝑃1𝑃𝑄𝑃1 + 4𝑃1𝑃𝑃1𝑄− 8𝑃1𝑃𝑃1𝑄𝑃1+

+ 4𝑃1𝑃𝑃1𝑄− 8𝑃1𝑃𝑃1𝑄𝑃1 − 8𝑃1𝑃𝑃1𝑄+ 16𝑃1𝑃𝑃1𝑄𝑃1 =

= 𝑃𝑄− 2𝑃𝑄𝑃1 − 2𝑃1𝑃𝑄+ 4𝑃1𝑃𝑄𝑃1 = 𝑓(𝑃𝑄),

и утверждение доказано.

Из пп. (iii) и (x) теоремы 1 вытекает

Следствие 4. Отображение 𝑃2 ↦→ 𝐴(𝑃1, 𝑃2), 𝑓(𝑃2) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) , сохраняет дополне-
ния ⊥ . Если 𝒜 – унитальная 𝐶* -алгебра, то 𝑓 сохраняет и конечные следы.

Теорема 4. Если 𝒜 – алгебра фон Неймана, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒜pr для всех 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr,
и выполнены соотношения :

(i) 𝑃1 ∧ 𝑃2 ≤ 𝐴(𝑃1, 𝑃2) ≤ 𝑃1 ∨ 𝑃2 для всех 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr;

(ii) если 𝑃2 ≤ 𝑃1, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃2 = 𝑃1 ∧ 𝑃2 для всех 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr;

(iii) если 𝑃1 ≤ 𝑃2, то 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃2 = 𝑃1 ∨ 𝑃2 для всех 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr;

(iv) |𝑃2 − 2𝑃2𝑃1| ∈ 𝒜pr для всех 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr .

Доказательство. (i). Легко видеть, что

𝑃1 ∧ 𝑃2 · 𝐴(𝑃1, 𝑃2) = 𝑃1 ∧ 𝑃2, 𝐴(𝑃1, 𝑃2) · 𝑃1 ∨ 𝑃2 = 𝐴(𝑃1, 𝑃2).

(iv). Имеем

|𝑃2 − 2𝑃2𝑃1|2 = (𝑃2 − 2𝑃1𝑃2)(𝑃2 − 2𝑃2𝑃1) = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) ∈ 𝒜pr,

поэтому |𝑃2 − 2𝑃2𝑃1| = 𝐴(𝑃1, 𝑃2) .

Пример 1. Для 2× 2 -идемпотентных матриц

𝑃1 =

(︂
1 𝑥
0 0

)︂
, 𝑃2 =

(︂
1 𝑦
0 0

)︂
(𝑥, 𝑦 ∈ C)

имеем 𝑃1𝑃2𝑃1 = 𝑃1 и 𝑃2𝑃1𝑃2 = 𝑃2 .

Из следствия 1 к задаче 98 [22] получим
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Следствие 5. Если 𝒜 – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом простран-
стве ℋ и 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜pr , то оператор 𝑈 := 𝑃2 − 2𝑃2𝑃1 является частичной изомет-
рией с начальным пространством 𝐴(𝑃1, 𝑃2)ℋ . Если еще 𝑃1𝑃2𝑃1 = 𝑃1 , то оператор
𝑉 := 2𝑃1 − 𝑃2 является самосопряженной частичной изометрией с 𝑉 2 := 𝐴(𝑃1, 𝑃2) .

Легко проверить, что 𝑈𝑈* = 𝑃2 , т. е. конечным пространством частичной изометрии
𝑈 является 𝑃2ℋ .

Теорема 5. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра с единицей 𝐼 и 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝒜id . Тогда

(i) имеем

𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = 16𝑃1𝑃2𝑃3𝑃2𝑃1 − 8𝑃1𝑃2𝑃3𝑃2 − 8𝑃1𝑃2𝑃3𝑃1 − 8𝑃1𝑃3𝑃2𝑃1−
− 8𝑃2𝑃3𝑃2𝑃1 + 4𝑃1𝑃2𝑃3 + 4𝑃1𝑃3𝑃2 + 4𝑃1𝑃3𝑃1 + 4𝑃2𝑃3𝑃2 + 4𝑃2𝑃3𝑃1+

+ 4𝑃3𝑃2𝑃1 − 2𝑃1𝑃3 − 2𝑃2𝑃3 − 2𝑃3𝑃2 − 2𝑃3𝑃1 + 𝑃3 ∈ 𝒜id;

(ii) 𝐵(𝑃⊥
1 , 𝑃2, 𝑃3)=𝐵(𝑃1, 𝑃

⊥
2 , 𝑃3)=𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3); 𝐵(𝑃⊥

1 , 𝑃
⊥
2 , 𝑃3)=𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3);

(iii) 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃
⊥
3 ) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

⊥;

(iv) 𝐵(𝑃⊥
1 , 𝑃

⊥
2 , 𝑃

⊥
3 ) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

⊥;

(v) если 𝑃1𝑃3 = 𝑃3𝑃2 = 𝑃2𝑃3 = 𝑃3𝑃1 = 0, то 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = 𝑃3;

(vi) 𝐵(𝑃1, 𝑃1, 𝑃
⊥
1 ) = 𝑃⊥

1 , 𝐵(𝑃1, 𝑃1, 𝑃1) = 𝑃1;

(vii) если 𝑃2𝑃3𝑃2 = 𝑃2, 𝑃1𝑃3𝑃1 = 𝑃1, то

𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = (2𝑃1 − 𝐼)(2𝑃2 − 𝐼)𝑃3(2𝑃2 − 𝐼)(2𝑃1 − 𝐼);

(viii) если 𝑃1𝑃3 = 𝑃3𝑃2 = 𝑃2𝑃3 = 𝑃3𝑃1 ∈ {𝑃1, 𝑃2, 𝑃3}, то 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = 𝑃3;

(ix) 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = (4𝑃1𝑃2 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3);

(x) если 𝜙 – конечный след на унитальной 𝐶* -алгебре 𝒜 , то выполняется равенство
𝜙(𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)) = 𝜙(𝑃3) ∈ R+ .

Доказательство. (i). Непосредственными вычислениями проверяется равенство
𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)

2 = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) .
Так как 𝑇 := 𝑆𝑃1𝑆𝑃2𝑆𝑃3𝑆𝑃2𝑆𝑃1 ∈ 𝒜sym и формула 𝑆𝑃 := 2𝑃 − 𝐼 задает биекцию меж-

ду множествами 𝒜id и 𝒜sym (см. лемму 1), имеем 𝑇 := 2𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) − 𝐼, и поэтому
𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ∈ 𝒜id .

(ii) и (iii). Проверяются вычислениями.
(iv). Вытекает из (ii) и (iii).
(v). Проверяется вычислениями.
(vi). Равенство 𝐵(𝑃1, 𝑃1, 𝑃

⊥
1 ) = 𝑃⊥

1 есть частный случай утверждения (v); равенство
𝐵(𝑃1, 𝑃1, 𝑃1) = 𝑃1 очевидно.

(vii). Равенство очевидно.
(viii). Проверяется вычислениями.
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(ix). Легко видеть, что

(4𝑃1𝑃2 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ∈ 𝒜id.

(x). Следует из п. (iii) теоремы 2.
Теорема доказана.

Следствие 6. Пусть 𝒜 – унитальная алгебра и 𝑃1, 𝑃2 ∈ 𝒜id . Тогда отображе-
ние 𝑃3 ↦→ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) , 𝑔(𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) , удовлетворяет для всех 𝑅1, 𝑅2 ∈ 𝒜id с
𝑅1𝑅2 ∈ 𝒜id соотношению 𝑔(𝑅1)𝑔(𝑅2) = 𝑔(𝑅1𝑅2) , т. е. 𝑔 является мультипликативным
отображением на таких идемпотентах.

Доказательство. Имеем

𝑔(𝑅1) = 16𝑃1𝑃2𝑅1𝑃2𝑃1 − 8𝑃1𝑃2𝑅1𝑃2 − 8𝑃1𝑃2𝑅1𝑃1 − 8𝑃1𝑅1𝑃2𝑃1 − 8𝑃2𝑅1𝑃2𝑃1+

+ 4𝑃1𝑃2𝑅1 + 4𝑃1𝑅1𝑃2 + 4𝑃1𝑅1𝑃1 + 4𝑃2𝑅1𝑃2 + 4𝑃2𝑅1𝑃1 + 4𝑅1𝑃2𝑃1−
− 2𝑃1𝑅1 − 2𝑃2𝑅1 − 2𝑅1𝑃2 − 2𝑅1𝑃1 +𝑅1,

𝑔(𝑅2) = 16𝑃1𝑃2𝑅2𝑃2𝑃1 − 8𝑃1𝑃2𝑅2𝑃2 − 8𝑃1𝑃2𝑅2𝑃1 − 8𝑃1𝑅2𝑃2𝑃1 − 8𝑃2𝑅2𝑃2𝑃1+

+ 4𝑃1𝑃2𝑅2 + 4𝑃1𝑅2𝑃2 + 4𝑃1𝑅2𝑃1 + 4𝑃2𝑅2𝑃2 + 4𝑃2𝑅2𝑃1 + 4𝑅2𝑃2𝑃1−
− 2𝑃1𝑅2 − 2𝑃2𝑅2 − 2𝑅2𝑃2 − 2𝑅2𝑃1 +𝑅2.

Тогда следующее соотношение проверяется прямыми вычислениями:

𝑔(𝑅1)𝑔(𝑅2) = 16𝑃1𝑃2𝑅1𝑅2𝑃2𝑃1 − 8𝑃1𝑃2𝑅1𝑅2𝑃2 − 8𝑃1𝑃2𝑅1𝑅2𝑃1 − 8𝑃1𝑅1𝑅2𝑃2𝑃1−
− 8𝑃2𝑅1𝑅2𝑃2𝑃1 + 4𝑃1𝑃2𝑅1𝑅2 + 4𝑃1𝑅1𝑅2𝑃2 + 4𝑃1𝑅1𝑅2𝑃1+

+ 4𝑃2𝑅1𝑅2𝑃2 + 4𝑃2𝑅1𝑅2𝑃1 + 4𝑅1𝑅2𝑃2𝑃1 − 2𝑃1𝑅1𝑅2 − 2𝑃2𝑅1𝑅2−
− 2𝑅1𝑅2𝑃2 − 2𝑅1𝑅2𝑃1 +𝑅1𝑅2 = 𝑔(𝑅1𝑅2).

Утверждение доказано.

Из пп. (iii) и (x) теоремы 3 вытекает

Следствие 7. Отображение 𝑃3 ↦→ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) , 𝑔(𝑃3) = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) , сохраняет до-
полнения ⊥ . Если 𝒜 – унитальная 𝐶* -алгебра, то она сохраняет и конечные следы.

Теорема 6. Если 𝒜 – алгебра фон Неймана, то 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ∈ 𝒜pr для любых
𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝒜pr, и выполнены соотношения :

(i) 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 ≤ 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ≤ 𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃3 для всех 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝒜pr;

(ii) |𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)| ∈ 𝒜pr для всех 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝒜pr .

Доказательство. (i). Легко видеть, что

𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3 · 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) = 𝑃1 ∧ 𝑃2 ∧ 𝑃3, 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) · 𝑃1 ∨ 𝑃2 ∨ 𝑃3 = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3).
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(ii). Имеем

|𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)|2 =
= (4𝑃1𝑃2 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)𝑃

2
3 (4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3) =

= (4𝑃1𝑃2 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3) =

= 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ∈ 𝒜pr,

поэтому |𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3)| = 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3) ∈ 𝒜pr .

Следствие 8. Если 𝒜 – алгебра фон Неймана операторов в гильбертовом простран-
стве ℋ и 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 ∈ 𝒜pr , то оператор 𝑈 := 𝑃3(4𝑃2𝑃1 − 2𝑃2 − 2𝑃1 + 𝑃3) является ча-
стичной изометрией с начальным пространством 𝐵(𝑃1, 𝑃2, 𝑃3)ℋ .

Легко проверить, что 𝑈𝑈* = 𝑃3 , т. е. конечным пространством частичной изометрии 𝑈
является 𝑃3ℋ .
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Влияние термического отжига на магнитные свойства
сплава Hastelloy C-276 с промежуточными буферными

слоями Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3
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Аннотация

Представлены результаты экспериментального исследования морфологии поверхности, эле-
ментного состава и магнитных свойств подложек Хастеллой С-276 с промежуточными буферны-
ми слоями Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3 и напылённым сверхпроводником MgB2 . Исследование
проведено в интервале магнитных полей от −5 Тл до 5 Тл и температурном диапазоне 5–15 К
при различных температурах отжига лент в интервале 623–923 K. Вакуумный отжиг оказывает
значительное влияние на магнитные характеристики подложки, изменение величины удельного
магнитного момента в зависимости от температуры отжига составляет 20% в интервале темпе-
ратур 5–15 К.

Ключевые слова: Хастеллой С-276, термический отжиг, магнетизм, сверхпроводимость,
диборид магния, вибрационная магнитометрия
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Effect of thermal annealing on the magnetic properties
of Hastelloy C-276 alloy with intermediate

Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3 buffer layers
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Abstract

This article presents the results of an experimental study on the surface morphology,
elemental composition, and magnetic properties of Hastelloy C-276 substrates with intermediate
Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3 buffer layers and a deposited MgB2 superconductor. Measurements were
carried out at a magnetic field from −5 to 5 T and in the temperature interval from 5 to 15 K, with
the annealing temperatures of the tapes in the range from 623 to 923 K. Vacuum annealing had a
significant effect on the magnetic characteristics of the substrates, and the specific magnetic moment
varied up to 20 % depending on the annealing temperature in the temperature interval from 5 to 15 K.

Keywords: Hastelloy C-276, thermal annealing, magnetism, superconductivity, magnesium
diboride, vibration magnetometry
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Введение

Хастеллой С-276 (англ. Hastelloy C-276) – это сплав, который состоит из следующих
основных химических элементов: никель (Ni, ∼57 вес. % ), молибден (Mo, ∼15 вес. %),
хром (Cr, ∼15 вес. %), вольфрам (W, ∼4.5 вес. %), железо (Fe, ∼5 вес. %) и небольших
добавок углерода (С), марганца (Mn) и кремния (Si) [1, 2]. Он обладает высокой кор-
розионной стойкостью в агрессивных средах, сохраняет свои механические свойства при
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высоких температурах, хорошо поддаётся сварке, механической обработке и формованию.
Благодаря этим свойствам Хастеллой С-276 широко используется в различных отраслях
промышленности.

Кроме того, сплав служит металлической подложкой при производстве высокотем-
пературных сверхпроводящих лент второго поколения, которые применяются в качестве
подложек для сверхпроводящих соединений, таких как ReBCO [3–7] и MgB2 [8–10]. Эти
соединения используются для производства сверхпроводящих магнитов, в том числе для
установок класса мегасайенс.

Несмотря на большое количество работ, посвящённых исследованию термического от-
жига и его влияния на свойства Хастеллой С-276, практически все они сосредоточены на
изучении механических и антикоррозионных свойств сплава [11–13]. Влияние температу-
ры на магнитные свойства сплава на сегодняшний день систематически не изучено. Также
известно, что в процессе осаждения буферных слоёв или сверхпроводящих плёнок на лен-
ту из Хастеллой С-276 присутствуют технологические стадии осаждения при повышенной
температуре. Это может существенно сказаться на магнитных характеристиках сверхпро-
водящего провода. Знания о магнитных свойствах исходного сплава Хастеллой С-276 и
сплава с нанесёнными буферными слоями во внешнем магнитном поле необходимы при
проектировании и намотке сверхпроводящих магнитов.

Таким образом, цель данного исследования – установить, как вакуумный отжиг при
разной температуре влияет на магнитные свойства ленты Хастеллой С-276 с нанесёнными
на неё буферными слоями и сверхпроводящим слоем диборида магния (MgB2 ).

1. Материалы и методы

В настоящей работе в качестве подложки была использована коммерчески доступ-
ная лента из материала Хастеллой С-276 (производства ООО «С-Инновации»), покрытая
буферными слоями Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3 (рис. 1, а) [3]. Толщина ленты Хастел-
лой С-276 составляла 42.7 мкм, буферных слоев Al2O3 – 30–50 нм, Y2O3 – 5–10 нм,
MgO – 60–150 нм и LaMnO3 – 30–50 нм. Методом одновременного магнетронного рас-
пыления мишеней магния и бора на верхний буферный слой напылялась сверхпрово-
дящая плёнка MgB2 . Температура подложки при напылении MgB2 составляла 555 К.
Далее напылялась защитная плёнка кремния. Подробное описание технологии синтеза
сверхпроводящей ленты опубликовано в работе [14].

Отжиг образцов проводился в высоком вакууме (не хуже 5 · 10−8 мбар) в диапазоне
температур 623–923 К в течение одного часа. Морфология поверхности подложки и пленки
исследовалась сканирующим электронным микроскопом JAMP-9500F, элементный состав
изучался с помощью рентгеновской фотоэлектронной спектроскопии (РФЭС) на спектро-
метре SPECS, оснащенном полусферическим энергоанализатором Phoibos 150. Исходные
и отожжённые образцы были исследованы на рентгеновском дифрактометре D8 Advance
(Bruker AXS). Магнитные свойства измерялись методом вибрационной магнитометрии в
диапазоне магнитных полей от −5 Тл до +5 Тл. Измерения проводились на установке
PPMS-9 (Quantum Design) с установленной опцией VSM.

2. Результаты

Изначально лента Хастеллой С-276 с буферными слоями представляет собой гибкую
фольгу с достаточно гладкой поверхностью (рис. 1, б). После напыления плёнки диборида

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(2):397-408



400 I.V. Yanilkin et al. | Effect of thermal annealing . . .

магния поверхность становится сильно развитой (рис. 1, в), что связано с ростом шерохова-
той пленки MgB2 . На рис. 2 показаны РФЭ-спектры поверхностей ленты Хастеллой С-276,
верхнего буферного слоя LaMnO3 и плёнки MgB2 . В поверхностном слое ленты Хастел-
лой С-276 обнаружены элементы Ni, Cr и Mo в относительном содержании 29.7, 35.2 и
35.1 вес. % соответственно, а также кислород и немного углерода. Данный состав отли-
чается от состава, полученного нами ранее методом энергодисперсионной рентгеновской
спектрометрии (ЭДС), в котором было гораздо больше никеля и меньше хрома [1]. Это
связано с тем, что метод ЭДС является объёмным методом, а РФЭС – поверхностным.
Положение пика Cr 2p3/2 576.7 эВ указывает на то, что атомы хрома находятся в окислен-
ном состоянии, а положение и форма пика Ni 2p3/2 852.8 эВ указывают, что атомы никеля
находятся в металлическом состоянии. По-видимому, хром диффундирует к поверхности,
образуя защитную плёнку оксида хрома и тем самым обеспечивая высокую коррозионную
стойкость.

Рис. 1. Образцы ленты Хастеллой C-276 с различными нанесёнными слоями от исходной (a-1),
затем буферные слои (a-2) и с нанесённым сверхпроводящим слоем MgB2 (a-3); расшифровка
структуры по слоям и толщина каждого отдельного слоя схематически показаны справа. Морфо-
логия поверхности (изображения СЭМ) исходной ленты Хастеллой С-276 с буферными слоями (б)
и напылённым слоем MgB2 поверх буферных слоев (в)
Fig. 1. Hastelloy C-276 tape samples with different layers: the original tape (a-1), with buffer
layers (a-2), and with a deposited superconducting MgB2 layer (a-3); a schematic of the layer-by-layer
structure and the thickness of each individual layer are shown on the right. Surface morphology (SEM
images) of the original Hastelloy C-276 tape with buffer layers (b) and with a deposited MgB2 layer
on top of buffer layers (c)

Плёнка верхнего буферного слоя LaMnO3 состоит из элементов La, Mn и O, а плён-
ка MgB2 – из элементов Mg и B (рис. 2). Никаких других элементов не обнаружено.
Проведенный анализ состава необходим, чтобы понять природу интегральных магнитных
свойств образцов.
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Рентгеноструктурный анализ подложки Хастеллой С-276 с буферными слоями пока-
зал наличие пиков двух типов, из которых первые соответствуют поликристаллической
фазе сплава Хастеллоя С-276, вторые – упорядоченной (текстурированной) фазе LaMnO3

(рис. 3). Другие буферные слои на дифрактограмме не определены, по-видимому, вслед-
ствие их малой упорядоченности. После напыления плёнки MgB2 и отжига образца при
923 К дифракционные рефлексы от LaMnO3 исчезли, что указывает на взаимодействие
MgB2 и LaMnO3 (рис. 3). Это подтверждается исследованием Оже-электронов с профи-
лированием, показавшим образование после отжига фазы MgO в интерфейсе MgB2 и
LaMnO3 [14]. Отметим, что после отжига рефлексы сплава Хастеллоя С-276 практиче-
ски не изменились, только их ширина стала меньше на 6 %. Это может указывать на
увеличение размера кристаллитов или уменьшение дефектов и напряжений в них.

Магнитные измерения были проведены в магнитном поле, направленном перпенди-
кулярно плоскости ленты. На рис. 4 показаны магнитополевые зависимости магнитного
момента, приведённого на единицу площади, различных образцов: отдельной ленты Ха-
стеллой С-276, ленты с буферными слоями, с плёнкой MgB2 без вакуумного отжига и
с ним. Как видно, большинство образцов проявляют парамагнитные зависимости. Одна-
ко образец с плёнкой диборида магния, отожжённый при температуре 673 К, проявляет
более сложную зависимость. А именно, помимо безгистерезисной парамагнитной зави-
симости появляется гистерезисная часть, связанная с пиннингом вихрей Абрикосова в
сверхпроводящем слое. Влияние отжига на свойства сверхпроводящей плёнки MgB2 было
детально изучено в работе [14]. Температура сверхпроводящего перехода (𝑇𝑐 ) до вакуум-
ного отжига составляла ≈15 К, после отжига она увеличивалась до ≈22 К. В настоящей
работе интегрально представлено влияние отжига на магнитные свойства всей системы.
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Рис. 2. РФЭ-спектры поверхностей ленты Хастеллой С-276, верхнего буферного слоя LaMnO3

и плёнки MgB2

Fig. 2. XPS spectra of the Hastelloy C-276 tape surfaces, upper LaMnO3 buffer layer, and MgB2 film
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Рис. 3. 𝜃 − 2𝜃 -дифрактограммы исходной подложки Хастеллой С-276 с буферными слоями и
после напыления пленки MgB2 с отжигом при 923 К
Fig. 3. 𝜃−2𝜃 diffraction patterns of the initial Hastelloy C-276 substrate with buffer layers and after
the MgB2 film deposition with annealing at 923 K
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Рис. 4. Магнитополевые зависимости магнитного момента, приведённого на единицу площади,
различных образцов: отдельной ленты Хастеллой С-276, ленты с буферными слоями, с пленкой
MgB2 без и вакуумным отжигом, снятые при температуре 5 К (а) и 15 К (б)
Fig. 4. Magnetic field dependencies of the magnetic moment per unit area for different samples:
separate Hastelloy C-276 tape, the tape with buffer layers, with MgB2 film applied without and with
vacuum annealing, all data obtained at a temperature of 5 K (a) and 15 K (b)

3. Обсуждение

Чтобы понимать природу изменения магнитных свойств многослойного образца
Хастеллой С-276 с буферными слоями и пленкой MgB2 при вакуумном отжиге, необхо-
димо знать, какими свойствами обладает каждый слой. Хастеллой С-276 – парамагнетик,
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Al2O3 и MgO – диамагнетики, LaMnO3 – антиферромагнетик, MgB2 – сверхпроводник.
Однако тонкие пленки MgO и LaMnO3 могут давать ферромагнитный отклик, связанный
с дефектами в пленочной структуре [15–17]. Оценка наибольшего вклада от данных слоев
с учетом их реальных толщин в образце дает удельную величину магнитного момента
около 0.03 А в поле насыщения 0.5 Тл. Это составляет 3 % от общей величины магнитного
момента, что существенно ниже интегрального эффекта от отжига. Кроме того, величи-
ны магнитного поля насыщения ферромагнитных петель MgO и LaMnO3 [15–17] гораздо
ниже наблюдаемых в эксперименте. Все это указывает на то, что в изменении магнитного
отклика могут участвовать либо Хастеллой С-276, либо MgB2 . Диборид магния, как мы
видим, даже несмотря на малую толщину, может давать существенный вклад в общий
магнитный момент. Однако этот вклад имеет гистерезисную природу и легко отделяется
от парамагнитного вклада сплава Хастеллой С-276.

Сравнение удельных магнитных моментов ленты Хастеллой С-276 и этой же ленты с
буферными слоями указывает на существенное уменьшение (на 16 %) величины магнит-
ного момента (рис. 5), что было указано в работе [1] и было связано с влиянием буферных
слоев. Однако наши новые исследования указывают на то, что понижение магнитного
момента ленты Хастеллой С-276 после нанесения буферных слоев, вероятно, связано с
вакуумным отжигом. Дело в том, что при напылении LaMnO3 подложка нагревается до
973–1173 К для достижения нужного качества кристаллической структуры [3]. Напыле-
ние диборида магния при температуре 555 К не изменяет магнитополевые зависимости
удельного магнитного момента. Однако дальнейший отжиг приводит сначала (623–673 К)
к повышению, а затем (723–923 К) к уменьшению величины магнитного момента. При-
чины такого немонотонного поведения магнитных свойств остаются неизвестными. Отме-
тим, что в указанной области температур (до 923 К) фазовых переходов у Хастеллой С-276
нет [18].

Результаты исследования позволяют лучше понять механизмы изменения магнитных
свойств материалов под воздействием термической обработки. Это, в свою очередь, от-
крывает новые возможности для разработки более надёжных и эффективных сверхпро-
водящих систем.

Заключение
В рамках исследования было изучено, как вакуумный отжиг влияет на магнит-

ные свойства ленты из сплава Хастеллой С-276 с промежуточными буферными слоями
Al2O3/Y2O3/MgO/LaMnO3 и напылённой сверхпроводящей плёнкой MgB2 . Выяснилось,
что отжиг при высоких температурах (723–1173 К) приводит к уменьшению магнитного
момента парамагнитного сплава Хастеллой С-276. При средних температурах (623–673 К),
напротив, происходит увеличение магнитного момента. Изменение величины удельного
магнитного момента в зависимости от температуры отжига составляет 20 % в интервале
температур 5–15 К. Полученные результаты могут быть полезны для оптимизации про-
цессов отжига и повышения эффективности работы сверхпроводящих устройств и имеют
важное значение для восстановления обмоток сверхпроводящих магнитов в ускорителях,
которые могли деградировать в процессе эксплуатации.
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Рис. 5. Зависимость приведенного на единицу площади удельного момента при магнитном
поле 5 Тл ленты Хастеллой С-276 с буферными слоями и плёнкой MgB2 от температуры от-
жига. Пустые кружки – данные для ленты Хастеллой С-276 без буферных слоёв
Fig. 5. Annealing temperature dependence of the specific moment per unit area at a magnetic field
of 5 T of Hastelloy C-276 tape with buffer layers and MgB2 film. Data on Hastelloy C-276 tape without
buffer layers are shown as open circles
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