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Аннотация

Предложены определяющие соотношения и методика анализа поведения стеклопла-
стика при совместном воздействии силовых факторов и щелочной среды при продольном
изгибе. Описаны модели натурного и численного экспериментов. Предложен новый под-
ход к решению задачи о продольном изгибе балки с начальной прогибью без привлечения
геометрически нелинейных соотношений. Такой подход может быть использован в тех
случаях, когда результирующая конфигурация балки представляет собой пологую кри-
вую. Приведены результаты числовых расчетов. В первом случае рассмотрен брус с на-
чальной прогибью на основе предложенного подхода и с использованием метода конечных
элементов (МКЭ). Для верификации во втором случае решена задача в геометрически
нелинейной постановке. Установлено характерное согласование полученных результатов.

Ключевые слова: стеклопластик, конечно-элементная модель, геометрическая нели-
нейность, щелочная среда, параметр поврежденности, вычислительный эксперимент

Введение

Процесс деформирования и деградации композитов имеет особенности в зависи-
мости от структуры и типа компонент материала, а также от вида нагружения [1,2].
В общем случае уровень деградации учитывается не только при оценке прочности,
но и в физических соотношениях, описывающих упругие и реологические процес-
сы. Например, в [3] рассмотрена связанная задача теории пластического течения
и теории поврежденности, в [4] использованы физические соотношения для пара-
метра поврежденности, которые содержат деформацию ползучести. Существуют
теории, в которых в качестве меры деградации используется величина интенсив-
ности накопленных деформаций ползучести (см. в [5]). Различные формы соот-
ношений для параметра деградации описаны в работах [6–9]. Вопросы влияния
различных дефектов и накопления повреждений на механические характеристики
композитных конструкций рассмотрены в работах [10–18]. В них проведен обзор
существующих математических и экспериментальных методов, предложены мо-
дели деградации свойств композитов, дана оценка влияния поврежденности на
изменение свойств композита и распределение напряжений.
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Задача определения механических характеристик композитных материалов по
известным входным и выходным данным, называемая задачей идентификации, яв-
ляется обратной задачей, которая, как правило, не может быть решена точно.
Кроме того, она может оказаться неустойчивой к исходным данным. Некоторые
подходы к определению параметров, характеризующих нелинейно-упругое поведе-
ние волокнистых композитных материалов (ВКМ), рассмотрены в [19–21]. В случае
линейно-упругих композитов были установлены условия невырожденности разре-
шающей системы уравнений и предложены способы её нормировки, улучшающие
обусловленность задачи. В [22, 23] такая же задача рассмотрена для определения
линейно-упругих характеристик ВКМ. В [24,25] предложен метод идентификации
линейно-упругих характеристик ВКМ по замерам деформаций тонкой многослой-
ной пластины, изготовленной наложением слоев ВКМ с различной ориентацией
волокон. В [26, 27] идентификация линейно-упругих характеристик ВКМ произ-
ведена по результатам динамических испытаний оболочек и пластин. В [28, 29] в
качестве объектов испытаний рассмотрены намоточные оболочки вращения. В [19]
предложен подход, при котором вводятся дополнительные неизвестные, представ-
ляющие собой независимые вариации как исходных, так и искомых параметров.
Показано, что получаемое при этом решение гораздо точнее удовлетворяет всем
разрешающим уравнениям задачи. Обнаружено также, что при больших разли-
чиях в значениях неизвестных даже незначительные (в пределах ± 5%) возму-
щения исходных данных весьма существенно влияют на определяемые значения
малых параметров. Методам регуляризации таких задач идентификации посвяще-
на достаточно обширная литература (см., например, обзоры в [30,31]).

1. Определяющие соотношения для наследственно-упругого
материала с учетом деградации

Рассмотрим модель стеклопластикового образца толщины H0 и длины l , нахо-
дящегося в щелочной среде при продольном изгибе (рис. 1). Щелочь, как химиче-
ская агрессивная среда, приводит к изменению механических свойств композита,
а именно, накоплению микроповреждений в материале. Это явление в дальнейшем
будем называть деградацией композитного материала [32–34].

Рис. 1. Модель стеклопластикового образца, находящегося в щелочной среде с концен-
трацией γ

Согласно [35] введем скалярный параметр поврежденности ω , который будет
описывать накопление в материале дефектов типа микротрещин и микропор. По-
скольку далее рассматривается изгиб балок, то использование скалярного пара-
метра вполне оправданно. Следуя работам Ю.Н. Работнова [4, 35], кинетическое
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уравнение относительно ω примем в простейшем виде

ω̇ =
Bωσx

(1− ω)
(1 +W ). (1)

Здесь постоянную Bω нужно находить из экспериментов. В (1) входит второй па-
раметр состояния W , определяющий концентрацию щелочи в материале.

Будем использовать определяющие соотношения для стеклопластика с учетом
вязкоупругих свойств полимерного материала по линейной теории наследствен-
ности. Примем гипотезу Качанова [36], согласно которой механизмы процессов
вязкоупругости и накопления повреждений, в общем, различны и независимы.
Тогда для деформации вязкоупругости можно записать следующее определяющее
соотношение

εvisco =

tZ
0

H(t− τ)σ(τ)dτ.

Ядро ползучести H примем в виде ядра Абеля [37], которое хорошо описывает
ползучесть различных полимерных материалов:

H(t− τ) =
C

(t− τ)
α , C ≥ 0, 0 < α < 1. (2)

Здесь константы C и α определяются из экспериментов.
Дискретизацию задачи осуществим методом конечных элементов (МКЭ), в ка-

честве которых приняты шестиузловые треугольные элементы с квадратичной
аппроксимацией перемещений. Для численного интегрирования по времени при-
меним метод Эйлера.

Для вектора деформации, возникающего от наличия поврежденности, примем
кинетическую зависимость

{ε̇ω} = [D]
−1 {σ} z ωk. (3)

Здесь [D] – матрица упругих постоянных для плоского напряженного состояния;
z и k – некоторые постоянные величины, определяемые из экспериментов.

С учетом процесса накопления микроповреждений и вязкоупругих свойств
стеклоплаcтика, полная деформация ε примет вид

ε = e+ εvisco + εω,

где e – упругая часть деформации. С учетом вышеизложенного закон Гука примет
форму:

{σ} = [D]({ε} − {εvisco} − {εω}).

Согласно принципу Лагранжа можно записать соотношениеZ
V

δεT {σ}dV = δ{U}T {P}.

Здесь {U} – вектор перемещений, {P} – вектор внешних сил, знак «T » означает
операцию транспонирования.

Таким образом, по методу конечных элементов разрешающее уравнение равно-
весия примет вид

[K]{U} = {P}+ {P visco}+ {Pω}.
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Здесь [K] – глобальная матрица жесткости. В узлах сетки, кроме вектора внеш-
них узловых сил, действуют компоненты, отвечающие за процесс вязкоупругости
{P visco} и процесс деградации: {Pω} :

{P visco} =

Z
V

[B]
T
[D]{εvisco}dV, {Pω} =

Z
V

[B]
T
[D]{εω}dV.

2. Модель натурного эксперимента

Исследуем полимерный композитный материал в виде плоских протяженных
элементов, армированных стекловолокном.

Для экспериментов была выбрана щелочная среда, в которую погружаются
образцы из стеклопластика, закрепленные шарнирно, как показано на рис. 1.

Деформирование исследуемых образцов проводилось следующим образом. За-
давалось продольное перемещение правого торца на величину u0 . Затем правый то-
рец закреплялся как шарнирно неподвижный. При этом максимальный прогиб w0

будет посередине образца (рис. 1). Далее образцы в таком зафиксированном изо-
гнутом состоянии выдерживались в щелочной среде несколько суток с проведением
промежуточных замеров нагрузки. Для этого при t = tn образцы вынимались из
щелочной среды, а правый торец считался шарнирно подвижным, чтобы он мог
свободно перемещаться в продольном направлении. Далее, как показано на рис. 1,
справа прикладывалась нагрузка P , и вновь образец изгибался так, чтобы его пра-
вый торец получил исходное продольное перемещение u0 . С помощью динамометра
производился замер промежуточной нагрузки Pi .

Прогиб запишем в следующем виде:

w0 = we + wvisco + wω.

Здесь we – прогиб, зависящий от упругих свойств стеклопластика, wvisco – прогиб,
вызванный вязкоупругостью, wω – прогиб, вызванный накоплением микроповре-
ждений. В начальный момент времени при t = 0 [38]

w0 = we =
2

π

p
lu0.

При промежуточных замерах выражения для прогиба посередине образца при-
мут вид

t = tn : wn =
2

π

p
lu0 − wn

visco − wn
ω, n = 1, 2, 3 . . . .

Таким образом, с течением времени параметры wvisco и wω , вызванные вязко-
упругостью и деградацией, будут увеличиваться. В итоге получим серию экспе-
риментальных данных, по которым методом идентификации можно определить
механические характеристики, входящие в формулы (2) и (3).

3. Метод численного решения

Предложен подход к решению задачи о продольном изгибе балки, который мо-
жет значительно уменьшить время расчета. Он будет полезен и в задачах опти-
мизации, а не только при идентификации механических характеристик материала
балки, поскольку в этих задачах обычно требуется большое количество расчетов
с разными вариантами исходных данных. Этот подход может быть использован
и в тех случаях, когда результирующая конфигурация балки представляет собой
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пологую кривую, поскольку следующие ниже соотношения (4) и (5) получены с
использованием этого предположения [38].

Рассмотрим изогнутый стержень, как показано на рис. 2. При продольном изги-
бе в случае упругого деформирования параметры P и w0 связаны приближенным
соотношением [35,38]

P =
π2EJ

l2

�
1 +

π2w0
2

8l2

�
, (4)

где EJ – жесткость стержня.
Зададим изогнутую форму оси стержня по формуле

w(x) = w0 sin
πx

l
. (5)

Продольное перемещение правого торца будет иметь вид [38]

u =
π2w0

2

4l
.

Рис. 2. Модель изгиба стержня продольной силой P

Сведем задачу к геометрически линейной постановке. Считаем, что

w0 = w1 + w2.

Из соотношения (4) выразим w0 :

w0 =
l 2
√
2

π2

r
Pl2 − π2EJ

EJ
.

Согласно закону Гука можно записать выражение для изгибающего момента
в виде

M = EJw2
′′. (6)

Если задача сформулирована в геометрически линейной постановке, то согласно
рис. 2 изгибающий момент примет вид

M = −Pw1. (7)

Тогда согласно выражениям (6) и (7) можно записать в форме

EJw2
′′ = −Pw1,
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w0

�
sin

πx

l

�′′
=

1

EJ
Pw1 + w1

′′. (8)

Решив дифференциальное уравнение (8) с учетом условий закрепления, получим
аналитическое решение в виде

w1(x) = [w0EJπ2/(Pl2 + EJπ2)] sin
πx

l
. (9)

Далее решим задачу численно МКЭ. Зададим начальный прогиб w1 соглас-
но (9) и определим w2 . В итоге получим выражение

w0 = w1(l/2) + w2(l/2).

Таким образом, предложенная методика позволяет получать прогибы при про-
дольном изгибе на основе численного решения линейной задачи, например, МКЭ.

Для верификации предложенного подхода рассмотрим задачу о продольном
изгибе, которую решим МКЭ в двух постановках. Граничные условия в числен-
ных моделях выберем так, чтобы они соответствовали шарнирно-опертой балке.
В первой постановке используем двумерную модель. Рассмотрим брус с начальной
погибью, которая определялась по формуле (9).

Во втором варианте задача решалась в геометрически нелинейной постановке
МКЭ с помощью пакета ANSYS. Второй вариант задачи был просчитан двумя
типами конечных элементов (КЭ): балочными и пластинчатыми. Решения с этими
типами КЭ дали отличия не более 3%. Для обеспечения изгиба бруса была задана
начальная погибь, но она принималось малой: w1 ≪ w0 (w1 < 0.02wmax ).

На рис. 3 приведены зависимости P/Pcr от u0/l для аналитического решения и
решения в геометрически нелинейной постановке (Pcr – это критическое напряже-
ние, вычисляемое по формуле Эйлера для шарнирно-опертого стержня). Входные
данные: модуль упругости E = 500000 кг/см2 ; коэффициент Пуассона v = 0.3 ; вы-
сота образца h = 0.6 см; ширина образца b = 1 см. Вычислительные эксперименты
проводились для разных длин образца: l = 18 см, l = 30 см, l = 42 см. Расчеты
показали, что аналитическое решение и решение, полученное для задачи в пер-
вой постановке, оказались близкими. Сравнение результатов расчетов показало,
что отличие численного решения задачи в геометрически нелинейной постановке
от решения предложенным методом для l = 18 см составляет 7%, а для длины
l = 42 см – 5.3%.

Отметим, что нарушение условия пологости не очень сильно ухудшает резуль-
тат. Например, при l = 18 см угол наклона получается равным arctan(1.48) = 560 .
При этом результаты, полученные аналитически и численно в геометрически нели-
нейной постановке, отличаются всего на 7% .

Заключение и выводы

Таким образом, предложена методика решения задачи продольного изгиба при
расчете балки с начальной погибью без привлечения геометрически нелинейных
соотношений, которая позволяет получать хорошие результаты даже при боль-
ших перемещениях. Как видно из рис. 3, продольное перемещение составляет 56 %
от длины балки, а отличие нагрузки, полученной при этом предложенным мето-
дом, – 7 %.

Благодарности. Работа выполнена за счет средств Программы стратегическо-
го академического лидерства Казанского (Приволжского) федерального универси-
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Рис. 3. Зависимость P/Pcr от u0/l для аналитического решения и решения в геометри-
чески нелинейной постановке
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Abstract

Constitutive relations and a method for analyzing the behavior of fiberglass during
longitudinal bending under the combined influence of force factors and an alkaline medium were
proposed. Both natural and numerical experimental designs were outlined. A new approach
to solving the problem of longitudinal bending of a fiberglass beam with initial failure was
introduced, without involving geometrically nonlinear relations. This approach proved to be
applicable when the resulting beam configuration is a flat curve. The results of numerical
calculations were presented. In the first case, the beam with initial failure was studied using the
new approach along with the finite element method (FEM). In the second case, for verification,
the problem was solved in a geometrically nonlinear formulation. The results obtained showed
a strong agreement.

Keywords: fiberglass, finite element model, geometric nonlinearity, alkaline medium,
failure parameter, numerical experiment
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Figure Captions

Fig. 1. Model of a fiberglass sample placed in an alkaline medium with the concentration γ .
Fig. 2. Model of a beam bending under the longitudinal force P.
Fig. 3. Dependence of P/Pcr on u0/l for the analytical and geometrically nonlinear

solutions.
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