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Аннотация

Рассмотрена задача тепловой устойчивости цилиндрического образца с нелинейным
тепловыделением при случайном блуждании температуры окружающей среды. Исследо-
вано поведение такой системы в зависимости от параметров задачи (интенсивности теп-
ловыделения, дисперсии случайного блуждания). Для этого предложен численный алго-
ритм, основанный на усреднении множества реализаций случайного блуждания внешней
температуры. Разработан численный метод решения задачи теплопроводности с источни-
ком и со случайными условиями на границе, сочетающий явные и неявные схемы для ли-
неаризованных уравнений переноса и метод Эйлера –Маруямы. Получены распределения
характеристик зажигания и моменты этих распределений, установлена их зависимость от
параметров задачи.

Ключевые слова: тепловой взрыв, стохастическое дифференциальное уравнение,
математическое моделирование, метод Монте-Карло

Введение

Химические реакции часто протекают в условиях с динамическими вариациями
условий (температуры, давления, концентраций). Средняя скорость химической
реакции при этом не всегда может быть оценена по средним значениям опреде-
ляющих параметров. В простейших случаях вариации условий можно представить
в виде шумов с заданными спектральными характеристиками. Оценка влияния
этих характеристик на скорость реакции (в частности) и устойчивости реакцион-
ной системы (в целом) является важной задачей, которая, однако, требует спе-
циального исследования для каждого отдельного набора химических реакций и
диапазона условий.

Особую значимость флуктуационные процессы приобретают в связи с задачами,
связанными с тепловой устойчивостью химических реакторов и других теплона-
пряженных устройств, например, при исследовании аварийных режимов электро-
химических элементов и способов их предупреждения [1, 2]. Модели случайного
блуждания используются, например, для исследования транспорта частиц в пори-
стых средах [3–5], в атмосферных потоках [6], в пламенах [7–9], а также на поверх-
ностях (что особенно важно для гетерогенных каталитических реакций) [10, 11].
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Широко используются перколяционные модели разложения и горения материалов
[12–14], а также изменения структуры пористых сред [15].

Влияние флуктуаций на развитие теплового взрыва в адиабатических системах
исследовалось в работах [16–18], где впервые был установлен различный харак-
тер развития флуктуаций в докритических и сверхкритических условиях. Бо-
лее простые модели были предложены для сложных химических реакций в изо-
термических условиях [19–21], в т. ч. для цепной реакции со стохастическим об-
рывом [22]. Флуктуации и связанные с ними отклонения от детерминированного
поведения становятся значительными для систем с малым числом реагирующих
частиц [23–25]. Неадиабатические системы с линейными теплопотерями, приводя-
щие к моделям типа Семенова, рассматривались авторами [26, 27]; флуктуации
коэффициента массопереноса для гетерогенной экзотермической реакции – в ра-
боте [28].

Взаимное влияние химической реакции и процессов переноса на уровне флук-
туаций существует даже несмотря на различную векторную размерность соот-
ветствующих потоков [29]. В работах [30, 31] было рассмотрено флуктуационное
взаимовлияние химической реакции и коэффициентов переноса; в работе [32] вы-
ведены флуктуационно-диссипационные соотношения для массопереноса и хими-
ческих реакций (при отсутствии массопереноса такие соотношения приведены в
[33, 34]). Уравнения химической кинетики могут быть выражены с помощью мар-
ковских аппроксимаций [35, 36], и для таких системы разработаны численные ал-
горитмы решения на основе метода Монте-Карло [37, 38] (в т. ч. на основе методов
расщепления [39]). Бистабильные потенциалы для уравнений реакции – диффузии
использованы в [40, 41] для исследования устойчивости. Задача теплового взрыва
с флуктуациями температуры рассмотрена авторами [42, 43]; влияние флуктуа-
ций скорости реакции на устойчивость плоских образцов исследована с помощью
метода Ляпунова в [44].

Важным объектом исследования являются простейшие реакторы, такие как
реакторы идеального перемешивания. При исследовании этих реакторов основным
параметром является отношение времени пребывания реагентов (интегральная ха-
рактеристика процессов переноса) к скорости химической реакции. Флуктуации
могут наблюдаться для расхода реагентов в изотермических реакторах [45, 46],
для скорости перемешивания [47] и начальной температуры реагентов [48]. Неза-
висимые случайные колебания температуры и концентрации на входе в реактор
рассмотрены в работе [49]. Для адиабатического реактора были получены би-
модальные распределения, похожие на наблюдаемые в закрытых системах [50].
Управление реакторами с целью подавления опасных колебаний построено в рабо-
те [51].

Другим примером реактора с существенным влиянием стохастичности является
зернистый слой со случайно расположенными активными центрами. Такие систе-
мы численно исследованы в работах [52, 53], где для случайных засыпок были
получены статистические данные по ансамблям стационарных решений. Важным
приложением стохастического моделирования является реагирование в турбулент-
ных потоках, где большую роль играют методы Монте-Карло. Первые численные
модели перемешивания в однофазных и дисперсных потоках были предложены в
работах [54, 55]. При моделировании турбулентного горения использованы также
модели неполного перемешивания и стохастических флеймлетов [56, 57]. Варьиро-
вание параметров реакционной способности часто применяется для определения
наиболее вероятных диапазонов скоростей химических реакций и уточнения кине-
тических данных [58–61].
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Применительно к теме настоящей работы необходимо отдельно указать работы
И.В. Деревича с соавторами, в которых исследованы статистика поведения одиноч-
ных реагирующих частиц в стохастических средах [62, 63], а также влияние стоха-
стического распределения активных центров в пористых каталитических гранулах
на их тепловые режимы [64] (подобная постановка рассмотрена также в работе [65]
для плоской симметрии). Одномерная задача теплового взрыва с колебаниями тем-
пературы на границе для сферической симметрии рассмотрена в работе [66], где бы-
ли получены уравнения для функции плотности вероятности нахождения в разных
температурных состояниях. В настоящей работе нестационарная одномерная зада-
ча теплопроводности с нелинейным источником и стохастическими колебаниями
температуры окружающей среды численно решена для цилиндрической симмет-
рии. Предметом исследования является зависимость ожидаемых характеристик
зажигания (времени, температуры среды, тепловых потоков на поверхности ча-
стицы) от интенсивности флуктуаций, которые представлены белым шумом.

1. Постановка задачи и численный алгоритм

Рассмотрим уравнение в частных производных, описывающее процесс теп-
лопроводности в области с нелинейным тепловыделением в безразмерных пере-
менных:
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=
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ξ

∂
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1 +Arθ

�
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Здесь θ – температура, ξ – пространственная координата, t – время, Fk – теп-
ловыделение при начальной температуре (θ = 0) и Ar – параметр, учитывающий
снижение чувствительности тепловыделения с ростом температуры. Уравнение (1)
является одним из основных объектов исследования в теории горения [67].

Будем считать, что ось симметрии цилиндрического образца соответствует ξ=0 :

∂θ

∂ξ
(t, 0) = 0. (2)

На внешней границе (ξ = 1) температура образца равна температуре окружающей
среды:

θ (t, 1) = θenv (t) . (3)

В детерминированных постановках температура окружающей среды может
быть постоянной [68] либо изменяется по заданному закону [69] (в т. ч. нелиней-
но [70]). Ключевым является параметр Fk , для которого существует критическое
значение, выше которого система (1) – (3) не имеет ограниченного решения. Кри-
тическое значение параметра Fk для цилиндрической симметрии при θenv = 0
равно 2 [67]. С ростом температуры окружающей среды критическое значение Fk
уменьшается экспоненциально. В стохастической постановке эта температура яв-
ляется случайным процессом, который генерируется некоторым шумом [62, 66].
Для упрощения расчетов примем, что температура окружающей среды опреде-
ляется случайным блужданием (белый шум):

dθenv = σδW. (4)

В уравнении (4) σ – дисперсия случайного блуждания, δW – случайное прираще-
ние винеровского процесса. Тогда задача (1) – (4) определяет множество возмож-
ных реализаций, которые рано или поздно приведут к тепловом взрыву в образце:
ожидаемое время зажигания зависит от дисперсии случайного блуждания и степе-
ни близости параметра Fk к критическому значению [71]. В работе [66] дан метод
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расчета функции плотности вероятностей для осредненной температуры части-
цы. Более простую оценку вероятности достижения условий теплового взрыва для
заданного временного промежутка можно получить, например, использовав квази-
стационарное приближение [72], однако такое приближение дает систематическую
ошибку, связанную с нестационарностью процесса. В связи с этим на настоящий
момент наиболее надежным методом решения системы уравнений (1) – (4) является
прямое численное моделирование (метод Монте-Карло).

Разностная схема для уравнения (1) выглядит следующим образом:

θi − θ0i = Fo

�
ξi−1

ξi
θi−1 −

�
1 +

ξi−1

xii
θi + θi+1

��
+ τS0

i . (5)

Здесь Fo – сеточное число Фурье (Fo = τ/h2 , где τ – шаг временной сетки, h –
шаг пространственной сетки), S – функция источника (Si = Fk exp θ0i /(1 +Arθ0i )),
индекс 0 относится к предыдущему временному слою. Схема (5) комбинирует неяв-
ный метод для определения температуры с источником в явной форме (что поз-
воляет упростить расчеты, правда, за счет понижения порядка сходимости). Гра-
ничные условия линеаризуются следующим образом:

θ1 − θ2 = 0, (6)

θN = θ0N + ση
√
τ . (7)

Здесь η ∼ N (0, 1) , т. е. имеет нормальное распределение с нулевым средним
и единичной дисперсией. Уравнение (7) представляет собой реализацию метода
Эйлера –Маруямы [72]. Сходимость представленной схемы исследована в работах
[65, 73], где был показан первый порядок сходимости по шагам пространственной
и временной сеток. Отметим, что температура окружающей среды может расти
и уменьшаться с одинаковой вероятностью, поэтому даже для условий, заведо-
мо закритических с точки зрения детерминированной модели, могут наблюдаться
стабильные (ограниченно) стохастические режимы.

Разностная схема (5) – (7) была использована для численного интегрирования
системы уравнений (1) – (4) на заданном временном интервале (40 условных вре-
менных единиц) с начальным условием

θ (0, ξ) = 0. (8)

Шаг пространственной сетки равен h = 0.001 , шаг временной сетки также
равен τ = 0.001 . Параметрами для расчетов являются значения начальной интен-
сивности тепловыделения Fk и дисперсии случайного блуждания σ . Значения Fk
варьируются от 0.5 до 3 с шагом 0.5 (как указано выше, критическое значение Fk
для детерминированной задачи с постоянной температурой окружающей среды
равно 2 [67]); значения дисперсии случайного блуждания варьируются от 0.1 до 1
с шагом 0.1. Для получения нужного объема статистических данных проводились
по 1000 расчетов с разными случайными траекториями температуры окружающей
среды, задаваемыми уравнением (7). Параметр Ar для всех случаев равен 0.02. Фи-
зический смысл этого параметра – отношение начальной температуры к энергии
активации химической реакции, и большинство реакций горения характеризуется,
как правило, малыми значениями Ar (в классических работах часто использует-
ся приближение Ar = 0). Выбранное значение соответствует химической реакции
с энергией активации порядка 120 кДж/моль; в этом диапазоне значений вляние
параметра Ar на условия зажигания незначительно [74].
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Критическим условиям в задаче о тепловом взрыве (1) соответствует достиже-
ние бесконечно большой температуры за конечное время. Этот критерий, есте-
ственно, сложно реализовать в расчетах. Кроме того, на границе критических
условий резко возрастает время зажигания [44]. В связи с этим предлагается
использовать ослабленный, но просто реализуемый критерий. Условием теплово-
го взрыва считается достижение достаточно высокой температуры в образце: при
достижении значения максимальной температуры образца порядка 10 (как пра-
вило, в его центре) расчеты быстро расходятся, поэтому вычисления можно оста-
новить. По результатам многовариантных запусков оцениваются вероятность за-
жигания образца, а также распределение характерных величин, соответствующих
условиям зажигания: время зажигания; максимальная температура окружающей
среды, достигнутая за время расчета; температура окружающей среды в момент
зажигания и тепловые потоки на внешней границе (последние интересны с практи-
ческой точки зрения: эти величины доступны для измерения в экспериментальных
условиях).

Изменение температуры образца во времени показано на рис. 1. При σ = 0
(детерминированная задача) время зажигания бесконечно велико, наблюдается
монотонный рост температуры с выходом на стационарное решение. С ростом σ
усиливаются колебания на внешней границе (ξ = 1), причем эти колебания мо-
гут как ускорять, так и замедлять зажигание (в примере с σ = 0.5 темпе-
ратура долгое время блуждает в субкритической области, поэтому зажигание су-
щественно затягивается). Максимальная температура во всех случаях достигается
в центре образца. Множество решений, полученных таким образом, осредняется
и анализируется. Результаты осреднения и анализа представлены в следующем
разделе.

Рис. 1. Примеры расчетов температуры внутри образца при разных значениях σ и t
(Fk = 2)
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2. Результаты расчетов и их обсуждение

Вероятность зажигания рассчитана как отношение числа расчетов, в которых
максимальная температура преодолевает значение 10, к их общему числу. Зави-
симость вероятности зажигания от параметров Fk и σ представлена на рис. 2.
Для малых значений параметра Fk вероятность растет с дисперсией случайного
блуждания, т. е. с ростом σ возрастает вероятность достижения достаточно вы-
сокой температуры окружающей среды, при которой установленное значение Fk
становится критическим. При Fk = 2 (критическое значение для детерминиро-
ванной задачи) зажигание происходит в 80 – 90 % случаев: флуктуации внешней
температуры могут привести к охлаждению, и тогда образец оказывается стабиль-
ным. С дальнейшим увеличением параметра Fk зависимость обращается: вероят-
ность зажигания уменьшается с дисперсией случайного блуждания, что связано с
увеличением доли случайных траекторий, приводящих систему в безопасную тем-
пературную область. Та же картина видна на рис. 3, где показана зависимость
среднего времени зажигания: для малых Fk процесс зажигания лимитируется
случайным блужданием внешней температуры (времена зажигания имеют поря-
док полного времени расчета); для больших Fk становится все более значительной
вероятность «случайного охлаждения».

Рис. 2. Вероятность зажигания образца за t = 40

Помимо среднего времени зажигания, была рассчитана также его дисперсия
(см. рис. 4). Интересно, что при значениях Fk в диапазоне от 1 до 2 дисперсия
времени зажигания слабо зависит от шага случайного блуждания, а для малых
и больших значений Fk поведение дисперсии качественно одинаково (рост вме-
сте с σ ).

Распределение времени зажигания при Fk = 1 (критическая температура для
этого значения составляет около 0.7) представлено на рис. 5, где показано сме-
щение ожидаемого времени зажигания в сторону меньших значений: с ростом σ
увеличивается вероятность того, что температура окружающей среды достигнет
критического значения.

Температура в момент зажигания далеко не всегда превышает критическую
(см. рис. 6). Более того, в редких случаях зажигание происходит даже при тем-
пературе окружающей среды меньше начальной. Это связано с запаздыванием
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зажигания по сравнению с изменением температуры: развитие тепловых возму-
щений может приобрести необратимый характер уже после достижения пиковой
температуры, распределение которой показано на рис. 7.

Оценка теплового состояния теплонапряженных устройств, как правило, про-
водится по его внешним характеристикам, т. е. по условиям на границе. Поэтому
помимо температуры окружающей среды исследуется также тепловой поток на
внешней границе:

q = −∂θ

∂ξ
(t, 1) . (9)

Рис. 3. Среднее время зажигания

Рис. 4. Дисперсия времени зажигания

Зависимость среднего теплового потока на границе от параметров Fk и σ пред-
ставлена на рис. 8: интенсивность теплопотерь для всех случаев примерно линей-
но снижается с ростом дисперсии случайного блуждания, что связано с ростом
температуры окружающей среды. Максимальное значение теплового потока слабо
зависит от параметра Fk , поскольку соответствует предвзрывному состоянию с
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Рис. 5. Распределение времен зажигания для Fk = 1

Рис. 6. Распределение температуры окружающей среды в момент зажигания для Fk = 1

Рис. 7. Распределение максимальной температуры окружающей среды за все время рас-
чета для Fk = 1
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Рис. 8. Зависимость среднего теплового потока (9) от параметров Fk и σ

Рис. 9. Зависимость минимального теплового потока (9) от параметров Fk и σ

примерно одинаковой максимальной температурой. Зависимость для минимально-
го теплового потока за все время представлено на рис. 9. Эта величина оказывается
более чувствительной к дисперсии случайного блуждания. Кроме того, зажигание
во всех случаях протекает в тех случаях, когда наблюдается существенный поток
теплоты по направлению из окружающей среды к образцу, т. е. при отрицательных
значениях (9).

Распределение среднего и минимального тепловых потоков для Fk = 1 показа-
но на рис. 10 и 11. Средний тепловой поток для всех случаев положителен, однако
минимальный тепловой поток при этом оказывается существенным.

Полученные расчеты показывают закономерности, которые могут быть при-
менены, например, при разработке методов управления тепловым состоянием
устройств с высокой чувствительностью к перегреву, например, электрохимиче-
ских элементов и каталитических реакторов [1, 51]. Среди таких методов мо-
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Рис. 10. Средний тепловой поток на внешней границе образца для Fk = 1

Рис. 11. Минимальный тепловой поток на внешней границе образца для Fk = 1

гут быть пассивные (добавление теплопоглощающих элементов [75]) и активные
(конвективное охлаждение [76]). Например, для теплофизических и реакционных
свойств, типичных для литиевых батарей [77, 78], параметр Fk имеет порядок
единицы при температурах около 400К (Ar = 0.022). Тогда ожидаемое время
теплового взрыва (выхода батареи из строя) может быть оценено, если извест-
ны характеристики случайных колебаний в среде, в которой находится батарея.
Колебания могут быть связаны с естественной конвекцией, погодными условиями,
аварийными ситуациями и т. д.

Заключение

Для исследования характеристик зажигания реагирующего тепловыделяющего
образца в стохастической среде использован численный алгоритм, реализующий
метод Монте-Карло для нестационарной задачи теплового взрыва со случайным
блужданием температуры окружающей среды. Получены зависимости этих ха-
рактеристик от параметров задачи (интенсивности тепловыделения в начальном
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состоянии и дисперсии блуждания), для каждого сочетания параметров проведе-
ны расчеты для 1000 случайных траекторий. Результаты расчетов показали каче-
ственные различия в зависимости вероятности зажигания от дисперсии случайного
блуждания для докритических и сверхкритических значений интенсивности тепло-
выделения. Показано изменение тепловых потоков на границе области в критиче-
ских режимах: несмотря на то, что средний тепловой поток направлен от образца
к окружающей среде, зажигание происходит только при наличии периодов внеш-
него нагрева. Полученные результаты могут быть полезны при разработке методов
управления тепловым состоянием теплонапряженных устройств в стохастических
условиях.
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Abstract

The problem of thermal stability of a cylindrical sample with nonlinear heat generation
placed in a medium with the ambient temperature random walk was studied. The behavior
of this system was examined depending on the parameters of the problem (heat generation
intensity, random walk variance). A numerical algorithm based on averaging multiple random
trajectories of the ambient temperature was proposed. A numerical method was developed for
solving the heat transfer problem with the heat source and stochastic boundary which combines
both explicit and implicit schemes for linearized transfer equations and the Euler–Maruyama
method. The distributions of ignition characteristics and their moments were obtained. Their
dependencies on the parameters of the problem were investigated.
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Figure Captions

Fig. 1. Temperature profiles inside the sample for various values of σ and t (Fk = 2).
Fig. 2. Probability of sample ignition at t = 40.
Fig. 3. Average ignition time.
Fig. 4. Variance of ignition time.
Fig. 5. Distribution of ignition times for Fk = 1.
Fig. 6. Ambient temperature distribution at the moment of ignition for Fk = 1.
Fig. 7. Maximum ambient temperature distribution over the entire calculation period for

Fk = 1.
Fig. 8. Average heat flux (9) dependence on Fk and σ .
Fig. 9. Minimum heat flux (9) dependence on Fk and σ .
Fig. 10. Average heat flux at the outer boundary of the sample for Fk = 1.
Fig. 11. Minimum heat flux at the outer boundary of the sample for Fk = 1.
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40. Schlögl F. Stochastic measures in nonequilibrium thermodynamics. Phys. Rep., 1980,
vol. 62, no. 4, pp. 267–380. https://doi.org/10.1016/0370-1573(80)90019-8.
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