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Аннотация

В статье рассматривается обобщенная система Коши–Римана на всей комплексной
плоскости. Коэффициент при сопряжении искомой функции принадлежит гёльдеровому
пространству и для |z| > 1 равен e

imϕ
, m – целое. Оказывается, при m ≤ 0 эта систе-

ма не имеет ненулевых решений, растущих не быстрее полинома. Для m ≥ 0 построено
многообразие всех регулярных, т. е. не имеющих особенностей в конечной части плоско-
сти решений. Эти решения записываются в виде рядов по бесселевым функциям мнимого
аргумента. Из полученного многообразия выделены ограниченные во всей плоскости ре-
шения и определена размерность линейного вещественного пространства таких решений.
Эта размерность равна числу m .

Ключевые слова: обобщенная система Коши–Римана, гёльдеровы пространства,
ограниченные коэффициенты, ограниченные решения

Введение

Рассмотрим обобщенную систему Коши – Римана

Lw ≡ wz̄ + a (z)w + b (z)w = 0, (1)

где z = x + iy , 2∂z̄ = ∂x + i∂y . В случае, когда коэффициенты a(z) и b(z)
принадлежат пространству Lp,2(C), p > 2, теория систем вида (1) разработана
И.Н. Векуа [1], Л. Берсом [2] и их последователями. Система (1) с коэффициен-
тами, определенными на всей комплексной плоскости C , исследовалась рядом ав-
торов (см., например, [3, 4]), которые получили формулы представления решений,
аналоги теоремы Лиувилля и др. В работах [5–7] системы вида (1) и равномер-
но эллиптические системы первого порядка изучены в пространстве Гёльдера (см.
ниже). Получен критерий нётеровости соответствующего оператора L и формула
для индекса.
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Пусть Cα – банахово пространство функций w(z) : C → C, ограниченных на C

и равномерно непрерывных по Гёльдеру с показателем α ∈ (0, 1) . Норма в Cα

определяется равенством:

kwkα = kwk0 +Hα(w),

где

kwk0 = sup| w(z)|, Hα(w) = sup
z1 6=z2

|z1 − z2|
−α|w(z1)− w(z2)|;

C1
α – банахово пространство функций w(z) ∈ Cα таких, что wz, wz̄ ∈ Cα с нормой

kwk1,α = kwkα + kwzkα + kwz̄kα.

Класс непрерывно дифференцируемых во всей плоскости функций обозначим че-
рез C1.

Говорят, что непрерывная на всей плоскости функция f (z) слабо осциллирует-
ся в бесконечности, если выполняется условие

lim
z→∞

max
|ζ−z|≤1

|f (z)− f (ζ)| = 0. (2)

Приведем ряд утверждений, установленных в работах [5,6] (см. также моногра-
фию [8, cс. 34, 73]).

Теорема 1. Пусть коэффициенты уравнения (1) принадлежат простран-

ству Cα и удовлетворяют условию (2). Для того чтобы оператор L : C1
α → Cα

был нётеровым, необходимо и достаточно, чтобы выполнялось условие

ε0 = lim
z→∞

(|b (z)| − |a (z)|) > 0.

Теорема 2. Пусть выполнены условия теоремы 1 и 0 < ε < 2ε0. Если

функция w(z) является решением уравнения (1) и удовлетворяет условию ро-

ста |w(z)| ≤ Keε|z| , то она убывает на бесконечности как e−ε|z| .

Теорема 3. Пусть выполнены условия теоремы 1. Тогда индекс оператора

L : C1
α → Cα равен индексу Коши функции b(z) на бесконечности.

Построение решений

Рассмотрим уравнение

Lmw ≡ wz + ε (z) eimϕw = 0, (3)

здесь m ∈ Z – множество целых чисел, z = reiϕ и ε (z) =

�

|z| , при |z| ≤ 1,
1, при |z| > 1.

Коэффициент ε (z) eimϕ этого уравнения принадлежит пространству Cα и удо-
влетворяет условию (2) (см. [9]), при этом ε0 = 1 . Поэтому в силу теоремы 1
оператор Lm : C1

α → Cα будет нётеровым, причем индекс этого оператора будет
равен индексу Коши коэффициента ε (z) eimϕ на бесконечности, т. е.

indLm = m. (4)

Из работы [6] следует следующее утверждение.
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1) При m ≤ 0 уравнение (3) не имеет ненулевых решений, удовлетворяющих
условию

|w (z)| ≤ Ke2|z|,

здесь постоянная K, вообще говоря, зависит от w (z) . В частности, уравнение (3)
для указанных значений m не имеет ненулевых ограниченных на всей плоскости
или растущих на бесконечности не быстрее многочлена решений.

2) Из формулы (4) и предыдущего утверждения следует, что

dimKer Lm =

�

m при m > 0,
0 при m ≤ 0.

Из теоремы 2 получаем следующее утверждение.
3) При m > 0 каждое решение уравнения (3) из пространства C1

α экспонен-
циально убывает на бесконечности, точнее, удовлетворяет условию

|w (z)| ≤ Me−2|z|,

здесь постоянная M, вообще говоря, зависит от w (z) .
Отметим следующее свойство уравнений вида (3).

4) Если w (z) – решение уравнения (3), то функция ω (z) = w(z)
z

будет решением
уравнения вида (3) с показателем m − 2, а функция zw (z) – соответствующего
уравнения с показателем m+ 2.

В настоящий работе будет предложен метод построения регулярных во всей
плоскости решений, т. е. принадлежащих классу C1 , в частности, ограниченных
во всей плоскости решений уравнения (3). В полярных координатах уравнение (3)
имеет вид:

wr +
i

r
wϕ + 2ε (r) ei(m−1)ϕw = 0.

Разыскивая регулярные решения в виде ряда

w =

∞
X

n=−∞

wn (r) e
inϕ

с условиями wn (0) = 0 ∀n 6= 0, имеем

∞
X

n=−∞

h�

w′
n −

n

r
wn

�

einϕ + 2ε (r)wne
i(m−1−n)ϕ

i

= 0.

Заменяя в ряде
P∞

n=−∞ wne
i(m−1−n)ϕ индекс n на m− 1− n , для коэффициентов

wn (r) получим уравнение вида

w′
n −

n

r
wn + 2ε (r)wm−1−n = 0, n ∈ Z. (5)

В начале рассмотрим случай, когда m четное. Тогда n 6= m−1−n для всех n ∈ Z

и в уравнение (5) входят две неизвестные функции wn(r) и ωn (r) = wm−1−n (r) .
Так как при изменении n от m

2 до +∞ выражение m− 1− n меняется от m
2 − 1

до −∞ , то достаточно считать, что n ≥ m
2 . Поэтому из (5) можно получить си-

стему дифференциальных уравнений первого порядка

�

w′
n = n

r
wn − 2εωn,

ω′
n = −2εwn + m−1−n

r
ωn,

n ≥
m

2
. (6)
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Стандартным образом из системы (6) переходим к дифференциальному урав-
нению второго порядка:

w′′
n −

�

m− 1

r
+

ε′

ε

�

w′
n +

�

n(m− n)

r2
+

ε′n

εr
− 4ε2

�

wn = 0. (7)

Решения wn (r) уравнения (7) определим для индексов n ≥ m
2 , а остальные

wm−1−n (r) находим из уравнения (5) по формуле

wm−1−n (r) =
1

2ε (r)

h

−w′
n (r) +

n

r
wn (r)

i

. (8)

Пусть 0 ≤ r ≤ 1. Тогда уравнение (7) примет вид

w′′
n −

m

r
w′

n +

�

n (1 +m− n)

r2
− 4r2

�

wn = 0.

Это уравнение подстановкой wn (r) = r
m+1

2 un

(

r2
�

приводится к следующему
уравнению:

(

r2
�2
u′′
n

(

r2
�

+ r2u′
n

(

r2
�

−

 

�

n

2
−

m+ 1

4

�2

+
(

r2
�2

!

un

(

r2
�

= 0.

Находя общее решение этого уравнения (см. [10, с. 688]), определяем wn (r) :

wn (r) = r
m+1

2

�

AnIn

2
−m+1

4

(

r2
�

+BnKn

2
−m+1

4

(

r2
�

�

, n ≥
m

2
, (9)

An , Bn – произвольные комплексные постоянные, Iν , Kν – функции Бесселя мни-
мого аргумента.

Используя свойства бесселевых функций (см. [11, с. 93 – 95]), неизвестные
wm−1−n находим по формуле (8):

wm−1−n (r) = r
m+1

2

�

−AnIn

2
−m−3

4

(

r2
�

+BnKn

2
−m−3

4

(

r2
�

�

, n ≥
m

2
. (10)

Порядок полюса r = 0 функции r
m+1

2 Kn

2
−m−3

4

(

r2
�

равен n −m + 1. Поэтому

для n ≥ m нужно взятьBn = 0 , и тогда

wn (r) = Anr
m+1

2 In

2
−m+1

4

(

r2
�

,

wm−1−n (r) = −Anr
m+1

2 In

2
−m−3

4

(

r2
�

∀n ≥ m.
(11)

Таким образом, при 0 ≤ r ≤ 1 мы нашли все wn (r) , и они в зависимости от
значений n определяются формулами (9)–(11).

Пусть теперь r ∈ (1;∞) . Тогда уравнение (5) примет вид

w′′
n −

m− 1

r
w′

n +

�

n(m− n)

r2
− 4

�

wn = 0.

Это уравнение подстановкой wn (r) = r
m

2 un (2r) приводится к уравнению

(2r)2u′′
n (2r) + 2ru′

n (2r)−

�

�

n−
m

2

�2

+ (2r)2
�

un (2r) = 0. (12)
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Находя общее решение этого уравнения (см. [10, с. 688]), для wn (r) получим
формулу

wn (r) = r
m

2

(

CnIn−m

2
(2r) +DnKn−m

2
(2r)

�

, n ≥
m

2
, (13)

Cn , Dn – произвольные комплексные постоянные.
Воспользуясь свойствами бесселевых функций, и с учетом того, что ε (r) = 1 ,

неизвестные wm−1−n (r) определяем по формуле (8):

wm−1−n (r) = r
m

2

�

−CnIn−m−2

2

(2r) +DnKn−m−2

2

(2r)
�

, n ≥
m

2
. (14)

Таким образом, мы нашли регулярные решения уравнения (5) на промежут-
ках [0, 1] и [1, +∞) . Для получения регулярных решений на полуоси [0, +∞) ,
необходимо потребовать выполнения условий

wn (1− 0) = wn (1 + 0) , wm−1−n (1− 0) = wm−1−n (1 + 0) , n ≥
m

2
.

Эти условия, с учетом формул (9)–(14) для wn (r) и wm−1−n (r) , примут вид

AnIn

2
−m+1

4

(1) +BnKn

2
−m+1

4

(1) = CnIn−m

2
(2) +DnKn−m

2
(2) , n ≥

m

2
, (15)

AnIn

2
−m−3

4

(1)−BnKn

2
−m−3

4

(1) = CnIn−m−2

2

(2)−DnKn−m−2

2

(2) , n ≥
m

2
, (16)

Anr
m+1

2 In

2
−m+1

4

(1) = CnIn−m

2
(2) +DnKn−m

2
(2) , n ≥ m, (17)

Anr
m+1

2 In

2
−m−3

4

(1) = CnIn−m−2

2

(2)−DnKn−m−2

2

(2) , n ≥ m. (18)

Задаем An произвольно для n ≥ m
2 , а Bn – для m

2 ≤ n < m. Тогда из (15), (16)
однозначно определяем Cn и Dn через An и Bn для m

2 ≤ n < m, а из (17), (18) –
через An для n ≥ m. Можно поступить и по-другому, что мы будем делать при
построении ограниченных во всей плоскости решений.

Таким образом, мы установили следующую теорему.

Теорема 4. Пусть m четное. Тогда регулярные решения уравнения (3) опре-

деляются формулой

w (z) =

�

wr≤1 при r ≤ 1,
wr>1 при r > 1,

(19)

где

wr≤1 = r
m+1

2

 

 

∞
X

n=m

2

�

AnIn

2
−m+1

4

(

r2
�

einϕ−AnIn

2
−m−3

4

(

r2
�

ei(m−1−n)ϕ
�

+

+

m−1
X

n=m

2

�

BnKn

2
−m+1

4

(

r2
�

einϕ +BnKn

2
−m−3

4

(

r2
�

ei(m−1−n)ϕ
�

 

 , (20)

wr>1 = r
m

2

 

 

∞
X

n=m

2

(

CnIn−m

2
(2r) +DnKn−m

2
(2r)

�

einϕ −

−
�

CnIn−m−2

2

(2r)−DnKn−m−2

2

(2r)
�

ei(m−1−n)ϕ

#

. (21)



302 С. БАЙЗАЕВ, Р.Н. БАРОТОВ

Теперь определим ограниченные во всей плоскости решения. На основе поведе-
ния бесселевых функций Iν (2r) и Kν (2r) при r → ∞ заключаем, что нужно поло-
жить Cn = 0, n ≥ m

2 Тогда из (17), (18) следует, что An = Dn = 0, n ≥ m
2 . Поэто-

му в первой сумме (20) и в (21) останутся слагаемые с номерами n ∈
�

m
2 ,m− 1

�

.
Задавая Dn произвольными для таких n , из (15), (16) можно однозначно выра-
зить An и Bn через Dn.

Справедлива следующая

Теорема 5. Пусть m четное. Тогда ограниченные во всей плоскости решения

уравнения (3) определяются формулой вида (19), в которой

wr≤1 = r
m+1

2

 

 

m−1
X

n=m

2

�

AnIn

2
−m+1

4

(

r2
�

einϕ−AnIn

2
−m−3

4

(

r2
�

ei(m−1−n)ϕ
�

+

+

m−1
X

n=m

2

�

BnKn

2
−m+1

4

(

r2
�

einϕ +BnKn

2
−m−3

4

(

r2
�

ei(m−1−n)ϕ
�

 

 , (22)

wr>1 = r
m

2

 

 

m−1
X

n=m

2

DnKn−m

2
(2r) einϕ +DnKn−m−2

2

(2r) e
i(m−1−n)ϕ

 

 , (23)

причем, как было указано выше, произвольными являются Dn , n ∈ [m2 ,m − 1] ,
а An и Bn однозначно выражаются через эти постоянные.

Следовательно, размерность множества ограниченных во всей плоскости ре-
шений как линейное пространство над полем вещественных чисел равна m . Это
согласуется с утверждением 2).

Теперь рассмотрим случай, когда m нечетное. Тогда n = m − 1 − n при n =
m−1
2 = s и уравнение (5) при таком значении n примет вид

w′
s −

s

r
ws + 2ε (r)ws = 0.

Введя обозначение ws = u + iv , где u, v – вещественные функции переменной r,

имеем
u′ + iv′ −

s

r
(u+ iv) + 2ε (r) (u− iv) = 0,

или, отделяя вещественные и мнимые части, получим уравнения

u′ −
hs

r
− 2 ε (r)

i

u = 0, v′ −
hs

r
+ 2ε (r)

i

v = 0.

Отсюда
u = Asr

se−2γ(r), v = Bsr
se

2γ(r)
,

где As, Bs ∈ R и γ (r) =
R r

0
ε (t) dt . Поэтому

ws = rs
h

Ase
−2γ(r) + iBse

2γ(r)
i

.

Ограниченные при r → ∞ решения имеют вид ws = Asr
se−2γ(r).

Далее будем считать, что n > s = m−1
2 , и повторяем схему, изложенную для

случая четного m. В результате все формулы (9) –(23) будут справедливы с неболь-
шими изменениями: ограничения вида n ≥ m сохраняются, а ограничения вида
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n ≥ m
2 заменяются на n > m−1

2 , в формулах (20), (21) добавляется слагаемое

wse
isϕ , а в формулах (22), (23) – слагаемое Asr

se−2γ(r)eisϕ.

В формулах для ограниченных во всей плоскости решений произвольными
являются вещественная постоянная As и комплексные постоянные Dn , n ∈
(

m−1
2 ,m− 1

�

, а An и Bn однозначно выражаются через эти постоянные. Сле-
довательно, размерность множества ограниченных во всей плоскости решений как
линейное пространство над полем вещественных чисел равна 1+ 2 · m−1

2 = m. Это
согласуется с утверждением 2).
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Abstract

This article explores the generalized Cauchy–Riemann system on the entire complex plane.
The coefficient for the conjugation of the desired function belongs to the Hölder space and,
for |z| > 1 , equals e

imϕ , where m is an integer. For m ≤ 0 , the system was shown to have
no nonzero solutions that grow no faster than a polynomial. For m ≥ 0 , the complete set of
regular solutions, i.e., those without singularities in the finite part of the plane, was constructed.
The obtained solutions were expressed as series of Bessel functions of an imaginary argument.
From the resulting set, the solutions bounded on the entire plane were distinguished, and the
dimension of the real linear space of these solutions, which equals m , was determined.

Keywords: generalized Cauchy–Riemann system, Hölder spaces, bounded coefficients,
bounded solutions
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