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Аннотация

Исследована разрешимость задачи R -линейного сопряжения (задачи Маркушевича)
на единичной окружности. Эта задача эквивалентна векторно-матричной краевой зада-
че Римана. Ее коэффициент в параболическом случае вырождается (является треуголь-
ной матрицей-функцией). В этом случае дано полное описание факторизации матричного
коэффициента и вычислены частные индексы этой факторизации. Основной метод иссле-
дования развит в серии статей авторов и основан на алгоритме Г.Н. Чеботарева. Построен-
ная факторизация позволяет представить картину разрешимости задачи R -линейного
сопряжения на единичной окружности в параболическом случае.
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Введение

Пусть Γ – простая замкнутая гладкая кривая, которая делит расширенную ком-

плексную плоскость C на две области D+∋ {0} и D− ∋ {∞} . Задача R-линейного

сопряжения (или R-линейная краевая задача, или задача Маркушевича) заклю-

чается в нахождении двух функций ϕ+(z), ϕ−(z) , аналитических в D+ , D− соот-

ветственно, удовлетворяющих следующему краевому условию

ϕ+(t) = a(t)ϕ−(t) + b(t)ϕ−(t) + f(t), t ∈ Γ. (1)

Иное название этой задачи связано со статьей А.И. Маркушевича [1], в которой

изучен вырожденный случай задачи (1)

ϕ+(t) = ϕ−(t), t ∈ T = {t ∈ C : |t| = 1}.

Задача R-линейного сопряжения имеет долгую историю. Это связано в основ-

ном с ее многочисленными приложениями (см. исторический обзор [2]). В частно-

сти, эта задача описывает потенциальный тепловой поток в 2D -композиционных

материалах (см., например, [2–4]), а также применяется для изучения задач теории

оболочек (см., например, [5]).

Если b(t) ≡ 0 , то задача (1) совпадает с известной краевой задачей Римана

(см. [6]), разрешимость которой полностью определяется индексом Коши первого
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коэффициента, т. е. IndΓ a(t) . Если a(t) 6= 0 , то задача (1) нормально разрешима.

Л.Г. Михайлов [7] выделил три случая разрешимости задачи (1): 1) |a(t)| > |b(t)|;
2) |a(t)| ≡ |b(t)|; 3) |a(t)| < |b(t)|, названные им эллиптическим, параболическим

и гиперболическим случаями соответственно. Первое точное решение задачи (1) в

эллиптическом случае было получено Б. Боярским [8] при достаточно строгих огра-

ничениях и с использованием специфического искусственного метода. Приближен-

ный метод решения применен в [9] (в частности, при некоторых ограничениях на

коэффициенты, соответствующих параболическому случаю). Задача R-линейного

сопряжения (1) исследовалась многими авторами (см. краткое описание резуль-

татов в [10, §20], а также [2, 4].) В частности, в [11] доказано, что задача (1) на

единичной окружности (т. е. с L = T) эквивалентна векторно-матричной задаче

C-линейного сопряжения

Φ+(t) = G(t)Φ−(t) + g(t), t ∈ T, (2)

где

G(t) =

 
1

a(t)
0

0 1

a(t)

!� |a(t)|2 − |b(t)|2 b(t)

−b(t) 1

�
, (3)
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1

a(t)

�
a(t)f(t)− b(t)f(t)

−f(t)

�
,

и неизвестные аналитические векторы связаны c ϕ+, ϕ− соотношениями
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Следовательно, в этом случае решение задачи R-линейного сопряжения (1) эк-

вивалентно сводится к факторизации матричного коэффициента G(t) векторно-

матричной задачи (2) (см., например, [12, 13]), последнее означает представление

матрицы G(t) в следующем виде

G(t) = G+(t)Λ(t)G−(t), (5)

где G+(t), G−(t) – невырожденные квадратные матрицы-функции, аналитически

продолжимые вместе со своими обратными [G+(t)]−1, [G−(t)]−1 в области D+ =
D = {z ∈ C : |z| < 1} , D− = C \D соответственно, и Λ(t) = diag{tæ1 , tæ2} с целыми

числами æ1,æ2 . Числа æ1,æ2 называют частными индексами факторизации (5)

или частными индексами матрицы G(t) .
Задача факторизации n× n-матриц-функций заключается в нахождении мно-

жителей G+(t), G−(t) и вычислении частных индексов æ1,æ2, . . . ,æn (согласно

представлению, аналогичному (5)). Это старая задача, первоначально связанная

с решением векторно-матричных краевых задач, но теперь связанная со многими

другими математическими проблемами и имеющая множество приложений (см.

обзорную статью [14], а также статьи [15–17], в которых специальное внимание

уделено мероморфным матрицам-функциям). Предложено несколько методов кон-

структивного решения задачи факторизации, в том числе подход Г.Н. Чеботаре-

ва [18], который факторизовал треугольную матрицу-функцию второго порядка,

применив метод цепных дробей.
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В настоящей статье мы уделим внимание параболическому случаю задачи

R-линейного сопряжения на единичной окружности. Использовав обобщение ме-

тода Чеботарева, мы получим явную факторизацию коэффициента G(t) соответ-

ствующей краевой задачи Римана (2) и вычислим частные индексы. Это позволит

получить полное описание картины разрешимости задачи R-линейного сопряже-

ния (1). Обсуждена также устойчивость частных индексов рассматриваемой за-

дачи. Всюду ниже будем предполагать, что коэффициенты задачи (1) удовлетво-

ряют условию Гёльдера (см., например, [6]). Это обусловлено тем, что при решении

используются свойства сингулярного интегрального оператора, ограниченно дей-

ствующего в пространствах Гёльдера. В принципе, предлагаемый ниже алгоритм

может быть использован и в случае более общих предположений на коэффициенты

(см., например, [12]), однако это потребовало бы расширения технического аппара-

та статьи. Такой подход предполагается применить в последующих публикациях.

1. Об устойчивости краевой задачи R-линейного сопряжения

Напомним определение факторизации и частных индексов.

В классической постановке задача факторизации заключается в представлении

квадратной невырожденной матрицы-функции G ∈ G(M(Γ))n×n (вообще говоря,

непрерывной), определенной на простой замкнутой гладкой кривой Γ на комплекс-

ной плоскости C , в следующем виде

G(t) = G+(t)Λ(t)G−(t), (6)

где невырожденные матрицы G+(t), G−(t) допускают аналитическое продолжение

в D+ и D− соответственно. Здесь D+, D− – области на сфере Римана, лежа-

щие слева и справа от кривой Γ в соответствии с ориентацией, выбранной на Γ .

Λ(t) – n× n-диагональная матрица,

Λ(t) = diag

��
t− t+

t− t−

�æ1

, . . . ,

�
t− t+

t− t−

�æn
�
,

и t+ ∈ D+, t− ∈ D− – некоторые (фиксированные) точки. В частности, если Γ = R ,

то можно выбрать t+ = i, t− = −i, и если Γ – ограниченная кривая и 0 ∈ D+ , то

t− t+

t− t−
= t.

Целые числа æ1, . . . ,æn называют частными индексами, а матрицы G−(t) , G+(t) –

минус-, плюс-факторами. Факторизация типа (6) называется левосторонней или

классической левосторонней факторизацией. Если она существует, то частные ин-

дексы определяются однозначно с точностью до порядка, т. е. являются инвариан-

тами задачи факторизации. Поменяв местами G+(t) и G−(t) в (6), мы придем

к определению правой факторизации. В приведенном выше определении сиволом

M(Γ))n×n обозначен класс всех квадратных n×n-матриц-функций, определенных

на Γ , а символом G – класс обратимых матриц-функций. Для описания результа-

тов, касающихся конструктивных методов факторизации, мы отсылаем читателя

к недавним статьям [13,14, 19] и ссылкам в них.

Одним из важных вопросов, связанных с исследованием разрешимости

векторно-матричных краевых задач, является исследование устойчивости частных

индексов их матричных коэффициентов. Этот вопрос ставился и обсуждался еще в

ранних работах Б. Боярского [20], а также И.Ц. Гохбергом и М.Г. Крейном [21]. Го-

ворят (например, [22, с. 50]), что неособенная n× n-матрица-функция G(x) имеет
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устойчивое множество частных индексов, если существует такое число δ > 0 , что

любая матрица-функция F (x) из δ -окрестности G(x) (т. е. kF − Gk < δ ) имеет

такое же множество частных индексов (правых или левых), что и матрица G(x) .
Если это не так, то G(x) имеет неустойчивое множество частных индексов. В зави-

симости от устойчивости/неустойчивостимножества частных индексов матричного

коэффициента векторно-матричной задачи последняя также называется устойчи-

вой/неустойчивой соответственно. Было доказано (см. [20–22], а также [11]), что

множество частных индексов æ1, . . . ,æn устойчиво тогда и только тогда, когда

maxj æj −minj æj ≤ 1 . В неустойчивом случае небольшая деформация матрицы-

функции G(x) может привести к изменению частных индексов. В силу этого при-

менение некоторых приближенных методов решения векторно-матричных краевых

задач в неустойчивом случае не всегда приводит к правильному результату (с по-

дробным обсуждением можно познакомиться в [23]).

Обсудим ниже специфику понятия устойчивости в случае задачи R-линейного

сопряжения на единичной окружности и эквивалентной ей задачи C-линейного

сопряжения (2). Предположим для определенности, что коэффициенты a(t), b(t) и

c(t) в краевом условии (1) непрерывны по Гёльдеру на единичной окружности T и

a(t) 6= 0 на T . Матричный коэффициент задачи (3) может быть переписан в виде

G(t) = G1(t)G2(t), где

G1(t) =

�
1/a(t) 0

0 1/a(t)

�
, G2(t) =

� |a(t)|2 − |b(t)|2 b(t)

−b(t) 1

�
.

Очевидно, что det G2(t) = |a(t)|2 и, таким образом, indT det G2(t) = 0 . Следова-

тельно, частные индексы матрицы G2(t) (которые обозначены æ̃i, i = 1, 2) равны

eæi = ±κ при некотором κ ∈ N0 . Следовательно, частные индексы матрицы G(t)
равны (æ− κ,æ+ κ) при æ = indT a(t) .

Общий результат, описывающий устойчивость задачи R-линейного сопряже-

ния, представлен в следующем утверждении.1

Теорема 1 ([11, Thms. 3–5]).

• Краевая задача R-линейного сопряжения (1) является устойчивой в эллип-

тическом случае, т. е. когда |a(t)| > |b(t)| .

• Краевая задача R-линейного сопряжения (1) является устойчивой в парабо-

лическом случае, т. е. когда |a(t)| ≡ |b(t)| , при выполнении дополнительного

условия æb = indT b(t) ≥ 0 .

• Краевая задача R-линейного сопряжения (1) является устойчивой в парабо-

лическом случае, т. е. когда |a(t)| ≡ |b(t)|), при выполнении дополнительного

условия æb = indT b(t) < 0 .

2. Факторизация матричного коэффициента в параболическом случае

В этом разделе мы получим явную факторизацию матричного коэффициента

задачи (2), использовав некоторое обобщение подхода Г.Н. Чеботарева [18]. В па-

раболическом случае матрица G2(t) в коэффициенте имеет вид

G2(t) =

�
0 b(t)

−b(t) 1

�
.

1Заметим, что явная факторизация задачи R -линейного сопряжения не построена в [11]. Точ-
ная оценка так называемых дефектных чисел, т. е. чисел линейно независимых решений и условий
разрешимости (1), приведена, например, в [24].
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Удобно переписать эту матрицу в форме

G2(t) =

�
0 b(t)

−b(t) 1

�
=

�
b(t) 0

1 −b(t)

��
0 1
1 0

�
=: A(t)

�
0 1
1 0

�

и изучить в дальнейшем факторизацию матрицы A(t) , для которой частные ин-

дексы равны частным индексам матрицы G2(t) .
Обозначим через x±(z) , y±(z) канонические функции (см. [6]) следующих крае-

вых задач:
x+(t) = b(t)x−(t),

y+(t) = −b(t)y−(t).

Рассмотрим интеграл типа Коши

σ(z) =
1

2πi

Z

T

x−(t)

y+(t)

dt

t− z
.

Тогда следующая кусочно-аналитическая матрица-функция

X(z) =

�
x(z) 0

y(z)σ(z) y(z)

�

удовлетворяет краевому условию (2), т. е.

X+(t) = A(t)X−(t), t ∈ T.

Ниже представлены порядки компонент матрицы X−(z) на бесконечности:
�

æb ∞
−æb + p −æb

�
,

где p ≥ 1 – порядок σ−(z) на бесконечности. Заметим, что indT det A(t) = 0 .

Если æb ≤ −æb + p (т. е. 2æb ≤ p), то матрица X−(z) имеет нормальную

форму на бесконечности (см., например, [25]), и частные индексы матрицы A(t)
равны (æb,−æb) .

Утверждение 1. Если æb ≤ 0 , то частные индексы матрицы A(t) равны (æb,−æb) .

Доказательство. Действительно, если æb ≤ 0 , то æb ≤ −æb + p .

Из теоремы 1 следует, что в случае æb < 0 задача (1) неустойчива, но в случае

æb = 0 она устойчива.

В случае æb > 0 представим отношение 1
σ−(z) в виде непрерывной дроби в

окрестности бесконечно удаленной точки

1

σ−(z)
= Q0(z) +

1

Q1(z) +
1

Q2(t)+
1

. ..

. (7)

Здесь Q0, Q1, Q2, . . . – полиномы, имеющие на бесконечности порядки, равные

λj , j = 0, 1, 2, . . . , с λ0 = p и λj ≥ 1, j = 1, 2, . . . . Представление (7) эквива-

лентно следующим соотношениям:

1
σ−(z) = Q0(z) +R1(z) ⇔ 1− σ−(z)Q0(z) = σ−(z)R1(z),

1
R1(z)

= Q1(z) +R2(z) ⇔ 1−R1(z)Q1(z) = R1(z)R2(z),
1

R2(z)
= Q2(z) +R3(z) ⇔ 1−R2(z)Q2(z) = R2(z)R3(z),

. . .

(8)
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Здесь Rj(z), j = 1, 2, 3, . . . , – функции, аналитические в окрестности бесконечно

удаленной точки и имеющие там порядки λj , j = 1, 2, 3, . . . , соответственно. Следо-

вательно, мы построили семейство полиномов Qj(z), j ∈ N0, и семейство функций

Rj(z), j ∈ N , аналитических в окрестности бесконечно удаленной точки.

Утверждение 2. Пусть æb = indT b(t) > 0 и (eæ1, eæ2) – частные индексы матри-

цы A(t) . Если величина æb равна одному из следующих чисел: p = λ0, p + λ1 =
λ0 + λ1, p+ λ1 + λ2 = λ0 + λ1 + λ2, . . . , то частные индексы матрицы A(t) равны

(eæ1, eæ2) = (0, 0) .

Доказательство. Пусть æb = p . Тогда порядки матрицы X−(z) на беско-

нечности имеют вид �
p ∞
0 −p

�
.

Умножим матрицу X−(z) справа на полиномиальную матрицу

T1(z) =

�
1 −Q0(z)
0 1

�

и воспользуемся первым соотношением (8). Тогда

X−
1 (z) = X−(z)T1(z) =

�
x−(z) −x−(z)Q0(z)

y−(z)σ−(z) y−(z) [1− σ−(z)Q0(z)]

�
=

=

�
x−(z) −x−(z)Q0(z)

y−(z)σ−(z) y−(z)σ−(z)R1(z)

�
.

Порядки матрицы X−
1 (z) на бесконечности таковы:

�
p 0
0 λ1

�
.

Поскольку λ1 ≥ 0 , то порядки на бесконечности обоих столбцов матрицы X−
1 (z)

равны 0. Таким образом, эта матрица имеет нормальную форму на бесконечности,

и частные индексы матрицы A(t) равны (0, 0) .
Пусть æb = p+λ1 = λ0+λ1 . Умножим матрицу X−

1 (z) справа на полиномиаль-

ную матрицу

T2(z) =

�
1 0

−Q1(z) 1

�

и используем второе соотношение (8). Получим

X−
2 (z) = X−

1 (z)T2(z) =

�
x−(z)(1 +Q0(z)Q1(z)) −x−(z)Q0(z)

y−(z)σ−(z) [1−Q1(z)R1(z)] y−(z)σ−(z)R1(z)

�
=

=

�
x−(z)(1 +Q0(z)Q1(z)) −x−(z)Q0(z)
y−(z)σ−(z)R1(z)R2(z) y−(z)σ−(z)R1(z)

�
.

Порядки матрицы X−
2 (z) на бесконечности

�
λ0 + λ1 − (λ0 + λ1) λ0 + λ1 − λ0

−λ0 − λ1 + λ0 + λ1 + λ2 −λ0 − λ1 + λ0 + λ1

�
=

�
0 λ1

λ2 0

�
.

Поскольку λj ≥ 0 , то порядки на бесконечности обоих столбцов матрицы X−
2 (z)

равны 0. Таким образом, эта матрица имеет нормальную форму на бесконечности,

и частные индексы матрицы A(t) равны (0, 0) .
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Если æb = p + λ1 + λ2 = λ0 + λ1 + λ2 , то умножим матрицу X−
2 (z) справа на

полиномиальную матрицу

T2(z) =

�
1 −Q2(z)
0 1

�

и используем третье соотношение (8). В результате получим тот же результат для

частных индексов матрицы A(t) .
И так далее.

Замечание 1. Из [11, Thm. 2] следует, что утверждение об устойчивости частных

индексов (значит, и устойчивости задачи) также имеет место для всех оставшихся

нерассмотренными значений индекса второго коэффициента æb , а именно, при

æb ∈ (p/2, p) ∪ (p, p + 1) ∪ (p + 1, p + 2), . . . . Тем не менее нам пока неизвестен

прямой способ доказательства данного утверждения, подобный приведенному в

утверждении 2. Таким образом, вопрос о прямом доказательстве утверждения об

устойчивости в указанных случаях в настоящее время является открытым.

3. Разрешимость краевой задачи R-линейного сопряжения

На основе метода, описанного выше, были вычислены частные индексы матрич-

ного коэффициента G(t) краевой задачи (2). Следовательно, можно полностью

описать картину разрешимости как задачи (2), так и исходной краевой задачи

R-линейного сопряжения. Следуя [7, 11, 12], сформулируем соответствующие ре-

зультаты в терминах так называемых дефектных чисел l и l′ (первое из них

означает количество линейно-независимых решений однородной задачи, т. е. при

c(t) ≡ 0 , над полем вещественных чисел, а второе – количество независимых веще-

ственных условий разрешимости неоднородной задачи). Как было указано в разде-

ле 1, частные индексы матрицы G(t) равны (æ + κ,æ− κ) , где æ = indTa(t) и κ –

некоторое неотрицательное целое число. Дальнейший анализ показал, что κ = 0
в устойчивом случае и κ = æb = indTb(t) в неустойчивом случае. Таким образом,

получен следующий результат (который согласуется с [12, Sec. 9.2]).

Теорема 2. (i) Пусть либо |a(t)| > |b(t)| , либо |a(t)| = |b(t)| и æb ≥ 0 . Тогда

дефектные числа краевой задачи (2) равны l = max{0, 2æ}, l′ = max{0,−2æ} .

(ii) Пусть |a(t)| = |b(t)| и æb < 0 , λ = æ + æb < 0 , µ = æ − æb > 0 . Тогда

дефектные числа краевой задачи (2) равны l = 2æ− 2æb, l′ = 2æ+ 2æb .

Замечание 2. Данное утверждение справедливо также и для краевой задачи R-

линейного сопряжения, поскольку имеется взаимно-однозначное соответствие меж-

ду решениями задач 2 и 1, а именно, соотношения (4).

Замечание 3. В неустойчивом случае краевой задачи R-линейного сопряжения

(случай (ii) теоремы 2) возникает следующий вопрос: возможно ли удовлетво-

рить условия разрешимости за счет подходящего выбора произвольных постоян-

ных, описывающих множество линейно независимых решений однородной задачи?

Общая постановка такой задачи приведена в [7], а ряд частных случаев обсужден

в [12].
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Abstract

A solution to the R -linear conjugation problem (Markushevich boundary value problem)
on the unit circle was proposed. This problem is analogous to the vector-matrix Riemann
boundary value problem with the coefficient degenerating in the parabolic case (the coefficient
is a triangular matrix function). A complete description of the factorization of the matrix
coefficient was provided. Its partial indices were calculated. The method used is based on
G.N. Chebotarev’s algorithm and has been developed in a series of author’s articles. The
resulting factorization confirms the solvability of the R -linear conjugation problem on the unit
circle in the parabolic case.
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