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Аннотация

Поставлены и решены обратные задачи определения длительности работы нагнета-
тельной скважины и теплофизических параметров пласта по результатам термометрии
на непроницаемом участке скважины. Исследованы устойчивость алгоритмов решения
задач и их чувствительность к погрешности исходных данных: замеров температуры и
задания теплофизических свойств.
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Введение

Актуальной проблемой заводнения нефтяных пластов является непроизводи-

тельная закачка, когда нагнетаемая через скважину вода проникает в нецелевые

пропластки. Это может возникать, например, при нарушении герметичности экс-

плуатационной колонны или повреждении целостности породы пласта при повы-

шенном давлении нагнетания воды. При определении интервалов гидродинамиче-

ской связи ствола нагнетательной скважины с пластом одним из надежных методов

является термометрия – измерение температуры вдоль ствола скважины в процессе

ее работы и последующей остановки, когда температура в стволе восстанавливается

до уровня пластовой [1–4].

Интерпретация набора термограмм относится к классу обратных задач [5],

поиск решения которых осложняется неопределенностью в исходных данных [6,7].

Такой неопределенностью могут обладать не только теплофизические свойства

(ТФС) пласта, но и показатели работы скважины. В настоящей работе рассмотре-

ны задачи уточнения длительности работы скважины и температуропроводности
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пласта по результатам термометрии на уровне верхнего непроницаемого интервала

скважины. Уточнённые таким образом исходные данные впоследствии повышают

корректность задачи интерпретации термограмм вдоль всего ствола скважины, со-

держащего перфорированные участки. В условиях отсутствия конвективного теп-

лообмена скважины с пластом на этом интервале распределение температуры в

породе определяется только теплопроводностью. Поэтому при интерпретации тер-

мометрии здесь упрощается постановка задачи, сокращается число ее параметров

и повышается достоверность решения соответствующей обратной задачи.

1. Прямая задача

Прямая задача моделирует процесс распространения температурного возмуще-

ния в пласте при контакте с непроницаемой стенкой вертикальной нагнетатель-

ной скважины и последующее восстановление температуры в стволе скважины до

пластовой после ее остановки. В предположении достаточной удалённости данно-

го интервала скважины от участков ее гидродинамической связи с пластом по-

лагаем, что процесс теплопередачи происходит лишь за счёт теплопроводности,

а вертикальный градиент температуры пренебрежимо мал, что позволяет перей-

ти к одномерной радиальной постановке в горизонтальной плоскости без учета

вертикального теплообмена.

На основе решения задачи необходимо получить зависимость от времени тем-

пературы в скважине после ее остановки – кривую восстановления температуры.

Уравнение теплопроводности в рассматриваемой горизонтальной плоскости в

однородном пласте в предположении осевой симметрии процесса имеет вид [2, 8]

csρs
∂T

∂t
=

λs

r

∂

∂r

(
r
∂T

∂r

)
, r > rw, (1)

где r – расстояние от оси скважины до точки в пласте (м); t – время (с); T – темпе-

ратура пласта, средняя по высоте моделируемого слоя (К); c – удельная теплоем-

кость (Дж/(кг ·К)); ρ – плотность (кг/м3 ); λ – теплопроводность (Вт/(м ·К));

rw – внешний радиус стенки скважины (м); индекс s означает принадлежность

параметра к объёму пласта.

В начальный момент времени (t = 0) на удалении от скважины температура в

пласте совпадает с начальной TG .

Уравнение (1) справедливо на двух интервалах времени: в период работы сква-

жины 0 < t < t0 , когда через ее ствол проходит вода постоянной температуры Tw ,

и в период простоя скважины t0 < t < t1 , когда температура воды в скважине

постепенно восстанавливается до пластовой TG .

Для решения задачи в период 0 < t < t0 работы скважины примем условия:

t = 0 : T = TG,

r = rw : T = Tw,

r → ∞ : T = TG.

(2)

В период t0 < t < t1 бездействия скважины используем иные условия:

t = t0 : T (r) = T0 (r) ,

r = rw :
∂T

∂t
=

βa

rw

∂T

∂r
, a =

λs

csρs
, β = 2

csρs
cwρw

,

r → ∞ : T = TG.

(3)
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Здесь нижним индексом w обозначены теплофизические свойства жидкости в

скважине. Второе граничное условие в (3) получено из баланса теплового пото-

ка через стенку скважины и скорости изменения средней в стволе температуры

воды. С помощью характерных масштабов времени, координаты и разницы темпе-

ратур

t0, R =

√
t0

λs

csρs
=

√
t0η, ∆T = Tw − TG

введем безразмерные переменные

r̄ =
r

R
, r̄w =

rw
R

, t̄ =
t

t0
, θ =

T − TG

∆T
, θ0 =

T0 − TG

∆T
. (4)

При типичных значениях

t0 ∼ 1 мес., λs ∼ 1 Вт/(м · К) , cs ∼ 103 Дж/(кг · К) , ρs ∼ 103 кг/м3, rw ≈ 0.1 м

характерный радиус температурного возмущения имеет порядок R ∼ 1м и безраз-

мерный радиус скважины r̄w ≈ 0.1 .

Опустив в дальнейшем черту в обозначении безразмерных переменных (4),

уравнение (1) и условия (2), (3) перепишем в виде

∂θ

∂t
=

∂2θ

∂r2
+

1

r

∂θ

∂r
, r > rw, (5)

t = 0 : θ (r) = 0; r = rw : θ = 1; r → ∞ : θ = 0, (6)

t = t0 : θ (r) = θ0 (r; t0) ; r = rw :
∂θ

∂t
=

β

rw

∂θ

∂r
; r → ∞ : θ = 0. (7)

Решение задачи (5), (6) имеет вид [8, 9]

θ (t, r) =
Ei

(
−r2/4t

)

Ei (−r2w/4t )

и определяет запись начального условия в (7):

θ0 (r; t0) =
Ei

(
−r2/4t0

)

Ei (−r2w/4t0 )
. (8)

Распределение температуры в пласте (8) при разной длительности t0 работы

скважины показано на рис. 1 a).

а) б)

Рис. 1. а) Профиль температуры в пласте и б) восстановление температуры в скважине
в период ее простоя при t0 = 0.1; 1; 10

Задачу (5), (7) решали численно. Из ее решения, которое обозначим Θ(r, t; t0) ,
определяется динамика восстановления температуры в период простоя скважины

Θw (t; t0) = Θ (rw , t; t0) (рис. 1 б)).
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2. Обратная задача

2.1. Постановка обратной задачи. На практике после остановки скважи-

ны, то есть при t0 < t < t1 , производят замеры температуры Θwj в ее стволе

в моменты времени tj . Для уточнения длительности t0 работы скважины может

быть поставлена обратная задача – отыскание значения ta0 , доставляющего мини-

мум функции невязки между расчётными значениями температуры в скважине

Θw (tj ; t0) и ее замерами [10]:

Ω (ta0) = min
0<t0<tmax

0

Ω (t0) , (9)

Ω (t0) =
1

2N

N∑

j=1

(Θw (tj ; t0)−Θwj)
2
, (10)

где tmax
0 – допустимый верхний предел искомого параметра t0 ; N – число замеров

температуры.

Заметим, что величина ta0 является лишь приближением к точному значению t0
в силу упрощений при записи математической постановки прямой задачи, а также

погрешностей в исходных теплофизических параметрах системы и замерах темпе-

ратуры. Поэтому для поиска ta0 применим метод подбора приближённого квазире-

шения (9) [5].

Для применения градиентных методов минимизации (9) определим производ-

ную функции (10) по параметру t0 :

Ω′ (t0) =
∂Ω

∂t0
=

1

N

N∑

j=1

[(Θw (tj ; t0)−Θwj)Θ
′ (tj ; t0)], (11)

а также введем обозначение

Θ′ (tj ; t0) =
∂Θw (tj; t0)

∂t0
. (12)

Для вычисления функции (12) необходимо продифференцировать задачу (5), (7)

по параметру t0 :
∂Θ′

∂τ
=

1

r

∂

∂r

(
r
∂Θ′

∂r

)
, τ > 0, r > rw, (13)

τ = 0 : Θ′ = θ′0 (r; t0) , θ′0 (r; t0) =
∂θ0 (r; t0)

∂t0
, (14)

r = rw :
∂Θ′

∂τ
=

β

rw

∂Θ′

∂r
; r → ∞ : Θ′ = 0. (15)

Здесь введено обозначение локального времени, отсчитываемого с момента оста-

новки скважины: τ = t− t0, t0 < t < t1 .

Задача (13)–(15) аналогична задаче (5), (7) и решалась численно.

2.2. Метод решения обратной задачи. В качестве метода первого поряд-

ка для решения задачи (9) был использован метод Нестерова [11]. Этот алгоритм

обеспечивает сходимость O
(
1/k2

)
, неулучшаемую для выпуклых непрерывно-

дифференцируемых функций для любых итеративных методов [12, 13]. Метод на

каждой итерации реализует комбинацию градиентного спуска и ¾инерционного¿

шага:

tk+1
0 = tk0 − λ

(
tk−1
0 − tk0

)
− αΩ′ (tk0 − λ

(
tk−1
0 − tk0

))
, α > 0, λ ∈ [0, 1] , (16)
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где tk0 – приближенное решение на шаге k ; α – длина шага градиентного спуска;

λ – длина инерционного шага.

Подбор коэффициентов α и λ , приводящих к максимальному сокращению чис-

ла итераций метода, является отдельной задачей и зависит от поведения миними-

зируемой функции. Оценочные расчеты показали, что эффективность метода су-

щественно зависит от выбора α , оптимальное значение которого лежит в широком

диапазоне и зависит от начального приближения. Таким образом, даже для дан-

ной конкретной задачи выбор единого коэффициента α затруднен. Для устранения

указанной проблемы был реализован алгоритм автоматического масштабирования

величины α при выходе приближённого решения за границы интервала поиска или

при смене направления итерационного шага с одновременным его увеличением. Это

исключает необходимость заранее определять оптимальный коэффициент α , и за-

дача настройки алгоритма сводится к определению лишь одного параметра λ .

В модельных расчетах в качестве замеров температуры Θwj задавали значе-

ния Θw (tj) , вычисленные для заранее заданной величины te0 на логарифмической

сетке моментов времени tj , N = 10 (рис. 1 б)). Расчеты показали, что коэффи-

циент λ следует задавать вблизи значения 0.1, что на 5 – 10 % сокращает число

итераций по сравнению с методом градиентного спуска (без инерции). Кроме того,

установлено, что применение метода первого порядка (16) для решения задачи (9)

сокращает число итераций в среднем в 3 раза по сравнению с методом золото-

го сечения, выбранного среди одномерных методов минимизации, работающих по

принципу последовательного сокращения интервала, как наиболее эффективно-

го, применимого для непрерывных унимодальных функций с независимыми от их

свойств сходимостью и эффективностью [14]. В силу равноценности алгоритмов

решения задач (5), (7) и (13)–(15) машинное время, затрачиваемое на итерацию

методов нулевого и первого порядков, эквивалентно.

3. Результаты

В реальных условиях измерение температуры в скважине сопровождается на-

личием инструментальной погрешности или воздействием внешних факторов, вно-

сящих искажения в полученные данные [15,16]. В свою очередь, неточность замеров

будет оказывать влияние на достоверность полученного решения обратной задачи.

В качестве имитации искажения замеров температуры произведено ¾зашумле-

ние¿ [6] в моменты времени tj ¾точного¿ решения Θw задачи (5), (7) при заданном

te0 = 1 :

Θwj = Θw (tj ; t
e
0) + ξj , j = 1, N.

Предполагали, что ξ1, ξ2, . . . , ξN – независимые нормально распределённые слу-

чайные величины, ξi ∼ N
(
0, σ2

)
, причем σ ∈ [0, 1] , то есть не превосходит общий

перепад температуры.

На рис. 2 а) показано поведение точного решения Θw (t) и замеров Θwj с уров-

нем шума 2σ = 0.01 и 2σ = 0.1 . Влияние уровня шума на минимизируемую функ-

цию (10) представлено на рис. 2 б): погрешность замеров температуры приводит к

искажению точки минимума ta0 функции Ω по сравнению с точным значением te0 .

При этом можно отметить, что наличие шума в замерах не изменяет поведение

функции Ω , поэтому алгоритм оптимизации не требует повторного подбора пара-

метров. Для статистического исследования поведения решения в условиях иска-

женных данных при каждом уровне шума 2σ выполнялось по 1000 реализаций

набора величин ξj , j = 1, N, и оценивалась погрешность получаемого решения
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для каждой реализации:

ε =
ta0 − te0

te0
. (17)

Очевидно, что ε – случайная величина. Ее распределение может быть описано

нормальным законом N
(
µ, s2

)
согласно критерию Лиллиефорса [17]. Для неизвест-

ных параметров µ, s2 на уровне значимости 0.05 получены оценки [7] (рис. 3 a)).

Заметим, что увеличение уровня шума замеров 2σ на 1 % приводит в среднем

к росту стандартного отклонения погрешности решения на 2 %, то есть s ≈ 4σ .

Погрешность измерений в некоторой степени можно компенсировать увеличением

числа замеров (рис. 3 б)). Проведенные исследования решения задачи в широком

диапазоне уровня шума показали, что основное снижение ε достигается уже для

10 замеров температуры.
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Рис. 2. Влияние шума замеров температуры с уровнем 2σ = 0.01 (•) и 2σ = 0.1 (�) на:
а) кривую восстановления температуры и б) минимизируемый функционал Ω (t0)

а) б)

Рис. 3. Доверительные интервалы параметров µ (пунктирная линия) и s (сплошная ли-
ния) распределения ε в зависимости от: а) уровня шума при N = 10 и б) числа замеров
при 2σ = 0.01

Рассмотрим теперь влияние на точность решения задачи (9) погрешности за-

дания ТФС, которая может быть связана с точностью как измерительного обору-

дования, так и используемой методики расчета ТФС [15,18]. Согласно постановке

задачи (5)–(7) и нормировке (4) исходными теплофизическими параметрами зада-

чи являются коэффициент температуропроводности η , определяющий линейный

масштаб задачи R и, следовательно, границы расчётной области, и коэффициент

теплопередачи β , входящий в граничное условие (7).

Введем коэффициенты искажения Cη, Cβ > 0 указанных параметров следую-

щим образом:

η̃ = Cηη, β̃ = Cββ,

где η, β и η̃, β̃ – точные и искаженные значения соответственно. Варьируя по от-

дельности коэффициенты Cη, Cβ в отсутствии зашумления замеров температуры,

мы выполнили серию решений обратной задачи (9) с определением приближенного
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значения ta0 . Величина ε , вычисленная по формуле (17), показывает чувствитель-

ность задачи определения длительности работы нагнетательной скважины к неточ-

ности задания ТФС (рис. 4). Видно, что задача малочувствительна к изменению

теплопередачи через стенку скважины и, наоборот, при двухкратном искажении

температуропроводности искомая величина длительности работы скважины будет

отклоняться от истинного значения на 20 – 30 %.

На практике надежное определение длительности работы скважины t0 может

быть реализовано с привлечением дополнительной информации об истории ее ра-

боты, тогда как ТФС пласта, как правило, являются слабоизученными и могут

варьироваться в широких диапазонах. Поэтому в условиях известного значения t0
и заданных результатов термометрии Θwj можно решить аналогичную (9), (10) об-

ратную задачу – по определению ТФС, в первую очередь, температуропроводности

пласта. Параметр η , уточненный таким образом, может использоваться для повы-

шения точности решения основной задачи термометрии – локализации и оценки

интенсивности участков поглощения пластом нагнетаемой воды. На рис. 5 по-

казана зависимость относительной погрешности ǫη определения величины η от

искажения замеров температуры при N = 10 .

Рис. 4. Чувствительность задачи определения длительности работы скважины к искаже-
нию значений коэффициентов температуропроводности (сплошная линия) и теплообмена
(пунктирная линия)

Рис. 5. Стандартное (сплошная линия) и среднее (пунктирная линия) отклонения вели-
чины ǫη в зависимости от уровня шума замеров температуры

Заключение

Представлены обратные задачи интерпретации термометрии нагнетательной

скважины на изолированном участке ствола для определения длительности ее

работы и уточнения теплофизических параметров пласта.

Прямая задача теплопроводности сведена к одномерной осесимметричной по-

становке в слое в пренебрежении вертикальным теплообменом с прилегающими

слоями пласта.
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Для решения обратной задачи определения длительности работы скважины

получена постановка прямой задачи относительно производной поля температу-

ры, что позволяет применять градиентные методы минимизации. В качестве та-

кого метода реализован метод Нестерова. Разработан алгоритм автоматического

масштабирования одного из двух параметров метода (длины шага) и найдено оп-

тимальное значение второго параметра (инерционного шага), повышающее эффек-

тивность метода на 10 – 15 % при решении рассматриваемой задачи.

Показана устойчивость алгоритма к возмущению исходных данных по замерам

температуры и теплофизическим свойствам. Оценки чувствительности показали,

что погрешность измерений температуры на уровне 1 % приводит к стандартно-

му отклонению решения порядка 2 % от истинного значения. Тот же уровень по-

грешности достигается при завышении или занижении температуропроводности

примерно на 15 %. Чувствительность решения к погрешности в коэффициенте

теплообмена между пластом и скважиной вблизи характерных величин незна-

чительна – при двухкратном его искажении ошибка определения длительности

работы скважины не превосходит 1.5 %. Для снижения погрешности интерпре-

тации термометрии до уровня 1 % достаточно выполнять замеры температуры

с погрешностью, не превосходящей 0.25 % при точно заданных теплофизических

свойствах пласта, либо при точном измерении температуры задавать температу-

ропроводность горной породы с погрешностью менее 3 %, что в реальных условиях

практически нереализуемо.

Показано, что увеличение числа замеров температуры снижает чувствитель-

ность к погрешности ее измерения, при этом основной эффект достигается при 10

замерах, и дальнейшее увеличение их числа нецелесообразно.

Выполнено исследование устойчивости алгоритма и чувствительности решения

обратной задачи определения температуропроводности пласта при заданной дли-

тельности работы скважины относительно погрешности измерений температуры.

Показано, что погрешность измерений температуры на уровне 1 % приводит к стан-

дартному отклонению решения порядка 6 % от истинного значения.
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Abstract

This study considers the inverse problems inherent in interpreting temperature logging
data from an isolated segment of the injection well in order to ascertain its operating period
and the thermophysical properties of the oil reservoir.

The forward problem of thermal conductivity was reduced to a one-dimensional
axisymmetric formulation within the oil reservoir layer, disregarding the vertical thermal
exchange with neighboring layers.

The inverse problem of determining the well operating period was solved by reformulating
the forward problem with regard to the temperature field derivative, which enabled the use
of first-order optimization methods. Thus, Nesterov’s method was applied. An algorithm to
automatically scale one of the method’s parameters (step length) was developed, and the
optimal value of the second parameter (inertial step) was calculated. This increased the
efficiency of the method by 10 – 15 % in solving the problem under consideration.

The algorithm’s stability against perturbations in the initial data on temperature and
thermophysical properties was demonstrated. The sensitivity analysis revealed that a 1%
error in the temperature measurements results in a standard deviation of the solution, which is
about 2% from the true value of the well operating period. A similar level of error was seen when
the thermal diffusivity was over- or underestimated by approximately 15 %. The solution was
little sensitive to variations in the heat transfer coefficient between the oil reservoir and the well
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at characteristic magnitudes; even with a twofold distortion, the error in the determination
of the well operating period did not exceed 1.5 %. To mitigate the error in thermometry
interpretation to 1%, temperature measurements must have an error margin of no more
than 0.25 %, alongside precisely specified thermophysical properties of the oil reservoir, or,
alternatively, when temperature is measured accurately, the rock thermal diffusivity must be
set within an error margin of less than 3 %, but it is nearly impossible under real conditions.

Increasing the number of temperature measurements diminishes the sensitivity to
measurement errors, with the optimal efficacy achieved at 10 measurements, rendering further
increments impractical.

Therefore, the algorithm’s stability and the solution’s sensitivity of the inverse problem of
determining the reservoir thermal diffusivity for a given operating period of the well relative to
temperature measurement errors were found. The results show that a 1% error in temperature
measurements leads to a standard deviation of about 6% from the true value.

Keywords: oil reservoir, temperature logging, measurement error, geological uncertainty,
inverse problem, numerical modeling
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Figure Captions

Fig. 1. a) Temperature profile of the oil reservoir and b) temperature recovery during the
well downtime at t0 = 0.1; 1; 10 .

Fig. 2. Influence of the temperature measurement noise with levels 2σ = 0.01 (•) and
2σ = 0.1 (�) on: a) the temperature recovery curve and b) the minimized functional Ω(t0) .

Fig. 3. Confidence intervals for the parameters µ (dashed line) and s (solid line) of the
distribution ε depending on: a) noise level at N = 10 and b) the number of measurements at
2σ = 0.01 .

Fig. 4. Sensitivity of the problem of determining the operating period of the well to
distortions in the values of the thermal diffusivity (solid line) and heat exchange (dashed
line) coefficients.

Fig. 5. Standard (solid line) and mean (dashed line) deviation of ǫη depending on the noise
level and temperature measurements.
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