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Аннотация

Рассмотрена задача аэроупругих колебаний стенки канала, имеющей подвес с жест-
кой кубической нелинейностью, возбуждаемых вибрацией основания, на котором уста-
новлен канал. Исследован плоский узкий канал, заполненный пульсирующим вязким га-
зом, с параллельными жесткими стенками, одна из которых неподвижна, а вторая имеет
нелинейно-упругий подвес. Дана постановка задачи аэроупругости для случая изотер-
мического состояния газа и стенок канала. В предположении узости канала осуществлен
переход к уравнениям динамики тонкого слоя вязкого газа с учетом инерции его движения
и проведен асимптотический анализ поставленной задачи методом возмущений. С исполь-
зованием метода итераций определен закон распределения давления вязкого газа в канале
и получено уравнение аэроупругих колебаний стенки в виде обобщения уравнения Дуф-
финга. Уравнение решено методом гармонического баланса и найдены в виде неявных
функций: основной нелинейный аэроупругий отклик стенки канала и нелинейная харак-
теристика фазового сдвига на вибрацию основания. Проведено численное исследование
названных характеристик с целью оценки влияния нелинейно-упругого подвеса стенки
канала, инерции движения вязкого газа и его сжимаемости на нелинейные колебания
стенки канала.
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Введение

Изучение взаимодействия упруго податливых стенок канала с пульсирующей

жидкостью или газом, заполняющими канал, связано с постановкой и исследова-

нием начально-краевых задач аэрогидроупругости [1, 2]. Первоначально рассмат-

ривались задачи в линейной постановке – одним из первых было исследование

И.С. Громеки [3], в котором сделана попытка оценить влияние инерции движе-

ния упругой круглой трубки на скорость волны давления в пульсирующей вязкой

жидкости, заполняющей ее. В рамках модели идеальной жидкости Н.Е. Жуков-

ским [4] решена задача о гидроударе в трубе круглого сечения с учетом упругой
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деформации ее стенок. Движение вязкой жидкости в упругой трубе за счет гар-

монически пульсирующего перепада давления исследовано Дж.Р. Уомерсли [5] c

использованием метода изучения такого движения, предложенного им в [6], и па-

раметра подобия – числа Уомерсли. Современное состояние исследований проблем

гидроупругости цилиндрических конструкций отражено в [7, 8].

Среди работ по исследованию гидроупругих колебаний пластин отметим сле-

дующие.

Собственные колебания круглой пластины, жестко защемленной по контуру и с

одной ее стороны контактирующей с неограниченным объемом идеальной жидко-

сти, исследованы энергетическим методом в [9]. Рассмотрена основная форма коле-

баний пластины и установлено уменьшение ее собственной частоты по сравнению

со случаем колебаний пластины в вакууме за счет увеличения инерционных свойств

колебательной системы, оцениваемого так называемой присоединенной массой.

В [10] осуществлено обобщение исследования [9]: решена связанная задача гид-

роупругости пластины и рассмотрены последующие формы колебаний, а также

шарнирное и свободное опирания пластины на контуре.

В [11] предложено дальнейшее развитие исследования [9] за счет учета вязкости

жидкости и показано увеличение присоединенной массы по сравнению со случаем

идеальной жидкости. Такое увеличение оказалось пропорциональным введенно-

му автором безразмерному параметру, который фактически является обратным

значением числа Уомерсли.

Гидроупругие колебания круглой пластины, защемленной по контуру на торце

жесткой трубы конечного размера, заполненной пульсирующей идеальной несжи-

маемой жидкостью, исследованы в [12]. На основе рассмотрения связанной задачи

гидроупругости получено интегро-дифференциальное уравнение колебаний пла-

стины и проведено его численно-аналитическое исследование.

Колебания стенок канала, образованного двумя параллельными прямоуголь-

ными пластинами и заполненного идеальной сжимаемой жидкостью, исследованы

численно методом конечных элементов в [13]. Авторами смоделирована возмож-

ность демпфирования таких колебаний путем воздействия на пластины посред-

ством электромагнитной катушки; на основе этих расчетов были также проведены

натурные эксперименты.

С другой стороны, известен ряд работ, в которых исследовано взаимодействие

жестких элементов конструкций, образующих подвижные стенки каналов, с запол-

няющими их жидкостью или газом.

В [14] рассмотрен мелкий безнапорный канал с идеальной несжимаемой жид-

костью, часть дна которого образована штампом на линейно-упругом подвесе.

Установлено, что на поверхности жидкости вблизи штампа возникают бегущие

и стоячие волны, а амплитуда последних может быть сведена к нулю измене-

нием частоты колебаний штампа. В [15] предложена модель газового демпфера

в виде узкого плоского канала, заполненного вязким газом и имеющего параллель-

ные жесткие стенки, поперек которого с постоянной скоростью движется жесткая

пластина, параллельная стенкам канала. Рассмотрено взаимодействие пластины со

сжимаемым вязким газом в канале с учетом его теплопроводности и дана оценка

демпфирующих свойств указанной конструкции для микромеханических приборов.

Динамика взаимодействия газового заполнения динамически настраиваемого

гироскопа с элементами его конструкции исследована в [16]. Движение газа рас-

смотрено в рамках модели ползущей вязкой несжимаемой жидкости в изотерми-

ческом состоянии, определены возмущающие моменты от взаимодействия газа с
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элементами гироскопа, образующими торцевые и радиальные зазоры, и дана оцен-

ка их влияния на характеристики прибора.

В [17] исследована динамика взаимодействия смазочного слоя вязкой несжи-

маемой жидкости с направляющей и ползуном упорного подшипника. Динамика

смазочного слоя изучена в рамках ползущего движения тонкого слоя вязкой несжи-

маемой жидкости. Рассмотрен случай ползуна с адаптированным профилем для

повышения несущей способности подшипника при задании экспоненциальной за-

висимости вязкости жидкости от давления и температуры.

Приближенный подход к учету влияния упругой деформации стенки газодина-

мического подшипника при ее взаимодействии со слоем газовой смазки предложен

в [18]. Авторами осуществлен переход от кольцевого бесконечно длинного смазоч-

ного слоя сжимаемого газа к плоской задаче, а учет упругой деформации стенки

подшипника осуществлен добавлением к толщине смазочного слоя дополнитель-

ного члена, пропорционального давлению, с коэффициентом пропорциональности,

определяемым модулем упругости материала стенки.

В работах [19, 20] рассмотрены вопросы численного моделирования взаимодей-

ствия вязкого теплопроводного газа с запорным элементом предохранительного

клапана. Запорный элемент в виде жесткого диска на линейно-упругом подвесе

рассмотрен в рамках модели массы на пружине, а численное моделирование дви-

жения газа реализовано модифицированным методом Годунова. Дано сравнение

вычислительных экспериментов с данными натурных испытаний.

В [21,22] исследованы гидроупругие колебания стенок узких каналов, имеющих

упругий подвес с кубической нелинейностью и взаимодействующих с пульсирую-

щей вязкой несжимаемой жидкостью, заполняющей каналы. Нелинейные колеба-

ния торцевой стенки, возбуждаемые вибрацией верхней стенки канала в виде жест-

кого штампа, исследованы в [21], а в [22] изучены нелинейные колебания жесткого

дна канала за счет пульсации давления на торцах канала. В этих работах рас-

смотрено ползущее движение вязкой жидкости в плоском канале, образованном

параллельными стенками, получены уравнения гидроупругих колебаний стенок в

виде обобщения уравнения Дуффинга, решение которого проведено методом гар-

монического баланса.

В работе [23] проведено исследование, аналогичное [22], для случая заполнения

канала вязким сжимаемым газом при его изотермическом состоянии. Определен

и численно исследован нелинейный аэроупругий отклик нижней стенки канала на

подвесе с жесткой кубической нелинейностью.

В настоящей работе, в отличие от исследований, указанных выше, изучены

нелинейные аэроупругие колебания стенки плоского канала с вязким газом, обу-

словленные вибрацией основания, на котором он установлен.

1. Постановка задачи аэроупругости для плоского канала

Рассмотрим узкий канал, заполненный вязким газом и образованный двумя

параллельными стенками, схематически представленный на рис. 1. Стенки канала

считаются абсолютно жесткими и заключенными в единый жесткий корпус, уста-

новленный на вибрирующем основании, совершающем гармонические колебания

по вертикали. В корпусе предполагается наличие торцевых полостей достаточно

большого объема, примыкающих слева и справа к торцевым сечениям канала и

заполненных тем же газом. Поверхности стенок канала, контактирующие с газом,

являются прямоугольниками со сторонами 2l и b .
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Рассмотрим плоскую задачу, считая, что 2l ≪ b , и пренебрегая силой тяжести.

Верхняя стенка имеет нелинейно-упругий подвес и может перемещаться в верти-

кальном направлении, не испытывая сил трения со стороны корпуса, а нижняя

стенка жестко закреплена и совершает колебания вместе с основанием и корпу-

сом. Положим, что подвес – с нелинейной характеристикой жесткости, а именно,

его восстанавливающая сила имеет две составляющие: линейную и нелинейную с

жесткой кубической нелинейностью [24]. Свяжем начало декартовой системы коор-

динат Oxz с центром внутренней поверхности нижней пластины. В невозмущенном

состоянии основание неподвижно, в канале и торцевых полостях поддерживается

постоянное давление газа p0 , принимаемое за начало отсчета давления в вязком

газе (p0 = 0); газ находится в равновесии, а зазор между стенками канала δ0 ≪ l .
В возмущенном состоянии верхняя стенка совершает нелинейные установившиеся

колебания, т. к. переходные процессы за счет вязкости газа быстро затухают.

Положим амплитуду колебаний zm ≪ δ0 , а состояние газа и стенок канала

изотермическим и рассмотрим газ как баротропную среду. В рассматриваемой по-

становке вязкость газа примем постоянной и независящей от давления, как тра-

диционно принято при изучении динамики вязкого газа [25, 26]. Считаем, что при

вибрации основания в торцевых полостях над уровнем давления p0 также поддер-

живается гармонически пульсирующее давление p1 , частота пульсации которого

совпадает с частотой вибрации основания. Влиянием на газ объемной силы за счет

виброускорения основания будем пренебрегать в силу незначительной плотности

газа, малых вертикальных размеров торцевых полостей и узости канала.

z

x

z0m

zm

l l

O
1

2

4

3

d0

Рис. 1. Узкий плоский канал, установленный на вибрирующем основании: 1 – нижняя
стенка (дно канала), установленная на вибрирующем основании; 2 – вязкий газ, запол-
няющий канал и торцевые полости, примыкающие к торцам канала; 3 – верхняя стенка
канала, имеющая нелинейно-упругий подвес; 4 – корпус канала

Положим, что закон пульсации давления в торцевых полостях задан в виде

p1 = pmsin(ωt), (1)

а закон вибрации основания определен как

z0 = z0mf0(ωt) = z0msin(ωt). (2)

Тогда виброускорение основания

d2z0
dt2

= −z0mω2f0(ωt) = −z0mω2sin(ωt) = −kg sin(ωt), (3)

здесь pm – амплитуда пульсации давления, z0m – амплитуда колебаний основания,

ω – заданная частота, t – время, k – коэффициент виброперегрузки, а ампли-

туда виброускорения задается в единицах g (ускорение свободного падения), т. е.

z0mω
2 = g.
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Закон движения верхней стенки в подходе Лагранжа представим в форме

z = zmf(θt) , где zm – амплитуда колебаний верхней стенки, θ – характерная

частота нелинейных колебаний верхней стенки. Динамика газа в канале в подходе

Эйлера описана уравнениями Навье – Стокса для сжимаемой вязкой жидкости [26]

ρ

(
∂Vx
∂t

+ Vx
∂Vx
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Эту систему уравнений замкнем следующими уравнениями неразрывности и со-

стояния для баротропной сжимаемой среды

∂ρ

∂t
+
∂(ρVx)

∂x
+
∂(ρVz)

∂z
= 0, (5)

p

ρ
= c2, (6)

здесь p – давление газа, Vz – проекция скорости газа на ось Oz , Vx – проекция

скорости газа на ось Ox , µ – коэффициент динамической вязкости газа, µ′ – вто-

рая или объемная вязкость газа, ρ – плотность газа, c – изотермическая скорость

звука в газе.

Уравнения (3)–(6) дополним следующими граничными условиями: – условия-

ми прилипания газа к ограничивающим его подвижной и неподвижной стенкам,

записанными в лагранжево-эйлеровом подходе [26, 27]

Vx = 0, Vz + zmf(θt)
∂Vz
∂z

= zm
df(θt)

dt
при z = δ0 + zmf(θt), Vx = Vz = 0 при z = 0;

(7)

– условиями совпадения давлений в сечениях на концах канала слева и справа с

давлением в торцевых полостях

p = p1(ωt) при x = −l, p = p1(ωt) при x = l. (8)

Совместно с (1)–(8) запишем в подходе Лагранжа уравнение движения верхней

стенки как массы, подвешенной на пружине, с нелинейно-упругой характеристикой

жесткости [24, 28]

m

(
d2z

dt2
+
d2z0
dt2

)
+ n1z + n3z

3 = Fg, (9)

здесь m – масса верхней стенки канала, Fg – сила со стороны вязкого газа в ка-

нале, n1 – коэффициент при линейной составляющей характеристики жесткости

подвеса, n3 – коэффициент при кубической составляющей характеристики жест-

кости подвеса (т. к. рассматривается жесткая кубическая нелинейность, n3 > 0).
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Возмущающая сила Fg определяется нормальным напряжением газа qn на

внутренней поверхности верхней стенки и может быть представлена как [23]

Fg = −
∫ b

0

∫ l

−l

(
qn + z

∂qn
∂z

)

z=δ0+zmf(θt)

dxdy =

= b

∫ l

−l

(
1 + z

∂

∂z

)(
p− 2µ

∂Vz
∂z

+

(
2

3
µ− µ′

)(
∂Vx
∂x

+
∂Vz
∂z

))

z=δ0+zmf(θt)

dx. (10)

2. Асимптотический анализ сформулированной задачи

Согласно рассматриваемой постановке можно выделить два независимых ма-

лых параметра: относительный зазор канала в невозмущенном состоянии ψ =
δ0/l ≪ 1 и относительную амплитуду колебаний стенки канала λ = zm/δ0 ≪ 1 . По-

ложим ψ/λ = O(1) , µ′/µ = O(1) и введем в рассмотрение следующие безразмерные

переменные

ξ =
x

l
, ζ =

z

δ0
, τ = θt, Vx =

zmθ

ψ
Uξ, Vz = zmθUζ , p =

λ

ψ

µθ

ψ
P. (11)

Примем во внимание, что плотность газа может быть представлена как ρ =
ρ0 + ρ∗ , где ρ0 – плотность, соответствующая постоянному давлению p0 в невоз-

мущенном состоянии, ρ∗ – плотность газа в возмущенном состоянии (ниже ин-

декс * опущен). С учетом (11) давление в торцевых полостях будет иметь вид

p1 = λµθψ−2P1(τω/θ) . Тогда в безразмерных переменных (11) задача (4)–(10) при-

мет вид
(
Wo2 + λMo2P

) [∂Uξ

∂τ
+ λ

(
Uξ
∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

)]
= −∂P

∂ξ
+

+
∂2Uξ

∂ζ2
+ ψ2

(
∂2Uξ

∂ξ2
+

(
µ′

µ
+

1

3

)(
∂2Uξ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ξ∂ζ

))
,

ψ2
(
Wo2 + λMo2P

) [∂Uζ

∂τ
+ λ

(
Uξ
∂Uζ

∂ξ
+ Uζ

∂Uζ

∂ζ

)]
= −∂P

∂ζ
+ (12)

+ψ2

(
ψ2
∂2Uζ

∂ξ2
+
∂2Uζ

∂ζ2
+

(
µ′

µ
+

1

3

)(
∂2U2

ζ

∂ζ2
+
∂2Uξ

∂ξ∂ζ

))
,

Mo2
∂P

∂τ
+ λMo2

(
Uξ
∂P

∂ξ
+ Uζ

∂P

∂ζ

)
+
[
Wo2 + λMo2P

](∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

)
= 0,

d2f(τ)

dτ2
+
z0m
zm

d2f0(τω/θ)

dτ2
+

n1

mθ2
f(τ) +

n3z
2

m

mθ2
f(τ)3 =

blµ

mzmθ

1

ψ

∫
1

−1

(
1+ (13)

+λf(τ)
∂

∂ζ

)[
λ

ψ
P + λψ

((
2

3
− µ′

µ

)(
∂Uζ

∂ζ
+
∂Uξ

∂ξ

)
− 2

∂Uζ

∂ζ

)]

ζ=1+λf(τ)

dξ

с граничными условиями

Uξ = 0, Uζ + λf(τ)
∂Uζ

∂ζ
=
df(τ)

dτ
при ζ = 1 + λf(τ), Uξ = Vζ = 0 при ζ = 0, (14)

P = P1(ωτ/θ) при ξ = −1, P = P1(ωτ/θ) при ξ = 1. (15)
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Здесь выделены параметры подобия: Wo = δ0
√
ρ0θ/µ) – число Уомерсли [5, 6],

Mo = θl/c – число подобия, предложенное Л.И. Могилевичем в [23] и представ-

ляющее собой произведение чисел Струхаля и Маха.

В уравнениях (12), (13), аналогично теории гидродинамической смазки [26], пре-

небрежем членами порядка ψ2 , однако удержим инерционные члены. В результате

получим систему уравнений

(
Wo2 + λMo2P

) [∂Uξ

∂τ
+ λ

(
Uξ
∂Uξ

∂ξ
+ Uζ

∂Uξ

∂ζ

)]
= −∂P

∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
,
∂P

∂ζ
= 0, (16)

Mo2
∂P

∂τ
+ λMo2

(
Uξ
∂P

∂ξ
+ Uζ

∂P

∂ζ

)
+
[
Wo2 + λMo2P

](∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ

)
= 0,

d2f(τ)

dτ2
+
z0m
zm

d2f0(τω/θ)

dτ2
+

n1

mθ2
f(τ) +

n3z
2

m

mθ2
f(τ)3 = (17)

=
λ

ψ

blµ

mzmθ

1

ψ

∫
1

−1

(
P + λf(τ)

∂P

∂ζ

)

ζ=1+λf(τ)

dξ.

Применим к (16), (17) с граничными условиями (14), (15) метод возмуще-

ний [29]. Для этого рассмотрим следующие асимптотические разложения искомых

функций по малому параметру λ

Uξ = U
(0)

ξ + λU
(1)

ξ + ..., Uζ = U
(0)

ζ + λU
(1)

ζ + ..., P = P (0) + λP (1) + ... . (18)

Ограничившись в (18) первым членом (опустив индекс (0)) и учитывая, что со-

гласно (16) давление P не зависит от ζ , окончательно получим следующую задачу

аэроупругости

Wo2
∂Uξ

∂τ
= −∂P

∂ξ
+
∂2Uξ

∂ζ2
,
∂P

∂ζ
= 0,

Mo2

Wo2
∂P

∂τ
+
∂Uξ

∂ξ
+
∂Uζ

∂ζ
= 0, (19)

d2f(τ)

dτ2
+

n1

mθ2
f(τ) +

n3z
2

m

mθ2
f(τ)3 − λ

ψ

blµ

mzmθ

1

ψ

∫
1

−1

Pdξ = −z0m
zm

d2f0(τω/θ)

dτ2
(20)

с граничными условиями

Uξ = 0, Uζ =
df(τ)

dτ
при ζ = 1, Uξ = Vζ = 0 при ζ = 0, P = P1(ωτ/θ) при ξ = ±1.

(21)

3. Закон распределения давления газа в канале и нелинейный

аэроупругий отклик стенки на вибрацию основания канала

Решим уравнение (19) с граничными условиями (21), использовав метод итера-

ций [23]. Проведя первую итерацию, рассмотрим ползущее движение несжимаемого

вязкого газа, т. е. считаем, что Wo2 → 0 и Mo2/Wo2 → 0, и исключаем из (19)

члены при параметрах подобия. В этом случае решение имеет вид

Uξ =
ζ2 − ζ

2

∂P

∂ξ
, Uζ =

3ζ2 − 2ζ3

12

∂2P

∂ξ2
, P = P1(ωτ/θ) + 6(ξ2 − 1)

df(τ)

dτ
. (22)

Проведя вторую итерацию, определим члены, исключенные из рассмотрения

на первой итерации при использовании (22), и найдем решение полученных урав-

нений. В результате определим закон распределения давления вязкого газа вдоль
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канала в виде

P = P1(ωτ/θ)+6
Mo2

Wo2
(ξ2−1)

dP1(ωτ/θ)

dτ
+
(ξ2 − 1)

2

(
12
df(τ)

dτ
+
5

6
Wo2

d2f(τ)

dτ2

)
+ (23)

+6
Mo2

Wo2
(5 + ξ4 − ξ6)

d2f(τ)

dτ2
.

Подставив (23) в уравнение движения стенки (20), запишем его в размерном виде

(m+Mg1 −Mg2)
d2z

dt2
+Kg

dz

dt
+ n1z + n3z

3 = 2lb

(
p1 − Tg

dp1
dt

)
− d2z0

dt2
, (24)

где Mg1 =
12

15

bµ

θ

l3

δ3
0

Wo2 =
12

15

b

δ0
l3ρ0 , Mg2 =

192

5

bµ

θ

l3

δ3
0

Mo2

Wo2
=

192

5

l5

δ5
0

bµ2

c2ρ0
,

Kg = 8
µbl3

δ3
0

, Tg =
4

θ

Mo2

Wo2
= 4

µl2

c2ρ0δ30
.

Уравнение (24) – это уравнение аэроупругих колебаний стенки канала, уста-

новленного на вибрирующее основание, и его можно рассматривать как обобщение

уравнения Дуффинга [24, 28]. Учитывая (1) и (3), запишем (24) в виде

(m+Mg1 −Mg2)
d2z

dt2
+Kg

dz

dt
+ n1z + n3z

3 = A(ω)sin(ωt− ϕ(ω)), (25)

здесь

A(ω) =
√
(mkg)2 + 4lbpmmkg + 4(1 + (Tgω)2)(lbpm)2, tg ϕ(ω) =

2lbpmTgω

mkg + 2lbpm
.

Неоднородное уравнение Дуффинга с гармонической возмущающей силой в

правой части допускает периодическое решение [28]. Получим такое решение для

основной частоты, т. е. для частоты переносного виброускорения основания, ис-

пользовав метод гармонического баланса [24, 30]. В этом случае вид искомого ре-

шения определим в виде z = zmsin(ωt − ϕ) . Вязкость газа обуславливает в (25)

член с вязким трением и ведет к фазовому сдвигу φ в отклике стенки на возму-

щение – вибрацию основания. Сдвиг учтем в правой части (25), т. е. представим

правую часть (25) в виде A(ω)sin(ωt− ϕ+ φ) [24]. Проведя после этого процедуру

метода гармонического баланса, получим систему двух алгебраических уравнений

[
n1 +

3

4
n3z

2

m + (m+Mg1 −Mg2)ω
2

]
zm = A(ω)cosφ, Kgωzm = A(ω)sinφ. (26)

Из (26) найдем выражения основного аэроупругого отклика и фазового сдвига для

стенки канала, установленного на вибрирующем основании:

zm =
A(ω)√[

n1 +
3

4
n3z2m + (m+Mg1 −Mg2)ω2

]2
+K2

gω
2

, (27)

tg φ(ω) =
Kgω/(m+Mg1 −Mg2)

(n1 +
3

4
n3z2m)/(m+Mg1 −Mg2)− ω2

. (28)
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Введя в рассмотрение безразмерную частоту η = ω/
√
n1/(m+Mg1 −Mg2) и

обозначение B =
Kg√

n1(m+Mg1 −Mg2)
, представим (27) и (28) в виде

zm =
mkg

n1

√
1 + 4 lbpm

mkg
+ 4(1 + n1

m+Mg1−Mg2
(Tgη)2)(

lbpm

mkg
)2

√
(η2∗ − η2)2 +B2η2

, (29)

tg φ(ω) =
Bη

η2∗ − η2
. (30)

Здесь выделена безразмерная скелетная кривая η2∗ = 1+
3

4

n3

n1

z2m . Эта кривая пред-

ставляет характеристику изменения собственных безразмерных частот рассматри-

ваемой нелинейной колебательной системы без демпфирования при Kg = 0 , т. е.

нелинейной консервативной колебательной системы.

4. Результаты вычислений

Выражения (29) и (30) являются неявными функциями, что затрудняет их

непосредственное использование, однако они могут быть исследованы численно.

Заметим, что полученные выражения для аэроупругого отклика и фазового сдви-

га допускают переходы к следующим частным случаям.

Если положить M2g = 0 , Tg = 0 , что эквивалентно Mo2/Wo2 → 0 , то исключим

сжимаемость пульсирующего вязкого газа и осуществим переход к рассмотрению

несжимаемого вязкого газа (вязкой жидкости).

Если положить M1g = 0 , что эквивалентно Wo2 → 0 , то исключим из рас-

смотрения силы инерции пульсирующего газа и осуществим переход к ползущему

движению вязкого газа.

При M1g = 0 и M2g = 0 , Tg = 0 осуществим переход к рассмотрению ползущего

движения несжимаемого вязкого газа (вязкой жидкости). Кроме того, если при-

нять n3 = 0 , то осуществим переход к случаю, когда подвес стенки канала имеет

линейную характеристику жесткости, а выражения (29), (30) являются явными

функциями.

Приведем пример численного исследования аэроупругого отклика стенки кана-

ла по выражениям (29), (30) для канала с параметрами: l = 0.12 м, δ = 5·10−4 м,

b = 2l , m = 3 кг, ρg0 = 1.2 кг/м3 , µ = 18.1·10−6 Па ·с, с = 290 м/с, n1 = 8·106 Н/м,

n3 = 7·1014 Н/м3 , pm = 2.4·104 Па. Были рассмотрены случаи:

1) канал заполнен вязким газом при учете сжимаемости и инерции его дви-

жения;

2) ползущее движение сжимаемого вязкого газа, т. е. случай, когда M1g = 0 ;

3) канал заполнен несжимаемым вязким газом (вязкой жидкостью) при учете

инерции его движения, т. е. случай, когда M2g = 0 , Tg = 0 ;

4) ползущее движение несжимаемого вязкого газа (вязкой жидкости), т. е. слу-

чай, когда M1g = 0 и M2g = 0 , Tg = 0 .

Результаты расчетов кривых нелинейного аэроупругого отклика и фазового

сдвига представлены на рис. 2–5. На рис. 6 для примера приведены кривые ли-

нейного аэроупругого отклика, т. е. отклика (29) при n3 = 0 . Кривые фазового

сдвига (30) для этого случая совпадают друг с другом и имеют классический вид

фазовых характеристик гармонического осциллятора [24].
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Рис. 2. Расчетные кривые отклика стенки a) и фазового сдвига b) при учете инерции
движения и сжимаемости газа: (1) виброперегрузка 1 g, (2) виброперегрузка 5 g, (3) виб-
роперегрузка 10 g, (4) скелетная кривая η∗ (η∗ = 1 соответствует ω∗ = 1273.72 рад/с)
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Рис. 3. Расчетные кривые отклика стенки a) и фазового сдвига b) при ползущем движе-
нии сжимаемого газа: (1) виброперегрузка 1 g, (2) виброперегрузка 5 g, (3) виброперегруз-
ка 10 g, (4) скелетная кривая η∗ (η∗ = 1 соответствует ω∗ = 1649.45 рад/с)

5. Выводы и заключение

Для рассматриваемого канала сформулирована плоская связанная задача аэро-

упругости. Проведенный асимптотический анализ поставленной задачи позволил

получить уравнение аэроупругих колебаний стенки канала (24) в виде обобще-

ния уравнения Дуффинга. Анализ уравнения показал, что учет инерции движе-

ния вязкого газа ведет к появлению дополнительной инерционной силы, которая

пропорциональна так называемой присоединенной массе Mg1 . Следовательно, учет

влияния инерции движения вязкого газа ведет к увеличению инерционных свойств

рассматриваемой колебательной системы. С другой стороны, учет сжимаемости га-

за обуславливает появление силы, пропорциональной дополнительной массе Mg2 ,

направленной в противоположную силам инерции движения стенки канала и вяз-

кого газа сторону. Эта сила обусловлена изменением плотности сжимаемого вязко-

го газа при его торможении/ускорении и ведет к уменьшению инерционных свойств

рассматриваемой аэроупругой колебательной системы. Найденные основной аэро-
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Рис. 4. Расчетные кривые отклика стенки a) и фазового сдвига b) при учете инерции
движения несжимаемого газа: (1) виброперегрузка 1 g, (2) виброперегрузка 5 g, (3) виб-
роперегрузка 10 g, (4) скелетная кривая η∗ (η∗ = 1 соответствует ω∗ = 1266.09 рад/с)
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Рис. 5. Расчетные кривые отклика стенки a) и фазового сдвига b) при ползущем движении
несжимаемого газа: (1) виброперегрузка 1 g, (2) виброперегрузка 5 g, (3) виброперегруз-
ка 10 g, (4) скелетная кривая η∗ (η∗ = 1 соответствует ω∗ = 1632.99 рад/с)

упругий отклик стенки канала (29) и фазовый сдвиг (30) позволяют численно

исследовать влияние указанных факторов, а также нелинейности подвеса стен-

ки канала.

Расчеты указанных характеристик, представленные на рис. 2–5, показали важ-

ность учета сжимаемости и инерции движения вязкого газа в канале. Принятие

во внимание инерции движения газа ведет к возрастанию инерционных свойств и

уменьшению резонансных частот, сопровождаемые возрастанием амплитуд колеба-

ний. Учет изменения плотности газа обуславливает снижение инерционных свойств

и приводит к незначительному возрастанию значений резонансных частот, сопро-

вождаемому снижением амплитуд колебаний. Такое поведение характерно как для

нелинейно-упругого подвеса, так и для линейного подвеса стенки канала.

При учете жесткой кубической нелинейности подвеса стенки канала на-

блюдается изгиб кривых аэроупругого отклика и фазового сдвига. В резуль-

тате происходит рост значений резонансных частот при увеличении коэффи-

циента виброперегрузок. При вынужденных нелинейных колебаниях осцилля-
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Рис. 6. Аэроупругий отклик стенки канала на линейно-упругом подвесе (n3 = 0) при учете
инерции движения и сжимаемости газа a) и ползущем движении сжимаемого газа b): (1)
виброперегрузка 1 g, (2) виброперегрузка 2 g, (3) безразмерная собственная частота (η = 1
соответствует ω = 1273.72 рад/с для a), ω = 1649.45 рад/с для b))

тора Дуффинга с вязким трением в зоне изгиба характеристик амплитуд-

ного отклика вблизи резонансных частот возникают неустойчивые колеба-

ния [24, 28]. Эти колебания характеризуются скачкообразным изменением ам-

плитуд. Проведенные расчеты показали, что такие колебания возможны для

рассматриваемой стенки канала. В случае линейного подвеса (n3 = 0) вы-

ражения для аэроупругого отклика и фазового сдвига принимают классиче-

ский вид, соответствующий гармоническому осциллятору с вязким трением.

Полученные результаты могут быть использованы для анализа вибрацион-

ной устойчивости чувствительных элементов датчиков давления, аэростатических

опор, систем газового демпфирования микромеханических приборов, а также сте-

нок каналов, имеющих нелинейно- и линейно-упругие подвесы.
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Abstract

This article considers the problem of aeroelastic oscillations in the channel wall having
a suspension with hardening cubic nonlinearity, which were induced by the vibration of the
channel foundation. The narrow flat channel formed by two parallel rigid walls and filled
with pulsating viscous gas was examined. The bottom wall was stationary, while the opposite
one had a nonlinear elastic suspension. The aeroelasticity problem was formulated for the
isothermal state of the gas and channel walls. Considering the narrowness of the channel, the
equations of dynamics were derived for a thin layer of the viscous gas, and the asymptotic
analysis of the problem was performed by the perturbation method. Using the method of
iterations, the law of viscous gas pressure distribution in the channel was determined, and
the equation of aeroelastic oscillations in the channel wall was obtained as a generalization
of the Duffing equation. This equation was solved by the harmonic balance method. The
primary nonlinear aeroelastic response of the channel wall and the nonlinear phase shift were
expressed as implicit functions. These characteristics were studied numerically to evaluate the
influence of the nonlinear elastic suspension of the channel wall and the viscous gas inertia and
compressibility on the nonlinear oscillations in the channel wall.

Keywords: nonlinear aeroelastic oscillation, elastically fixed wall, viscous gas, nonlinear
elastic suspension, hardening cubic nonlinearity, perturbation method, harmonic balance
method, aeroelastic response, phase shift
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Figure Captions

Fig. 1. Narrow flat channel resting on a vibrating foundation: 1 – bottom wall (channel
bottom) on a vibrating foundation; 2 – viscous gas filling the channel and end cavities adjacent
to the channel ends; 3 – upper wall with a nonlinear elastic suspension; 4 – channel body.

Fig. 2. Calculated curves of the wall response a) and phase shift b) considering the inertia
and compressibility of gas: (1) vibration overload 1 g, (2) vibration overload 5 g, (3) vibration
overload 10 g, (4) backbone curve η∗ (η∗ = 1 corresponds to ω∗ = 1273.72 rad/s).
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Fig. 3. Calculated curves of the wall response a) and phase shift b) considering the
compressible gas creep: (1) vibration overload 1 g, (2) vibration overload 5 g, (3) vibration
overload 10 g, (4) backbone curve η∗ (η∗ = 1 corresponds to ω∗ = 1649.45 rad/s).

Fig. 4. Calculated curves of the wall response a) and phase shift b) considering the inertia
of incompressible gas: (1) vibration overload 1 g, (2) vibration overload 5 g, (3) vibration
overload 10 g, (4) backbone curve η∗ (η∗ = 1 corresponds to ω∗ = 1266.09 rad/s).

Fig. 5. Calculated curves of the wall response a) and phase shift b) considering the
incompressible gas creep: (1) vibration overload 1 g, (2) vibration overload 5 g, (3) vibration
overload 10 g, (4) backbone curve η∗ (η∗ = 1 corresponds to ω∗ = 1632.99 rad/s).

Fig. 6. Aeroelastic response of the channel wall with a linear elastic suspension (n3 = 0)
considering the inertia and compressibility of gas a) and the compressible gas creep
b): (1) vibration overload 1 g, (2) vibration overload 2 g, (3) non-dimensional eigenfrequency
(η = 1 corresponds to ω = 1273.72 rad/s for a), ω = 1649.45 rad/s for b)).

References

1. Gorshkov A.G., Morozov V.I., Ponomarev A.T., Shklyarchuk F.N. Aerogidrouprugost’

konstruktsii [Aerohydroelasticity of Structures]. Moscow, Fizmatlit, 2000. 592 p.

(In Russian)
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