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Аннотация

Оценена линейная сложность новых обобщенных циклотомических последователь-
ностей с нечетным периодом. Для определения последовательностей применены обоб-
щенные циклотомические классы по составному модулю. Получены достаточные условия
существования бинарных и небинарных последовательностей с высокой линейной слож-
ностью. Обобщены результаты о линейной сложности, полученные ранее для последова-
тельностей, период которых равен степени простого числа.
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Введение

Псевдослучайные последовательности широко применяются в различных обла-

стях и имеют множество характеристик, таких как период, сбалансированность,

автокорреляция, сложность и др. Одной из важных характеристик непредсказуе-

мости последовательности является её линейная сложность. Для синтеза после-

довательностей с высокой линейной сложностью применяют различные методы, в

том числе основанные на использовании математического аппарата алгебры и тео-

рии чисел. Один из таких методов заключается в использовании циклотомических

и обобщенных циклотомических классов для определения последовательностей [1].

Многочисленные семейства последовательностей с высокой линейной сложностью

получены с использованием классической циклотомии, обобщенных циклотомий

Уитмена и Динга – Хеллесета [2–4]. Новая обобщенная циклотомия была разви-

та в [5] при поиске последовательностей скачкообразной перестройки частоты.

В отличие от циклотомий, известных ранее, здесь число циклотомических клас-

сов является функцией модуля. Далее, эта новая циклотомия применена в [6] для

построения бинарных последовательностей с периодом pn , при этом была изучена

линейная сложность таких последовательностей с периодом p2 . Эти результаты

обобщены в [7, 8] для бинарных последовательностей с таким периодом и в [9] –

для последовательностей с периодом 2pn . Известны также отдельные результаты

для бинарных последовательностей с другими периодами (см. [10]). Таким образом,

линейная сложность последовательностей на основе новых обобщенных циклото-

мических классов исследована не в полной мере.
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В настоящей статье обобщены результаты предыдущих иссследований и по-

лучена оценка линейной сложности таких последовательностей с произвольным

нечетным периодом без ограничений на число множителей в его разложении на

простые числа. Результаты, полученные для бинарных последовательностей, обоб-

щены на q -ичные последовательности.

1. Обобщенная циклотомия и новые бинарные последовательности

Напомним определение обобщенных циклотомических классов, предложенное

в [5]. Применив эти классы, определим новые бинарные последовательности.

1.1. Обобщенные циклотомические классы. Пусть e – натуральное чис-

ло, большее единицы, и p1, p2, . . . , pm – попарно различные простые числа, такие

что pi = 1+fie, fi ∈ Z , где Z – кольцо целых чисел. Определим v = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m ,

ki ≥ 1, i = 1, 2, . . . ,m . Как обычно, через Zv обозначим кольцо классов выче-

тов по модулю v , а через Z
∗
v – группу его обратимых элементов. Тогда порядок

|Z∗
v| = ϕ(v) , где ϕ(·) – функция Эйлера.

Для каждого простого числа pi существует примитивный корень gi по моду-

лю p2i , при этом gi – также примитивный корень по модулям pji для всех j ≥ 1 [11].

Это означает, что порядок gi по модулю pji равен ϕ(pji ) = pj−1
i (pi − 1) . Далее,

согласно китайской теореме об остатках существует натуральное число g(v) , удо-

влетворяющее сравнениям

g(v) ≡ g
fip

ki−1

i

i (mod pki

i ), 1 ≤ i ≤ m,

а также существуют целые числа h1, h2, . . . , hm такие, что 1 ≤ hi ≤ v − 1 и

hi ≡
(
gi (mod pki

i ),

1 (mod p
kj

j ),
1 ≤ i 6= j ≤ m. (1)

Определим D(v) = {gt(v) mod v | t = 0, 1, . . . , e− 1} , тогда D(v) – циклическая под-

группа Z
∗
v порядка e [5]. Зададим её классы смежности D

(v)
I следующим образом:

{hj11 hj22 . . . hjmm z mod v | z ∈ D(v)} , где I = (j1, j2, . . . , jm), 0 ≤ ji < (pi − 1)pki−1
i .

Иногда D
(v)
I называют обобщенными циклотомическими классами Zeng–Cai–Tang–

Yang.

Пусть

Ψ(v) = {i ∈ Z
(p1−1)p

k1
1

| 0 ≤ i < f1p
k1

1 } × Z
(p2−1)p

k2
2

× . . .Z(pm−1)pkm
m
.

Согласно [5] справедливы разбиения

Z
∗
v =

[

I∈Ψ(v)

D
(v)
I и Zv \ {0} =

[

1≤u, u|v

 
 v

u

[

I∈Ψ(u)

D
(u)
I

 
 . (2)

При определении обобщенной циклотомии в [5] использовано условие p1 < p2 <

· · · < pm , при котором обобщенные циклотомические классы D
(v)
I по модулю v

определяются однозначно. Но в общем случае для определения классов и после-

довательностей, рассмотренных далее, достаточно только зафиксировать порядок

множителей в разложении v = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m . Тогда при изменении порядка мно-

жителей pi множества D
(v)
I также изменятся.
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1.2. Определение новых бинарных последовательностей. Пусть fi –

четное число для каждого i = 1, 2, . . . ,m . Отметим, что все fi заведомо будут

четными, если изначально выбрать нечетное e . Определим дополнительно

Ψ
(v)
1 = {i ∈ Z

(p1−1)p
k1
1

| 0 ≤ i < f1p
k1

1 /2} × Z
(p2−1)p

k2
2

× . . .Z(pm−1)pkm
m

и Ψ
(v)
0 = Ψ(v) \Ψ(v)

1 . Тогда согласно определениям имеем

Ψ
(v)
j = Ψ

(p
(k1)

1
)

j × Z
(p2−1)p

k2
2

× . . .Z(pm−1)pkm
m
, j = 0, 1. (3)

Обозначим через C
(v)
j объединение множеств

S
I∈Ψ

(v)

j

D
(v)
I , j = 0, 1 . Применив

формулу (2), получим

Z
∗
v = C

(v)
0 ∪ C(v)

1 и Zv \ {0} =
[

1≤u, u|v

v

u

�
C

(u)
0 ∪ C(u)

1

�
.

Положим Fj =
S

1≤u, u|v

v
uC

(u)
j , j = 0, 1, и определим сбалансированную бинарную

последовательность s∞ = (s0, s1, . . . , ) с периодом v по следующей формуле:

si =

(
1, если i mod v ∈ F1 ∪ {0},
0 иначе.

(4)

Здесь важно отметить, что в частном случае, когда v = pn, подгруппа D(v) =
{gtfpn−1 | 0 ≤ t < e} , где g – примитивный корень по модулю pn ,

C
(v)
1 =

fpn−1/2−1[

i=0

{gi+tfpn−1 |0 ≤ t < e} и F1 =

n[

k=1

pn−kC(pk).

Следовательно, бинарная последовательность с периодом pn , рассмотренная в [6],

является частным случаем s∞ . Линейная сложность этих последовательностей с

периодом p2 исследована в [6]. Эти результаты обобщены в [7–10] для последова-

тельностей с периодами pn, 2pn, pnqm . Таким образом, в настоящей статье продол-

жено исследование линейной сложности бинарных последовательностей, опреде-

ляемых посредством новой обобщенной циклотомии, начатое в [6].

1.3. Линейная сложность и многочлен последовательности. Снача-

ла напомним несколько основных фактов о линейной сложности периодических

последовательностей.

Пусть Fr – конечное поле порядка r и s∞ – последовательность периода v
над Fr . Тогда линейная сложность последовательности s∞ над полем Fr опреде-

ляется как наименьший порядок L линейного рекуррентного соотношения, кото-

рому удовлетворяют члены последовательности

sn+L = cL−1sn+L−1 + . . .+ c1sn+1 + c0sn для n ≥ 0,

где c0 6= 0, c1, . . . , cL−1 ∈ Fr . Далее линейную сложность последовательности будем

обозначать L(s∞) .
Пусть S(x) – порождающий многочлен этой последовательности, то есть S(x) =Pv−1

i=0 six
i . Хорошо известно, что линейную сложность последовательности s∞

можно найти по формуле

L(s∞) = v − |{i = 0, 1, . . . , v − 1 | S(αi) = 0}|, (5)
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где α – примитивный корень степени v из единицы в расширении конечного по-

ля Fr . Следовательно, для нахождения линейной сложности последовательности

достаточно изучить корни её порождающего многочлена. С этой целью напомним

несколько свойств многочлена последовательности, полученных ранее в [7] для

v = pn .

Пусть T (pn)(x) – многочлен последовательности s∞ , когда v = pn , то есть

T (pn)(x) =
X

i∈C
(pn)

1

xi +
X

i∈C
(pn−1)

1

xpi + · · ·+
X

i∈C
(p)

1

xp
n−1i + 1.

Обозначим через β примитивный корень pn степени из единицы в алгебраиче-

ском замыкании поля F2 . Как обычно, под F2(β) понимаем простое расширении

поля F2 , полученное присоединением алгебраического элемента β . Свойства мно-

гочлена T (pn)(x) , представленные в следующей лемме, получены в [7].

Лемма 1. Пусть T (pn)(x) – многочлен последовательности s∞ , определенной

по формуле (4) для v = pn, p = 1 + ef . Тогда

A. Если T (pn)(βa) ∈ F2(β
pn−1

) , то a ≡ 0 (mod pn−1);

B. T (pn)(βa) + T (pn)(βgapn−1f/2

) = 1 для всех a ∈ Z
∗
pn .

2. Свойства многочлена последовательности

Докажем несколько свойств многочлена последовательности.

Пусть α – примитивный корень v -ой степени из единицы в алгебраическом за-

мыкании F2 . Обозначим через vi целое число v/pki

i , i=0, 1, . . . ,m . По определению

НОД(v1, . . . , vm) = 1 , где НОД – наибольший общий делитель чисел. Следователь-

но, существуют такие целые числа a1, a2, . . . , am , что a1v1 + a2v2 + · · ·+ amvm = 1 .

Пусть αi = αaivi , i = 1, 2, . . . ,m , тогда α = α1α2 . . . αm и αi – примитивный ко-

рень pki

i -ой степени из единицы в расширении поля F2 , так как pi не делит ai для

всех i = 0, 1, . . . ,m . Значит, α
p
ki−1

i

i – примитивный корень pi -ой степени из едини-

цы. Обозначим через Ki простое расширение поля F2 , полученное присоединением

элемента α
p
ni−1

i

i .

Лемма 2. Пусть 2pi−1 6≡ 1 (mod p2i ) и НОД(pi, pj − 1) = 1 , i, j = 1, 2, . . . ,m .

Тогда, если i 6= j , то

F2(αi) ∩ F2(αj) = Ki ∩Kj.

Доказательство. Ясно, что Ki ∩Kj ⊂ F2(αi) ∩ F2(αj) . Обозначим через

[F2(αi) : F2] степень расширения F2(αi) над F2 . Если 2pi−1 6≡ 1 (mod p2i ) , то

[F2(αi) : F2] = pni−1
i [Ki : F2] для каждого i : 1 ≤ i ≤ m по лемме 3 из [7]. Так

как [F2(αi) ∩ F2(αj) : F2] делит [F2(αi) : F2] , [F2(αj) : F2] и НОД(pi, pj − 1) = 1 ,

то [F2(αi)∩F2(αj) : F2] делит [Ki : F2] и [Kj : F2] . Последнее замечание завершает

доказательство леммы.

Отметим, что простые числа p такие, что 2p−1 ≡ 1(mod p2) , встречаются редко.

Лемма 3. Пусть u|v , u = pn1

j1
. . . pnt

jt
для ji ∈ {1, 2, . . . ,m} , 1 ≤ ni ≤ kji , t > 1

и S(u)(x) =
P

i∈C
(u)

1

xvi/u . Тогда S(u)(αa) ∈ {0, S(p
n1
j1

)(α
ua/v
j1

)}.
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Доказательство. По определению имеем S(u)(αa) =
P

i∈C
(u)

1

αvia/u и C
(u)
1 =

S
I∈Ψ

(u)

1

D
(u)
I . Тогда в силу формулы (3)

Ψ
(u)
1 = Ψ

(p
(n1)

j1
)

1 × Z
(pj2

−1)p
n2−1

j2

× . . .Z
(pjt

−1)p
njt

−1

jt

.

Пусть, как и ранее, α = α1α2 . . . αm . Согласно сравнению (1) имеем hi ≡ 1

(mod p
kj

j ) для j 6= i . Следовательно, αh1h2...hm

i = αhi

i . Значит,

S(u)(αa) =
X

i∈C
(p

n1
j1

)

1

α
via/u
j1

·
X

i∈Z
∗

p
n2
j2

α
via/u
j2

· · ·
X

i∈Z
∗

p
nt
jt

α
via/u
jt

. (6)

Сумма
P

i∈Z
∗

p
nj
j

α
via/u
j равна 0 или 1 для всех значений j, a ∈ Z, и

X

i∈C
(p

n1
j1

)

1

α
via/u
j1

= S(p
n1
j1

)(α
ua/v
j1

).

Таким образом, утверждение леммы следует из формулы (6).

3. Линейная сложность бинарных последовательностей

Получим оценку линейной сложности рассматриваемых бинарных последова-

тельностей. Следующее утверждение является главным результатом статьи для

бинарных последовательностей.

Теорема 1. Пусть 2pi−1 6≡ 1 (mod p2i ) , НОД(pi, pj − 1) = 1 , i, j = 1, 2, . . . ,m,

и последовательность s∞ определена по формуле (4), когда v = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m .

Тогда справедливы следующие оценки её линейной сложности:

A. L(s∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 pm(pkm−1
m − 1) , если km > 1;

B. L(s∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm − 1)/2 , если km = 1 .

Доказательство. Рассмотрим два случая

(i) Сначала предположим, что km > 1 . Пусть

U0 = {u > 1 | u|v, u 6= pjm для j = 1, 2, . . . , km}

и U1 = {pm, p2m, . . . , pkm
m } . Согласно определению {1 ≤ u, u|v} = U0 ∪U1 . Следова-

тельно,

S(αa) = 1 +
X

i∈F1

αai = 1 +
X

u∈U0

X

i∈ v
u
C

(u)

1

αai +
X

u∈U1

X

i∈ v
u
C

(u)

1

αai =

= 1 +
X

u∈U0

S(u)(αa) +
X

u∈U1

S(u)(αa),

где S(u)(x) =
P

i∈C
(u)

1

xvi/u , как и в лемме 3.

Ясно, что

1 +
X

u∈U1

S(u)(xi) =
X

i∈C
(p

km
m )

1

xiv/p
km
m +

X

i∈C
(p

km−1
m )

1

xiv/p
km−1
m + · · ·+

X

i∈C
(p)

1

xiv/pm + 1,
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то есть
P

u∈U1
S(u)(αa) = T (pkm

m )(αav/pkm
m ) , где T (pkm

m )(x) – многочлен последова-

тельности, определенной по формуле (4) для v = pkm
m .

Пусть S(αa) = 0 . Тогда

T (pkm
m )(αva/pkm

m ) = 1 +
X

u∈U0

S(u)(αa).

По лемме 3
X

u∈U0

S(u)(αa) ∈ F2(α1α2 . . . αm−1) и T (pkm
m )(αva/u) = T (pkm

m )(α
va/pkm

m
m ).

Следовательно, согласно лемме 2 в этом случае T (pnm
m )(α

va/pkm
m

m ) ∈ K1 . Тогда по

лемме 1 имеем a ≡ 0 (mod pkm−1
m ) . Так как

|{a | a ≡ 0 (mod pkm−1
m ), 0 ≤ a < v}| = v/pkm−1

m ,

то

|{a | S(αa) = 0, 0 ≤ a < v}| ≤ v/pkm−1
m .

В результате из формулы (5) следует, что L(s∞) ≥ v − v/pkm−1
m .

(ii) Пусть km = 1 . Согласно китайской теореме об остатках существует такое

целое число b , что b ≡ 1 (mod pki

i ), 1 ≤ i ≤ m− 1 и b ≡ g
fm/2
m (mod pm) .

Предположим, что S(αa) = 0, a 6≡ 0 (mod pm) . Сумма
Ppm−1

i=1 αai
m будет равна

единице, когда km = 1 . В силу лемм 1, 3 и выбора b заключаем, что справедливо

равенство

S(αa) + S(αab) = S(pm)(αva/pm

m ) + S(pm)(α
gfm/2
m va/pm

m ) = 1.

Следовательно, хотя бы одно из этих значений не равно нулю. Далее,

|{a | a 6≡ 0 (mod pm), 1 ≤ a ≤ v − 1}| = pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm − 1)

и

|{a | a ≡ 0 (mod pm), 0 ≤ a ≤ v − 1}| = pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 .

Таким образом,

|{a | S(αa) = 0, 1 ≤ a < v}| ≤ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm + 1)/2

и L(s∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm − 1)/2 .

Отметим, что согласно теореме 1 всегда можно получить бинарную последова-

тельность с периодом v и высокой линейной сложностью, если k1+k2+· · ·+km > m .

4. Небинарные последовательности

Бинарные последовательности относятся к наиболее изучаемым и используе-

мым, тем не менее исследование линейной сложности других последовательностей

также представляет интерес.

Рассмотрим линейную сложность q -ичных последовательностей, определяемых

на новых обобщенных циклотомических классах, когда q делит fi для каждого

значения i = 1, 2, . . . ,m . Здесь определим

Ψ
(v)
j = {i ∈ Z

(p1−1)p
k1
1

| jf1pk1

1 /q ≤ i < (j + 1)f1p
k1

1 /q} × Z
(p2−1)p

k2
2

× . . .Z(pm−1)pkm
m

для j = 0, 1, . . . , q − 1 .
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Обозначим через C
(v)
j множество

S
I∈Ψ

(v)

j

D
(v)
I , j = 0, 1, . . . , q−1 . Справедливы

разбиения

Z
∗
v =

q−1[

j=0

C
(v)
j и Zv \ {0} =

[

1<u, u|v

q−1[

j=0

v

u
C

(u)
j .

Пусть Fj =
S

1<u, u|v

v
uC

(u)
j , j = 0, 1, . . . , q − 1.

Определим сбалансированную q -ичную последовательность u∞ = (u0, u1, . . . )
с периодом v по правилу

ui =

(
0, если i mod v ∈ F0 ∪ {0},
j, если i mod v ∈ Fj, j = 1, . . . , q − 1.

(7)

Если q – простое число, то u∞ – последовательность над конечным полем Fq ,

иначе, над кольцом классов вычетов Zq .

Лемма 4. Пусть q – нечетное простое число, qpi−1 6≡ 1 (mod p2i ), i =
1, 2, . . . ,m , и последовательность u∞ определена по формуле (7) для v =

pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m . Тогда L(u∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm − 1)(q − 1)/q .

Доказательство. Обозначим через U(x) образующий многочлен последователь-

ности u∞ и для удобства через U (pj)(x) – этот же многочлен, когда v = pj . Пусть

здесь α – примитивный корень v -ой степени из единицы в алгебраическом замы-

кании конечного поля Fq .

Сначала рассмотрим частный случай, когда v = pn . Обозначим через g при-

митивный корень по модулю p . Тогда

C
(v)
j =

(j+1)fpn−1/q−1[

i=jfpn−1/q

{gi+tfpn−1 |0 ≤ t < e}

и Fj =
Sn

k=1 p
n−kC

(pk)
j , j = 0, 1, . . . , q − 1. Следовательно,

pn−kC
(pk)
(j+1) mod q = gfp

n−1/qpn−kC
(pk)
j .

Таким образом, в этом случае

n−1X

j=0

U (pn−j)(αagfpn−1/q

) =

n−1X

j=0

U (pn−j)(αa) + 1

для a ∈ Z
∗
pn .

Пусть c ≡ 1 (mod pki

i ), 1 ≤ i ≤ m− 1, и c ≡ g
fpn−1/q
m (mod pkm

m ) . Тогда

n−1X

j=0

U (pn−j)(α
t

) =

n−1X

j=0

U (pn−j)(α) + t.

Далее, применив тот же самый метод, что и при доказательстве теоремы 1,

можно показать, что и в общем случае U(αact) = U(αa) + t для t = 1, 2, . . . , q − 1 .

Следовательно,

|{a | U(αa) = 0, 1 ≤ a < v}| ≤ |{a |a 6≡ 0 (mod pm), 1 ≤ a < v}|/q+
+|{a |a ≡ 0 (mod pm), 1 ≤ a < v}|
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или

|{a | U(αa) = 0, 1 ≤ a < v}| ≤ pk1

1 p
k2

2 . . . pkm−1
m (pm − 1)/q + pk1

1 p
k2

2 . . . pkm−1
m .

Окончательно получим, что

L(s∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . pkm

m − pk1

1 p
k2

2 . . . pkm−1
m (pm − 1)(q − 1)/q.

Теперь рассмотрим эти последовательности над кольцом классов вычетов.

Лемма 5. Пусть q = rk , где r – простое число, k > 1 , rpi−1 6≡ 1
(mod p2i ), i = 1, 2, . . . ,m, и последовательность u∞ определена по формуле (7)

для v = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m . Тогда имеют место следующие оценки её линейной слож-

ности:

A. L(u∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . pm(pkm−1
m − 1) , когда r = 2 и km > 1;

B. L(u∞) ≥ pk1

1 p
k2

2 . . . p
km−1

m−1 (pm − 1)(r − 1)/r , если r = 2 и km = 1 или r > 2 .

Доказательство. По условию последовательность определена над конечным

кольцом Zrk . Значит, имеется естественный эпиморфизм ψ(n) = n mod r из

Zrk в Fr . Применив этот эпиморфиз, получим последовательность ψ(u∞) =
(ψ(u1), ψ(u2), ψ(u3), . . . ) над Fr . Для этой последовательности ψ(ui) = j , если

i mod v ∈ {Fj,Fj+r,Fj+2r, . . . ,Fj+(rk−1−1)r}.

Значит, ψ(u∞) – последовательность, определяемая по формуле (7) при замене e
на erk−1 и замене q на r . Тогда теорема 1 и лемма 4 справедливы для ψ(u∞) .
Отсюда получим оценку линейной сложности u∞ , так как L(ψ(u∞)) ≤ L(u∞) ,
и завершим доказательство леммы.

Если q не является степенью простого числа, то можно получить оценку ли-

нейной сложности для каждого простого числа, входящего в разложение q , и вос-

пользоваться китайской теоремой об остатках для оценки линейной сложности по-

следовательности над Zq в этом случае.

Заключение

Получены оценки линейной сложности как бинарных обобщенных циклотоми-

ческих последовательностей, так и небинарных. Рассмотренные последовательно-

сти сформированы с применением обобщенных циклотомических классов по произ-

вольному нечетному модулю v = pk1

1 p
k2

2 . . . pkm
m . Обобщены предыдущие результа-

ты, полученные для m = 1, 2 .
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Abstract

The linear complexity of new generalized cyclotomic sequences with odd period was
estimated. The sequences were defined using generalized cyclotomic classes composite modulo.
Conditions sufficient for the existence of binary and non-binary sequences with high linear
complexity were obtained. The earlier results on the linear complexity of sequences with the
period equal to the power of a prime were generalized.
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