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Аннотация

Построены две формы f(x, y, z) и g(x, y, z) третьей степени, значения которых яв-
ляются нормами чисел подполей степени три круговых полей K13 и K19 соответственно.
С использованием закона разложения в круговом поле решены диофантовы уравнения
f(x, y, z) = a и g(x, y, z) = b, a, b ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0 . Доказаны утверждения, позволяющие
по каноническому разложению на простые множители чисел a и b определить, имеют ли
решения собственно уравнения f(x, y, z) = a, g(x, y, z) = b .

Ключевые слова: целое алгебраическое число, группа Галуа, норма алгеб-

раического числа, главный идеал, фундаментальный базис, закон разложения в

круговом поле, диофантово уравнение

Введение

Нахождение решений диофантовых уравнений является одной из востребован-

ных задач математики, в частности, теории чисел [1]. С помощью диофантовых

уравнений могут быть описаны различные научные процессы. Диофантовы урав-

нения встречаются не только в математике, но и в молекулярной физике, органи-

ческой химии, компьютерных алгоритмах, экономике, теории вероятностей и др.

Исходя из этого, вопрос нахождения решений диофантовых уравнений актуален с

древних времен и остается таковым на сегодняшний день. Часто рассматриваются

диофантовы уравнения первой степени, или линейные. При этом особый интерес

вызывают различные способы, в том числе частные, нахождения решений таких

уравнений. Так, один их них над евклидовым кольцом рассмотрен в [2]. Поиску

решения некоторого класса диофантовых уравнений, основанному на глобальном

обобщении цепной дроби, посвящена работа [3].

В настоящей статье мы рассмотрим поиск решений диофантовых уравнений,

использовав закон разложения в круговых полях.

Ранее мы рассмотрели решение диофантовых уравнений, использовав однознач-

ность разложения на множители в круговых полях K7 и K9 . В настоящей работе

мы продолжили начатое исследование [4], работая с круговыми полями K13 и K19 .

Отметим, что этой статьей завершается применение метода решения диофантовых

уравнений с использованием круговых полей 3-й степени.
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В [5, гл. 2] З.И. Боревич и И.Р. Шафаревич изучили диофантовы уравнения,

представимые в виде

f(x) = N(γ) = a, (1)

где f – форма от переменных x = (x1, . . . , xk) , γ = α1x1 + . . . + αkxk – число из

алгебраического поля P степени k . В случае, когда f(x) – полная форма [5, с. 99],

ими доказано, что за конечное число действий можно описать множество решений

уравнения (1).

В [4] уравнение (1) изучено в случае, когда в качестве P использовано подполе

степени 3 круговых полей K7 или K9 . В данной работе в качестве P взято подполе

степени 3 круговых полей K13 или K19 .

Отметим, что в случае круговых полей с однозначным разложением на простые

множители уравнение третьей степени порождается подполем только четырех кру-

говых полей K7,K9,K13, K19 .

Действительно, имеются всего 29 круговых полей с однозначным разложением

на простые множители [5, c. 485]. Из них кроме указанных четырех полей по од-

ному подполю степени 3 имеют следующие поля: K21,K27,K28,K35,K36,K45,K84 .

Во всех этих полях в качестве подполя содержится поле K7 или K9 . Поэтому эти

поля порождают то же самое (с точностью до эквивалентности) уравнение третьей

степени, что и поле K7 или K9 .

Пусть n – положительное целое число и νn = cos
2π

n
+i sin

2π

n
. Многочлен Φn =

=
∏

(s,n)=1

(x− νsn) называют n-круговым многочленом, а расширение Kn = Q(νn) –

n-круговым полем. Kn – нормальное расширение поля Q , его степень [Kn : Q] =
ϕ(n) и его группа Галуа G(Kn/Q) изоморфна мультипликативной группе UZn

классов вычетов, взаимно простых с n [6, c. 213].

Используем определение нормы элемента [7, c. 174]:

NE/P (x) = σ1(x)σ2(x) . . . σk(x),

а также равенство, которое следует из приведенного определения:

NE/P (xy) = NE/P (x)NE/P (y). (2)

Элемент NE/P (x) неподвижен относительно G(E/P ) , следовательно, содержит-

ся в P .

Пусть E – расширение Галуа конечной степени n поля K , F – расширение

Галуа поля E конечной степени m . Для каждого элемента x ∈ E справедливо

равенство [7, c. 176]:

NF/K(x) = (NE/K(x))m.

Комплексное число θ называется целым алгебраическим числом, если оно яв-

ляется корнем некоторого многочлена xn + a1x
n−1 + . . .+ an , где a1, a2 . . . , an ∈ Z .

Если E – расширение Галуа конечной степени k поля Q , то все целые алгеб-

раические числа θ , принадлежащие полю E , образуют кольцо.

Воспользуемся определением фундаментального базиса θ1, . . . , θk поля E над

Q [5, с. 287].

Пусть E – расширение Галуа степени [E : Q] = k , G(E/Q) = {σ1, . . . , σk} и

θ1, . . . , θk – фундаментальный базис E . Для произвольного целого числа γ ∈ E

γ = x1θ1 + x2θ2 + . . .+ xnθn
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вычислим его норму NE(γ) . Имеем

N(γ) = σ1(γ)σ2(γ) . . . σk(γ) =

k∏

i=1

(σi(x1θ1 + . . .+ xkθk)).

Это равенство определяет некоторую форму f(x1, . . . , xk) , коэффициенты кото-

рой – симметрические многочлены относительно θi . Значит, коэффициенты этой

формы будут целыми рациональными числами. Если NE(γ) = a ∈ Z , то получится

уравнение

NE(γ) = f(x1, x2, . . . , xk) = a. (3)

Равенство (3) означает, что решение уравнения f(x1, . . . , xk) = a равносильно

нахождению множества целых чисел поля E , норма которых в поле E равна a .

Равенство (2) означает, что функция нормы обладает свойством мультипликатив-

ности. Поэтому, если γ ∈ E – решение уравнения (3) и ε ∈ E – целое число со

свойством NE(ε) = 1 , то число δ = εγ также решение уравнения (3).

Целые числа ε ∈ E со свойством NE(ε) = 1 содержатся во множестве целых

чисел, для которых ε−1 также целое число. Такие числа ε называют единицами

поля E .

Целое число ε ∈ E является единицей поля E тогда и только тогда, когда

NE(ε) = ±1 [5, c. 106].

Единицы поля E образуют группу по умножению. Структуру этой группы опи-

сывает теорема Дирихле о единицах [5, c. 131]. Согласно этой теореме в поле E
имеется конечное число единиц (их называют основными единицами поля E ), че-

рез которые единственным образом выражается каждая единица поля E .

Два целых числа µ1 и µ2 поля E называются ассоциированными, если их

отношение µ1/µ2 = ε – единица поля E .

Отношение ассоциированности, примененное лишь решением уравнения (3), об-

ладает свойством эквивалентности. Это означает, что все решения уравнения (3)

разбиваются на классы ассоциированных решений. Отсюда следует, что все реше-

ния из одного класса получаются из одного решения умножением на единицы с

нормой 1 . Число таких классов решений конечно [5, c. 107].

Таким образом, задача о нахождении всех решений уравнения (3) разбивается

на две следующие задачи:

1) найти основные единицы поля E ;

2) в поле E найти числа µ1, . . . , µs с нормой a так, чтобы они были попарно

не ассоциированы и в то же время чтобы всякое µ ∈ E с нормой a было

ассоциировано с одним их них, т. е. имело вид µ = µiε , где 0 ≤ i ≤ s и ε –

единица поля E .

1. Круговое поле K13 и его подполя

Приняты обозначения

uk = cos
2kπ

13
+i sin

2kπ

13
, u = u1, K13 = Q(u), αk = uk+u13−k (k = 1, 3, 5, 7, 9, 11),

t1 = α1 + α5, t3 = α3 + α11, t7 = α7 + α9.

Группа Галуа G(K13/Q) изоморфна мультипликативной группе UZ13 классов вы-

четов, взаимно простых с модулем 13 . Автоморфизм, соответствующий классу s,



150 И.Г. ГАЛЯУТДИНОВ, Е.Е. ЛАВРЕНТЬЕВА

обозначим через τs . Он действует по формуле τs(uk) = usk, u13 = 1 . Группа

G(K13/Q) циклическая и G(K13/Q) = (τ2) .
Подгруппу порядка s обозначим через Hs , а поле, инвариантное относитель-

но этой подгруппы, – через Fl , где s и l связаны равенством sl = ϕ(13) = 12 .

В частности,

H2 = {τ1, τ12}, F6 = Q(u1 + u12) = Q

(
2 cos

2π

13

)
, H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12},

F3 = Q(u1 + u5 + u8 + u12) = Q(α1 + α5) = Q(t1).

Из включений H2 ⊂ H4 ⊂ G(K13/Q) следует включение полей Q ⊂ F3 ⊂ F6 .

Найдем группу Галуа G(F3/Q) . Она изоморфна фактор-группе G(K13/Q)
/
H4

[6, с. 210]. Автоморфизм, соответствующий смежному классу τiH4 , обозначим че-

рез σi и выясним, как действует этот автоморфизм. Смежные классы группы

G(K13/Q) по подгруппе H4 имеют вид

τ1H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12}, τ3H4 = {τ3, τ2, τ11, τ10}, τ7H4 = {τ7, τ9, τ4, τ6}.
Из того, что F3 инвариантно относительно H4, следует, что для любого λ ∈ F3

имеют место равенства: λ = τ1(λ) = τ5(λ) = τ8(λ) = τ12(λ) . Действуя на эти ра-

венства автоморфизмами τ3 и τ7 соответственно, найдем τ3(λ) = τ2(λ) = τ11(λ) =
τ10(λ) и τ7(λ) = τ9(λ) = τ4(λ) = τ6(λ) . Эти равенства показывают, что все авто-

морфизмы из одного и того же смежного класса переводят всякий элемент λ ∈ F3

в один и тот же элемент. Поэтому можно считать, что

σ1(λ) = τ1(λ) = τ5(λ) = τ8(λ) = τ12(λ), σ3(λ) = τ3(λ) = τ2(λ) = τ11(λ) = τ10(λ),

σ7(λ) = τ7(λ) = τ9(λ) = τ4(λ) = τ6(λ) ∀λ ∈ F3.

Таким образом, G(F3/Q) = {σ1, σ3, σ7} .

Аналогичным образом можно построить группу автоморфизмов G(Fk/Q) для

любого подполя Fk ⊂ K13 . В частности, G(F6/Q) = {τ1, τ3, τ5, τ7, τ9, τ11} .

Нужно иметь в виду, что выполняются равенства τ1(λ) = τ12(λ) , τ3(λ) = τ10(λ) ,
τ5(λ) = τ8(λ) , τ7(λ) = τ6(λ) , τ9(λ) = τ4(λ) , τ11(λ) = τ2(λ) ∀λ ∈ F6.

Необходимо построить форму f(x, y, z) , каждое значение которой является нор-

мой некоторого целого алгебраического числа из поля F3 = Q(u1 + u5 + u8 + u12) .
Для этого следует найти какой-нибудь фундаментальный базис поля F3 .

Теорема 1. Числа t1 = α1 + α5, t3 = α3 + α11, t7 = α7 + α9 составляют

фундаментальный базис поля F3 = Q(t1) .

Доказательство. Построим многочлен ϕ(x) = (x− t1)(x− t3)(x− t7) . Так как

t1+t3+t7 = −1, t1t3+t1t7+t3t7 = −4, t1t3t7 = −1 , то имеем ϕ(x) = x3+x2−4x+1 .

Так как ϕ(x) неприводим над полем Q , то он – минимальный многочлен

числа t1 . Найдем дискриминант этого многочлена и поля F3 = Q(t1) . Имеем

D(ϕ) = D(F3) = 169 = 132 . Равенство дискриминантов минимального многочлена

числа t1 ∈ F3 и поля F3 = Q(t1), в силу теоремы 7.1.7 работы [8, с. 146], означает,

что числа (1, t1, t
2

1
) составляют фундаментальный базис поля F3 = Q(t1) .

Из равенств t1 + t3 + t7 = −1 и t2
1
= −4t1 − 3t3 − 2t7 получим

(1, t1, t
2

1
) = (t1, t3, t7)T, T =

∥∥∥∥∥∥

−1 1 −4
−1 0 −3
−1 0 −2

∥∥∥∥∥∥
.

Так как det T = −1 и (1, t1, t
2

1
) – фундаментальный базис, то (t1, t3, t7) также

фундаментальный базис поля F3 = Q(t1) . Теорема 1 доказана.



ДИОФАНТОВО УРАВНЕНИЕ, ПОРОЖДЕННОЕ ПОДПОЛЕМ . . . 151

2. Диофантово уравнение, порожденное подполем F3 ⊂ K13

Пусть γ ∈ F3 – целое число и γ = xt1 + yt3 + zt7 . Так как (t1, t3, t7) также

фундаментальный базис поля F3 , то x, y, z – целые рациональные числа. Найдем

норму NF3
(γ) . Имеем

NF3
(γ) = τ1(γ)τ3(γ)τ7(γ) = (xt1 + yt3 + zt7)(xt3 + yt7 + zt1)(xt7 + yt1 + zt3).

Это равенство определяет норму f(x, y, z) , коэффициенты которой – симметриче-

ские многочлены относительно t1, t3, t7, и их можно вычислить. Найдем

f(x, y, z) = −(x3 + y3 + z3)− 3(x2y + y2z + z2x) + 10(x2z + y2x+ z2y)− 19xyz. (4)

Таким образом, в случае E = F3 = Q(t1) уравнение (3) примет вид

NF3
(γ) = f(x, y, z) = a, (5)

где f(x, y, z) – форма из равенства (4).

Решение уравнения (5) нужно начинать с описания множества единиц с нор-

мой 1 поля F3 . Базисные элементы t1, t3, t7 являются корнями многочлена ϕ(x) =
x3 + x2 − 4x+ 1 и имеют норму NF3

(ti) = −1 (i = 1, 3, 7) .
По теореме Дирихле о единицах в поле F3 должны быть две основные еди-

ницы. В работе [8, с. 377] приведена таблица основных единиц тридцати вполне

вещественных полей степени 3 . Среди них имеется и поле F3 с дискриминантом

D(F3) = 169 . Согласно этой таблице основными единицами поля F3 являются чис-

ла δ1 = 2 + 2θ − θ2 и δ2 = −θ , где θ – корень многочлена ϕ1(x) = −ϕ(−x) =
x3 − x2 − 4x− 1 . Если перейти к нашим обозначениям, то δ2 = −θ = t1 = α1 + α5

и δ1 = t3 = α3 + α11 . Норма этих единиц равна (−1) . При решении диофантовых

уравнений нужны единицы с нормой +1 . Поэтому будем считать, что основными

единицами поля F3 являются числа ε1 = −t1, ε2 = −t3 .

Далее, нужно найти полный набор неассоциированных решений уравнения (5)

в зависимости от правой части a .

Сначала предположим, что a = p – простое число. В этом случае наличие

решения уравнения (5) зависит от порядка числа p по модулю 13 . Порядок s
числа p по модулю 13 является делителем ϕ(13) = 12 . Значит, порядок s числа p
по модулю 13 равен одному из чисел 1, 2, 3, 4, 6, 12. Рассмотрим все эти случаи.

Случай 1. Порядок простого числа p по модулю 13 равен 1 , т. е. p ≡ 1(mod 13)
и p имеет вид p = 13k + 1 .

K13 – круговое поле с однозначным разложением на множители, и все идеалы

его кольца целых чисел главные. Поэтому согласно закону разложения в круго-

вом поле [5, c. 358] или [1, c. 241] имеем (p) = (γ1)(γ2) . . . (γ12) , где γi – попарно

неассоциированные элементы поля K13 и норма NK13
((γi)) = p (1 ≤ i ≤ 12) . Но

норма главного идеала с точностью до знака равна норме порождающего элемента

[1, c. 250]. Поэтому для любого γi = γ имеем

NK13
((γ)) = |NK13

(γ)| = |τ1(γ)τ2(γ) . . . τ12(γ)| = p. (6)

Положим λ1 = τ1(γ)τ5(γ)τ8(γ)τ12(γ) , λ3 = τ3(γ)τ2(γ)τ11(γ)τ10(γ) ,
λ7 = τ7(γ)τ9(γ)τ4(γ)τ6(γ) . Можно убедиться, что автоморфизмы подгруппы

H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12} оставляют числа λ1, λ3, λ7 на месте. Значит, λi ∈ F3 = Q(t1) ,
i = 1, 3, 7 .
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Так как G(F3/Q) = {σ1, σ3, σ7} и σ1(λ1) = τ1(γ)τ5(γ)τ8(γ)τ12(γ) = λ1, σ3(λ1) =
τ3(γ)τ2(γ)τ11(γ)τ10(γ) = λ3 , σ7(λ1) = τ7(γ)τ9(γ)τ4(γ)τ6(γ) = λ7 , то равенство (6)

примет вид

NK13
((γ)) = |NK13

(γ)| = |λ1λ3λ7| = |σ1(λ1)σ3(λ1)σ7(λ1)| = |NF3
(λ1)| = p.

Аналогично получим равенства |NF3
(λ3)| = p и |NF3

(λ7)| = p . При этом из то-

го, что γi (1 ≤ i ≤ 12) попарно не ассоциированы, следует, что λ1, λ3, λ7 также

попарно не ассоциированы. Таким образом, доказана

Теорема 2. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4) и p = 13k+1 – простое

число. Тогда уравнение NF3
(γ) = f(x, y, z) = p имеет решение λ ∈ F3 . Полный

набор его неассоциированных решений состоит из чисел σ1(λ), σ3(λ), σ7(λ) .

Случай 2. Порядок простого числа p по модулю 13 равен 2 , т. е. p2≡1 (mod 13) .
Это означает, что p имеет вид p = 13k + 12 . По закону разложения в круговом

поле имеем (p) = A1A2A3A4A5A6 и NK13
(Ai) = p2, 1 ≤ i ≤ 6 .

Попарно различные простые идеалы Ai ∈ K13 , согласно следствию 2 работы

[9, с. 72], являются идеалами кольца целых чисел подполя степени
1

2
(ϕ(13)) = 6 ,

т. е. поля F6 . Из того, что K13 – поле с однозначным разложением на множи-

тели, следует, что эти идеалы Ai являются главными. Значит, имеются такие

попарно неассоциированные целые числа γ1, γ2, γ3, γ4, γ5, γ6 поля F6 , что (p) =
(γ1)(γ2)(γ3)(γ4)(γ5)(γ6) и NK13

((γi)) = p2, 1 ≤ i ≤ 6 .

Из предложения 14.1.3 [1, с. 250] следует, что норма главного идеала с точностью

до знака совпадает с нормой порождающего элемента. Поэтому, если (γ) – любой

идеал из разложения (p) , то NK13
((γ)) = |NK13

(γ)| = p2 . Но γ ∈ F6 . Поэтому

согласно предложению [7, с. 176] имеем |NK13
(γ)| = (NF6

(γ))2 = p2 или

|NF6
(γ)| = |τ1(γ)τ3(γ)τ5(γ)τ7(γ)τ9(γ)τ11(γ)| = p. (7)

Введем обозначения δ1 = τ1(γ)τ5(γ), δ3 = τ3(γ)τ11(γ), δ7 = τ7(γ)τ9(γ) и вычис-

лим NF3
(δ1) . Так как

σ1(δ1) = τ1(γ)τ5(γ) = δ1, σ3(δ1) = τ3(γ)τ11(γ) = δ2, σ7(δ1) = τ7(γ)τ9(γ) = δ7,

то равенство (7) примет вид |NF6
(γ)| = |NF3

(δ1)| = p . Аналогично можно получить

равенства |NF3
(δ3)| = p и |NF3

(δ7)| = p . Из того, что множители p из разложе-

ния (7) попарно не ассоциированы, следует, что числа σ1, σ3, σ7 также попарно не

ассоциированы. Таким образом, доказана

Теорема 3. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4) и p = 13k+12 – простое

число. Тогда уравнение NF3
(γ) = f(x, y, z) = p имеет решение δ ∈ F3 и числа

σ1(δ), σ3(δ), σ7(δ) составляют полный набор его неассоциированных решений.

Случай 3. Порядок простого числа p по модулю 13 равен 4 , т. е. p4≡1 (mod 13) .

Этому условию удовлетворяют простые числа видов p = 13k+5 и p = 13k+8 .

По закону разложения в круговом поле [5, с. 358] или [1, c. 241] имеем (p) =
A1 A2 A3 , где Ai – попарно различные простые идеалы и NK13

(Ai) = p4, i = 1, 2, 3 .

По следствию 2 работы [9, с. 72] A1, A2, A3 являются идеалами кольца целых чисел

поля степени
1

4
(ϕ(13)) = 3 , т. е. поля F3 = Q(t1) . Из того, что K13 – поле с одно-

значным разложением, следует, что эти идеалы Ai являются главными. Это озна-

чает, что имеются такие попарно неассоциированные целые числа λ1, λ2, λ3 ∈ F3 ,

что (p) = (λ1)(λ2)(λ3) и NK13
((λi)) = p4, i = 1, 2, 3 .
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Но норма главного идеала с точностью до знака совпадает с нормой порождае-

мого элемента [1, с. 250], поэтому, если (λ) – любой из идеалов (λ1), (λ2), (λ3) , то

NK13
((λ)) = |NK13

(λ)| = p4 . Так как λ ∈ F3 , то согласно предложению [7, с. 176]

имеем |NK13
(λ)| = (NF5

(λ))4 = p4 . Отсюда |NF3
(λ)| = |σ1(λ)σ3(λ)σ7(λ)| = p . Так

как λ – любое из попарно неассоциированных чисел λ1, λ2, λ3 , то доказана

Теорема 4. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4) и p = 13k + 5 или

p = 13k + 8 – простое число. Тогда уравнение NF3
(γ) = f(x, y, z) = p имеет

решение δ ∈ F3 и числа δ1 = σ1(δ), δ2 = σ3(δ), δ3 = σ7(δ) составляют полный

набор его неассоциированных решений.

Случай 4. Порядок простого числа p по модулю 13 равен 3 , т. е. p3 ≡ 1
(mod 13) . Такие числа имеют вид p = 13k + 3 или p = 13k + 9 . Можно уста-

новить, что простые числа порядка 3 разлагаются на 4 простых множителя в

подполе F4 степени 4 . Но F4 ∩ F3 = Q . Это означает, что простые числа видов

p = 13k + 3 или p = 13k + 9 в поле F3 = Q(t) остаются простыми и уравнение

F3(γ) = f(x, y, z) = p не имеет решения.

Случай 5. Простое число p имеет порядок 6 , т. е. p6 ≡ 1(mod 13) . Это означает,

что p имеет вид p = 13k+4 или p = 13k+10 . Повторив рассуждения для случая 4 ,

убедимся, что и в случае 5 в поле F3 нет числа с нормой p .

Случай 6. Порядок простого числа p равен 12 , т. е. p12 ≡ 1(mod 13) . Такие

числа имеют вид p = 13k + t, t = 2, 6, 7, 11 . По закону разложения такие числа

остаются простыми в поле K13 и всех его подполях.

Объединив итоги случаев 4, 5, 6, убедимся, что имеет место

Теорема 5. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4) и p – простое число

вида p = 13k+t, t = 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 . Тогда уравнение NK13
(γ) = f(x, y, z) = p

не имеет решения.

Теорема 6. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4), p – простое чис-

ло вида p = 13k + s (1 ≤ s ≤ 12), F3 = Q(t1) и H4 ⊂ G(K13/Q) – под-

группа автоморфизмов, относительно которой инвариантно поле F3 . Уравнение

NF3
(γ) = f(x, y, z) = p имеет решение тогда и только тогда, когда автоморфизм

τs ∈ H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12, } , т. е. s ∈ {1, 5, 8, 12} .

Доказательство. Если p = 13k + 1 , то утверждение следует из теоремы 2,

если p = 13k + 5 или p = 13k + 8 , то – из теоремы 4, если p = 13k + 12 , то – из

теоремы 3. Если же p = 13k + t, t = 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11, то в силу теоремы 5 наше

уравнение не имеет решения. Теорема 6 доказана.

Рассмотрим теперь случай, когда в правой части уравнения стоит простое число

p = 13 . В этом случае согласно предложению 13.2.7 работы [1, c. 242] имеется глав-

ный идеал (λ) такой, что (13) = (λ)12 и NK13
((λ)) = 13 . Отсюда по предложению

14.1.2 работы [1, c. 250] получим

NK13
((λ)) = |NK13

(λ)| = |τ1(λ)τ2(λ) . . . τ12(λ)| = 13.

Введем обозначения

σ1(λ) = τ1(λ)τ5(λ)τ8(λ)τ12(λ), σ3(λ) = τ3(λ)τ11(λ)τ2(λ)τ10(λ),

σ7(λ) = τ7(λ)τ9(λ)τ4(λ)τ6(λ).
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Отсюда, повторив рассуждения, проведенные при изучении случая 1, найдем

|δ1δ3δ7| = |σ1(δ1)σ3(δ1)σ7(δ1)| = |NF3
(δ1)| = 13.

Числа σ1(δ1), σ3(δ1), σ7(δ1) порождают один и тот же идеал (δ1) . Поэтому имеем

(13) = (δ1)
3 . Это означает, что доказана

Теорема 7. Пусть f(x, y, z) – форма из равенства (4). Тогда уравнение

NF3
(γ) = f(x, y, z) = 13 (8)

имеет решение δ ∈ F3 и полный набор неассоциированных решений состоит из

одного числа δ .

Запишем формулу общего решения уравнения (8). Из равенства f(x,−1, 0) =
−x3 + 3x2 + 10x + 1 найдем f(1,−1, 0) = 13 . Значит, δ = t1 − t3 – решение и

NF3
(δ) = (t1 − t3)(t3 − t7)(t7 − t1) = 13 . Указанные три делителя числа 13 должны

быть ассоциированы. Действительно, если δ1 = t1 − t3 , δ2 = t3 − t7 , δ3 = t7 − t1 ,

ε1 = −t1 , ε2 = −t3 , то δ1 = δ2ε1, δ2 = δ3ε2 . Отсюда следует, что (δ1) = (δ2) = (δ3)
и (13) = (δ1)

3 . Общее решение уравнения (8) имеет вид γk,l=(t1− t3)εk1εl2, k, l ∈ Z ,

ε1 = −t1, ε2 = −t3 .

Перейдем к изучению общего случая, когда в правой части уравнения (5) стоит

произвольное целое рациональное число a 6= 0 .

Определение 1. Целое рациональное число a 6= 0 будем называть нормой,

если уравнение NF3
(γ) = f(x, y, z) = a имеет решение.

Лемма 1. Если a1 и a2 являются нормами, то a1a2 – также норма.

Доказательство. Из условий следует, что имеются такие δ1∈F3, δ2∈F3 , что

NF3
(δ1) = a1 , NF3

(δ2) = a2 . Тогда NF3
(δ1δ2) = NF3

(δ1)NF3
(δ2) = a1a2 . Это озна-

чает, что уравнение f(x, y, z) = a1a2 имеет решение γ = δ1δ2 , которое находится

как произведение решений уравнений f(x, y, z) = a1 и f(x, y, z) = a2 . Лемма 1

доказана.

Определение 2. Норму a назовем первичной, если она является нормой про-

стого элемента поля F3 .

Лемма 2. Первичными нормами являются: – все простые числа видов p =
13k + t, t = 1, 5, 8, 12; – простое число 13; – числа p3 , где p – инертное в F3

простое число, т. е. p = 13k + t, t = 2, 3, 4 , 6, 7, 9, 10, 11 .

Доказательство. То, что простые числа вида p = 13k + t, t = 1, 5, 8, 12 , –

первичные нормы, вытекает из теорем 2, 4, 3 соответственно. Из теоремы 7 следует,

что простое число p = 13 также первичная норма. Пусть теперь p – инертное в F3

простое число, т. е. p = 13k + t, t = 2, 3, 4, 6, 7, 9, 10, 11 . Тогда в силу теоремы 5

число p нормой не является. Вычислим норму самого простого в F3 числа p .

Имеем NF3
(p) = σ1(p)σ3(p)σ7(p) = p3 .

Таким образом, p3 – первичная норма. Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Пусть a – норма, а p – инертное в F3 простое число. Тогда, если

a делится на p , то a делится на p3 .

Доказательство. По условию леммы простое число p остается простым и в

поле F3 = Q(t1) . Так как a – норма, то имеется такое целое число λ ∈ F3 , что

NF3
(λ) = σ1(λ)σ3(λ)σ7(λ) = a . Так как a

...p и p – простые числа, то, по крайней
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мере, один из трех множителей σi(λ) делится на p . Пусть σ3(λ)
...p и σ3(λ) = pµ ,

µ ∈ F3 – целое число. Применив к равенству σ3(λ) = pµ автоморфизм σ−1

3
= σ7 ,

найдем λ = pσ7(µ) . Здесь σ7(µ) – целое число, поэтому λ делится на p . Тогда

получим NF3
(λ) = p3σ1(µ)σ3(µ)σ7(µ) = a , т. е. a делится на p3 . Лемма 3 доказана.

Объединив леммы 1 – 3, получим следующее утверждение.

Теорема 8. Пусть F3 = Q(t1) , f(x, y, z) – форма из равенства (4) и a 6= 0 –

целое рациональное число. Диофантово уравнение NF3
(γ) = f(x, y, z) = a имеет

решение тогда и только тогда, когда степень инертного в F3 простого числа,

входящего в каноническое разложение числа a , делится на 3 .

Приведем примеры уравнений вида NF3
(γ) = f(x, y, z) = a , где f(x, y, z) – фор-

ма из равенства (4). Требуется установить, имеет ли данное уравнение решение в

поле F3 = Q(t1) . Если имеет, то нужно указать полный набор его неассоциирован-

ных решений.

Примеры уравнений.

2.1. NF3
(γ) = f(x, y, z) = 5.

2.2. NF3
(γ) = f(x, y, z) = 29.

2.3. NF3
(γ) = f(x, y, z) = 53.

2.4. NF3
(γ) = f(x, y, z) = 200.

Решения.

Пример 2.1. В правой части этого уравнения простое число p = 5 = 13 · 0 + 5 .

Автоморфизм τ5 ∈ H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12} . Согласно теореме 6 данное уравнение

имеет решение. Действительно, f(x, 1, 0) = −x3 − 3x2 + 10x − 1 и f(1, 1, 0) = 5 .

Значит, δ = t1 + t3 – решение этого уравнения и числа δ1 = σ1(δ) = t1 + t3 , δ2 =
σ3(δ) = t3+t7 , δ3 = σ7(δ) = t7+t1 составляют полный набор его неассоциированных

решений.

Пример 2.2. В правой части уравнения простое число p = 29 = 13 · 2 + 3 .

Автоморфизм τ3 не входит в подгруппу H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12} . По теореме 6 данное

уравнение решения не имеет.

Пример 2.3. В правой части уравнения простое число p = 53 = 13 · 4 + 1 . Ав-

томорфизм τ1 ∈ H4 = {τ1, τ5, τ8, τ12} , и уравнение имеет решение. Действительно,

f(x,−2, 0) = −x3 + 6x2 + 40x + 8 и f(1,−2, 0) = 53 , т. е. λ = t1 − 2t3 – решение,

а числа λ1 = σ1(λ) = t1−2t3, λ2 = σ2(λ) = t3−2t7, λ3 = σ7(λ) = t7−2t1 составляют

полный набор его неассоциированных решений.

Пример 2.4. В правой части уравнения составное число a = 200 = 23 · 52 . В его

разложение входит инертное в поле F3 простое число p = 2 , и его степень делится

на 3 . По теореме 8 данное уравнение имеет решение.

Число a = 23 · 5 · 5 представляется в виде произведения трех первичных норм

23 , 5 и 5 . Полный набор неассоциированных решений нашего уравнения находит-

ся как произведение полных наборов соответствующих уравнений. В примере 2.1

показано, что полный набор неассоциированных решений уравнения f(x, y, z) = 5
состоит из чисел δ1 = t1 + t3, δ2 = t3 + t7, δ3 = t7 + t1 , а все решения уравнения

f(x, y, z) = 23 ассоциированы с числом p = 2 . Поэтому полный набор неассоции-

рованных решений уравнения f(x, y, z) = 200 состоит из следующих шести чисел:

λ1 = 2δ2
1
= −8t1− 6t3− 6t7 , λ2 = 2δ2

2
= −6t1− 8t3− 6t7 , λ3 = 2δ2

3
= −6t1− 6t3− 8t7 ,

λ4 = 2δ1δ2 = 4t1 + 2t7 , λ5 = 2δ1δ3 = 2t3 + 4t7 , λ6 = 2δ2δ3 = 2t1 + 4t3 .
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3. Круговое поле K19 и его подполя

Приняты обозначения

νk = cos
2kπ

19
+ i sin

2kπ

19
, ν = ν1, K19 = Q(ν), βk = νk + ν19−k (k – нечетно),

s1 = β1 + β7 + β11, s3 = β3 + β5 + β17, s9 = β9 + β13 + β15.

Группа Галуа G(K19/Q) изоморфна мультипликативной группе UZ19 классов вы-

четов, взаимно простых с модулем 19 . Автоморфизм, соответствующий классу s,
обозначим через τs . Он действует по формуле τs(νk) = νsk, ν19 = 1 . Группа UZ19

циклическая, и UZ19 = (2) . Отсюда следует, что G(K19/Q) = (τ2) .
Подгруппу порядка s обозначим через Ms , а поле, инвариантное относительно

этой подгруппы, – через El , где s и l связаны равенством sl = ϕ(19) = 18 .

В частности, имеем M2 = (τ18) = {τ18, τ1} , M3 = (τ7) = {τ7, τ11, τ1} , M6 =
(τ8) = {τ8, τ7, τ18, τ11, τ12, τ1} .

Из включений M2 ⊂ M6 и M3 ⊂ M6 по теории Галуа следуют включения

E3 ⊂ E9 и E3 ⊂ E6 .

Группа Галуа G(E3/Q) изоморфна фактор-группе G(K19/Q)
/
M6 , смежные

классы которой имеют вид

τ1M6 = {τ1, τ7, τ8, τ11, τ12, τ18}, τ3M6 = {τ3, τ2, τ5, τ14, τ17, τ16},

τ9M6 = {τ9, τ6, τ15, τ4, τ13, τ10}.
Повторив рассуждения, приведенные в п. 1 при изучении подполей поля K13 , мож-

но убедиться, что все автоморфизмы смежного класса τiM6 (i = 1, 3, 9) любой эле-

мент γ ∈ E3 переводят в один и тот же элемент. Имея в виду этот факт, можно

считать, что G(E3/Q) ∼= {τ1, τ3, τ6} .

Найдем теперь минимальный многочлен числа s1 = β1 + β7 + β11 . Сопряжен-

ными к s1 являются числа

τ1(s1) = s1 = β1 + β7 + β11, τ3(s1) = β3 + β17 + β5 = s3,

τ9(s1) = β9 + β13 + β15 = s9.

Многочлен минимальной степени с рациональными коэффициентами с кор-

нем s1 имеет вид ψ(x) = (x − s1)(x − s3)(x − s9) . Так как s1 + s3 + s9 = −1 ,

s1s3 + s1s9 + s3s9 = −6, s1s3s9 = 7 , то ψ(x) = x3 + x2 − 6x− 7 .

Многочлен ψ(x) неприводим над полем Q рациональных чисел, и он – мини-

мальный многочлен числа s1 = β1+β7+β11 . Это означает, что s1 – алгебраическое

число степени 3 . Можно убедиться, что все автоморфизмы подгруппы M6 остав-

ляют на месте число s1 = β1 + β7 + β11 = ν1 + ν7 + ν8 + ν11 + ν12 + ν18 , поэтому

s1 ∈ E3 и s1 можно принять в качестве примитивного элемента поля E3 .

Таким образом, установлено, что поле, инвариантное относительно группы

M6 = {τ1, τ7, τ8, τ11, τ12, τ18}, – это E3 = Q(s1) .

Теорема 9. Корни многочлена ψ(x) , т. е. числа s1, s3, s9, составляют фунда-

ментальный базис поля E3 = Q(s1) .

Доказательство. Дискриминант D(ψ) многочлена ψ(x) равен дискриминанту

D(E3) поля E3 ; D(ψ) = D(E3) = 361 = 192 . Отсюда в силу теоремы 7.1.7 работы

[8, с. 146] получим, что числа (1, s1, s
2

1
) составляют фундаментальный базис поля
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E3 = Q(s1) . Имеют место равенства 1 = −s1−s3−s9, s1 = s1, s
2

1
= −4s1−5s3−4s9

или в матричной форме (1, s1, s
2

1
) = (s1, s3, s9)T , где

T =

∥∥∥∥∥∥

−1 1 −4
−1 0 −5
−1 0 −4

∥∥∥∥∥∥
, det T = 1.

Значит, (s1, s3, s9) наряду с базисом (1, s1, s
2

1
) также является фундаментальным

базисом поля E3 = Q(s1) . Теорема 9 доказана.

4. Диофантово уравнение, порожденное подполем E3 ⊂ K19

Пусть γ ∈ E3 – целое число и γ = xs1 + ys3 + zs9 . Так как (s1, s3, s9) – фунда-

ментальный базис поля E3 , то x, y, z – целые рациональные числа. Вычислим нор-

му NE3
(γ) . Имеем NE3

(γ) = τ1(γ)τ3(γ)τ9(γ) = (xs1+ys3+zs9)(xs3+ys9+zs1)(xs9+
ys1 + zs3) . Учитывая, что s1, s3, s9 – корни многочлена ψ(x) = x3 + x2 − 6x − 7 ,

найдем

g(x, y, z) = 7(x3 + y3 + z3)− 17(x2y + y2z + z2x) + 2(x2z + y2x+ z2y) + 23xyz. (9)

Таким образом, в случае E = E3 уравнение (3) примет вид

NE3
(γ) = g(x, y, z) = a, (10)

где g(x, y, z) – форма из равенства (9).

Для решения уравнения (10) нужны основные единицы поля E3 с нормой +1 .

В работе [8, с. 377] приведена таблица основных единиц тридцати вполне веще-

ственных полей степени 3 . Среди них имеется и поле E3 с дискриминантом 361 .

Примитивный элемент этого поля в таблице обозначен через θ , и он является кор-

нем многочлена ψ(x) = x3+x2− 6x− 7 . У нас корни этого многочлена обозначены

через s1, s3, s9 . Поэтому имеем θ = t1 . В таблице первая основная единица имеет

вид e1 = 4+θ−θ2 . В наших обозначениях e = t1+t3 . Норма NE3
(e1) = −1 . Поэтому

нужно считать, что первая основная единица поля E3 имеет вид ε = −e1 = −t1−t3 .

Вторая основная единица по упомянутой таблице имеет вид e2 = 5 − θ2 =
−s1 − s9 . Норма NE3

(e2) = 1 . Поэтому вторая основная единица поля E3 имеет

вид ε2 = e2 = −t1 − t9 .

Основные единицы поля E3 выбраны: ε1 = −t1−t3, ε2 = −t1−t9 . Далее нужно

найти полный набор неассоциированных решений уравнения (10) в зависимости от

правой части a . Это делается в точности по той же схеме, что и при решении

уравнения (5) в поле F3 ⊂ K13 . Поэтому ограничимся тем, что сформулируем две

итоговые теоремы и приведем примеры.

Теорема 10. Пусть g(x, y, z) – форма из равенства (9), p – простое чис-

ло вида p = 19k + t (1 ≤ t ≤ 18), E3 = Q(s1) и M6 ⊂ G(K19/Q) – подгруппа

автоморфизмов, относительно которой инвариантно поле E3 . Уравнение

NE3
(γ) = g(x, y, z) = p (11)

имеет решение тогда и только тогда, когда автоморфизм τt ∈ M6 = {τ1, τ7, τ8 ,

τ11, τ12, τ18} , т. е. t = 1, 7, 8, 11, 12, 18.

По этой теореме, если простое число p имеет вид

p = 19k + t, t = 2, 3, 4, 5, 6, 9, 10, 13, 14, 15, 16, 17, (12)
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то уравнение (11) не имеет решений. Это означает, что простые числа вида (12)

остаются простыми и в поле E3 = Q(s1) . Поэтому их называют инертными в

поле E3 .

Теорема 11. Пусть g(x, y, z) – форма из равенства (9) и a 6= 0 – целое рацио-

нальное число. Уравнение NE3
(γ) = g(x, y, z) = a имеет решение тогда и только

тогда, когда степень инертного в E3 простого числа, входящего в разложение

числа a , делится на 3 .

Приведем примеры уравнений вида NE3
(γ) = g(x, y, z) = a , где g(x, y, z) – фор-

ма из равенства (9). Требуется установить, имеет ли данное уравнение решение в

поле E3 = Q(s1) . Если имеет, то нужно указать полный набор его неассоциирован-

ных решений.

Примеры уравнений.

4.1. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 7 .

4.2. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 37 .

4.3. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 3 .

4.4. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 999 .

4.5. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 49 .

4.6. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 259 .

Решения.

Пример 4.1. В правой части этого уравнения простое число 7 = 19 ·0+7 и авто-

морфизм τ7 ∈M6 = {τ1, τ7, τ8, τ11, τ12, τ18} . Согласно теореме 10 данное уравнение

имеет решение. Действительно, g(x, 0, 0) = 7x3 и g(1, 0, 0) = 7 . Значит, δ = s1 –

решение уравнения 4.1, а числа δ1 = τ1(δ) = s1 , δ2 = τ3(δ) = s3 , δ3 = τ9(δ) = s9 –

полный набор его неассоциированных решений. Умножив эти решения на любую

степень основной единицы, можно получить другие решения, ассоциированные с

ними. Например,

δ1ε1 = s1(−s1 − s3) = 3s1 + 3s3 + s9, g(3, 3, 1) = 7 или

δ2ε1 = s3(−s1 − s3) = 3s1 + 2s3 + 2s9, g(3, 2, 2) = 7 и т. д.

Пример 4.2. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 37 . Из 37 = 19 ·1+18 и τ18 ∈M6 следует, что

решение имеется. Действительно, f(x, 2, 0) = 7x3 − 34x2 +8x+56 и f(1, 2, 0) = 37 .

Решением является число λ = s1+2s3 , а числа λ1 = τ1(λ) = s1+2s3 , λ2 = τ3(λ) =
s3 + 2s9 , λ3 = τ9(λ) = s9 + 2s1 составляют полный набор неассоциированных

решений.

Пример 4.3. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 3 .

Из теоремы 10 следует, что это уравнение не имеет решений.

Пример 4.4. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 999 .

В разложение числа a = 999 = 33 · 37 входит одно инертное в E3 простое

число p = 3 , и его степень делится на 3 . По теореме 11 это уравнение имеет

решение, и полный набор его неассоциированных решений находится как произве-

дение решений уравнений g(x, y, z) = 33 и g(x, y, z) = 37 . В примере 4.2 указано,

что числа λ1 = s1 + 2s3, λ2 = s3 + 2s9, λ3 = s9 + 2s1 составляют полный набор

неассоциированных решений уравнения g(x, y, z) = 37 . Значит, числа 3λ1 = 3s1 +
6s3, 3λ2 = 3s3+6s9, 3λ3 = 3s9+6s1 составляют полный набор неассоциированных

решений уравнения g(x, y, z) = 999 .

Пример 4.5. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 49 .

В разложении числа a = 49 = 72 нет инертного в E3 простого числа. По тео-

реме 11 это уравнение имеет решение, и это решение находится как произведение

двух решений уравнения 4.1, т. е. чисел δ1 = s1, δ2 = s3, δ3 = s9 . Поэтому полный
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набор неассоциированных решений уравнения g(x, y, z) = 49 состоит из следующих

шести чисел:

s2
1
= −4s1 − 5s3 − 4s9, s2

3
= −4s1 − 4s3 − 5s9, s2

9
= −5s1 − 4s3 − 4s9,

s1s3 = s1 + 2s3 + 3s9, s1s9 = 2s1 + 3s3 + s9, s3s9 = 3s1 + s3 + 2s9.

Пример 4.6. NE3
(γ) = g(x, y, z) = 259 .

В разложении числа a = 259 = 7 · 37 нет инертного в поле E3 простого чис-

ла. По теореме 11 это уравнение имеет решение, которое находится как произ-

ведение решений уравнения 4.1 и 4.2, т. е. чисел δ1 = s1, δ2 = s3, δ3 = s9 и

λ1 = s1 + 2s3, λ2 = s3 + 2s9, λ3 = s9 + 2s1 . Отсюда следует, что полный набор

неассоциированных решений уравнения 4.6 состоит из следующих девяти чисел:

δ1λ1 = −2s1 − s3 + 2s9, δ2λ2 = 2s1 − 2s3 − s9, δ3λ3 = −s1 + 2s3 − 2s9,

δ1λ2 = 5s1 + 8s3 + 5s9, δ2λ3 = 5s1 + 5s3 + 8s9, δ3λ1 = 8s1 + 5s3 + 5s9,

δ1λ3 = −6s1 − 7s3 − 7s9, δ2λ1 = −7s1 − 6s3 − 7s9, δ3λ2 = −7s1 − 7s3 − 6s9.

Заключение

Итак, мы получили полное описание случаев решения диофантовых уравнений

с помощью однозначного разложения на множители в круговых полях, работая с

уравнениями третьей степени.

Отметим, что в случае круговых полей с однозначным разложением на простые

множители уравнение третьей степени порождается подполем только четырех кру-

говых полей: K7,K9,K13,K19 .

Таким образом, мы завершили исследование, начатое в статье [4], и подвели

общий итог работы с диофантовыми уравнениями третьей степени, решая их с

помощью однозначности разложения в круговых полях.
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Abstract

Two forms f(x, y, z) and g(x, y, z) of degree 3 were constructed, with their values being the
norms of numbers in the subfields of degree 3 of the circular fields K13 and K19 , respectively.
Using the decomposition law in a circular field, Diophantine equations f(x, y, z) = a and
g(x, y, z) = b , where a, b ∈ Z, a 6= 0, b 6= 0 were solved. The assertions that, based on the
canonical decomposition of the numbers a и b into prime factors, make it possible to determine
whether the equations f(x, y, z) = a and g(x, y, z) = b have solutions were proved.
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