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Аннотация

Изучена неоднородная краевая задача Гильберта для верхней полуплоскости с конеч-
ным индексом и краевым условием на вещественной оси для одного обобщенного урав-
нения Коши –Римана с сингулярной точкой на вещественной оси. Получена структурная
формула общего решения этого уравнения при ограничениях, приводящих к бесконеч-
ному индексу логарифмического порядка сопутствующей краевой задачи Гильберта для
аналитических функций. Эта формула и результаты по разрешимости задачи Гильберта
теории аналитических функций применены при решении поставленной краевой задачи.

Ключевые слова: краевая задача Гильберта, обобщенные аналитические функции,
сингулярная точка, бесконечный индекс, целые функции уточненного нулевого порядка

Введение

В плоскости комплексного переменного z = x+iy обозначим верхнюю полуплос-
кость символом E , вещественную ось – символом \Gamma = \{ z : Im z = 0\} . В области E
рассмотрим частный случай обобщенной системы Коши– Римана с сингулярной
точкой

\partial zU  - A(z)U = F (z), A(z) =
za(z)

| z| 2
. (1)

Здесь a(z), F (z) \in C(E \setminus \{ 0\} ) , a(z) – функция, ограниченная в E . Мы иссле-
дуем задачу Гильберта с краевым условием на \Gamma и непрерывными коэффициентом
и правой частью в классе решений U(z) системы (1). Решение краевой задачи
построим с использованием структурной формулы общего решения системы (1).
Мы выведем эту формулу при ограничениях, допускающих бесконечный индекс
сопутствующей задачи Гильберта для аналитических функций.

Теория обобщенных систем Коши– Римана

\partial zU +A(z)U +B(z)U = F (z), z \in G,

с коэффициентами из Lp(G), p > 2, в случае, когда область G конечна или из
Lp(G) \cap Lp\prime 

(G), p > 2, 1 < p\prime < 2, для неограниченной области и краевых задач
для них изложена в монографии [1]. Аппарат, введенный И. Н. Векуа, применяет-
ся к прикладным задачам теории поверхностей, теории оболочек [1], в частности,
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к нелинейным задачам равновесия тонких упругих оболочек [2,3]. Изучению эллип-
тической системы, коэффициенты которой обращаются в бесконечность степенного
(не ниже первого) порядка в изолированных точках (сингулярные точки) или на
некоторой линии L (L – сингулярная линия), и краевых задач для её решений
посвящены, например, работы [4–17].

Отметим, что в приведенных выше работах рассмотрены задачи, приводящиеся
к краевым задачам теории аналитических функций с конечным индексом. Н. Р. Ра-
джабов [16] заметил, что при определенных условиях на коэффициенты системы
краевая задача с конечным индексом для обобщенных аналитических функций
с сингулярной линией может трансформироваться в аналогичную задачу теории
аналитических функций, но с бесконечным индексом. Развитие данной работы со-
держится в статьях А. Б. Расулова [16,17], в которых приведены формулы общего
решения и обсуждены вопросы разрешимости краевых задач. Подробные иссле-
дования разрешимости краевых задач для обобщенных аналитических функций с
сингулярной линией при ограничениях, приводящих к бесконечному индексу со-
путствующих задач для аналитических функций, содержатся в работах [18–21].

1. Решение эллиптической системы

Проведем решение уравнения (1), следуя методу, разработанному А. Б. Расуло-
вым и И. Н. Дорофеевой в [15]. При этом в отличие от [14, 15] сингулярная точка
в нашей работе лежит на границе, а не внутри полуплоскости, а функция a(z) не
предполагается непрерывной в замкнутой полуплоскости.

Именно, мы будем считать, что для функции a(z) существует аналитическая
в E , непрерывная в E \setminus \{ 0\} функция b(z) , удовлетворяющая условиям

b(z) = b+ o(1), z \rightarrow 0, y \not = 0; (2)

b(z) = O(| z|  - \beta ), | z| \rightarrow \infty , \beta > 0, (3)

граничные значения функции b(z) (т. е. функция b(x)) непрерывны по Гёльдеру
с показателем \gamma на интервалах ( - \infty , 0), (0,+\infty ) , включая концы, в точке x = 0
функция b(x) имеет односторонние мнимые пределы

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
x\rightarrow 0\pm 

b(x) = ib\pm . (4)

Кроме того, потребуем, чтобы для A(z) существовали такие числа p>2 , 1 < p\prime < 2 ,
что

A0(z) :=
z(a(z) - b(z))

| z| 2
\in Lp(E) \cap Lp\prime 

(E), p > 2, 1 < p\prime < 2. (5)

Таким образом, в отличие от [15] мы отказались от непрерывности a(z) на \Gamma .
Это изменение повлияет на вывод формулы общего решения уравнения (1) и при
решении краевой задачи приведет к случаю бесконечного индекса.

Введем семейство областей E\varepsilon = E \cap \{ z : \varepsilon < | z| < 1/\varepsilon \} , \varepsilon \in (0, 1) . Мы должны
доказать (см. [15]), что для оператора Векуа

(T\varepsilon A)(z) =  - 1

\pi 

\int 
E\varepsilon 

A(\zeta )d2\zeta 

\zeta  - z

в условиях (2)–(5) существует равномерный предел

\Omega (z) := \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

(T\varepsilon A)(z), z \in K, (6)
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на любом компакте K \in E , и этот предел удовлетворяет уравнению

\partial z\Omega (z) = A(z), z \in E.

Для правой части уравнения (1) потребуем выполнения условия

e - \Omega (z)F (z) \in Lp(E\varepsilon ) \cap Lq(E\varepsilon ), p > 2, 1 < q < 2,

для каждого достаточно малого \varepsilon > 0 . Тогда общее решение уравнения (1) в E
можно представить следующей формулой [15]

U(z) = e\Omega (z)[(T (e - \Omega F ))(z) + \phi (z)], z \in E,

где \phi (z) – функция, аналитическая в E .
Докажем существование и найдем предел (6). Граница области E\varepsilon состоит из

двух отрезков вещественной оси [ - 1/\varepsilon , - \varepsilon ], [\varepsilon , 1/\varepsilon ] и двух полуокружностей l\varepsilon =
\{ z : z = \varepsilon ei\theta , 0 < \theta < \pi \} и L\varepsilon = \{ z : z = ei\theta /\varepsilon , 0 < \theta < \pi \} . Следуя [15], представим
T\varepsilon A в виде

(T\varepsilon A)(z) = (T\varepsilon A0)(z) - I\varepsilon (z), I\varepsilon (z) =
1

\pi 

\int 
E\varepsilon 

\zeta 

| \zeta | 2
b(\zeta )d2\zeta 

\zeta  - z
,

где

I\varepsilon (z) = \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\delta \rightarrow 0

1

\pi 

\int 
E\varepsilon ,\delta 

\zeta 

| \zeta | 2
b(\zeta )d2\zeta 

\zeta  - z
, E\varepsilon ,\delta = E\varepsilon \cap \{ | \zeta  - z| \geq \delta \} .

С учетом равенства \partial \zeta \mathrm{l}\mathrm{n} | z| = z/(2| z| 2) после применения формулы Грина и пере-
хода к пределу по \delta \rightarrow 0 при условии (2) получим

I\varepsilon (z) =
1

\pi i

\int 
\partial E\varepsilon 

b(\zeta ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \zeta | 
\zeta  - z

d\zeta  - 2b(z) \mathrm{l}\mathrm{n} | z| . (7)

Пусть z = rei\varphi – фиксированная точка из компакта K . Выберем \varepsilon настолько
малым, чтобы выполнялись неравенства \varepsilon < | z| < 1/\varepsilon . Рассмотрим криволиней-
ные интегралы, входящие в правую часть формулы (7). Для интеграла по дуге
окружности l\varepsilon с учетом (2) выведем оценку\bigm| \bigm| \bigm| 1

\pi i

\int 
l\varepsilon 

b(\zeta ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \zeta | d\zeta 
\zeta  - z

\bigm| \bigm| \bigm| = b \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon 

\pi 

\bigm| \bigm| \bigm| \int 
l\varepsilon 

d\zeta 

\zeta  - z

\bigm| \bigm| \bigm| = O(\varepsilon \mathrm{l}\mathrm{n} \varepsilon ), \varepsilon \rightarrow 0.

Для интеграла по дуге L\varepsilon при достаточно малых \varepsilon в силу (3) получим\bigm| \bigm| \bigm| 1
\pi i

\int 
L\varepsilon 

b(\zeta ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \zeta | d\zeta 
\zeta  - z

\bigm| \bigm| \bigm| = O(\varepsilon \beta \mathrm{l}\mathrm{n}(1/\varepsilon )), \beta > 0, \varepsilon \rightarrow 0.

Теперь очевидно следующее асимптотическое равенство

1

\pi i

\Bigl( \int 
l\varepsilon 

+

\int 
L\varepsilon 

\Bigr) b(\zeta ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \zeta | 
\zeta  - z

d\zeta = o(1), \varepsilon \rightarrow 0. (8)
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В равенстве (7), приняв во внимание (8), перейдем к пределу по \varepsilon \rightarrow 0 при
фиксированном z \in K :

\mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
\varepsilon \rightarrow 0

I\varepsilon (z) =  - 2b \mathrm{l}\mathrm{n} | z| + 1

\pi i

\Bigl( 0\int 
 - \infty 

+

+\infty \int 
0

\Bigr) b(\xi ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \xi | 
\xi  - z

d\xi , (9)

причем несобственные интегралы с бесконечным пределом в формуле (9) сходятся
в силу условий (3), (4) и условия Гёльдера с показателем \gamma на интервалах интегри-
рования для функции b(\xi ) . Для интегралов типа Коши с плотностью, имеющей в
начале координат разрыв логарифмического порядка, справедливы асимптотиче-
ские формулы И. М. Мельника (см., например, [22], с. 68), из которых с учетом
формулы (4) выведем

1

\pi i

\Bigl( 0\int 
 - \infty 

+

+\infty \int 
0

\Bigr) b(\xi ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \xi | d\xi 
\xi  - z

=
b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2

1

z
 - (b - + b+) \mathrm{l}\mathrm{n}

1

z
+O(1), z \rightarrow 0. (10)

Регулярные слагаемые в правой части равенства (10) на контуре интегрирования
удовлетворяют условию Гёльдера с показателем \gamma (см. [22], с. 73). Таким образом,
как и в [15], но при условиях (2)–(4) получена формула

\Omega (z) = H(z) - 2b(z) \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| z| 
,

H(z) = (TA0)(z) +
1

\pi i

\Bigl( 0\int 
 - \infty 

+

+\infty \int 
0

\Bigr) b(\xi ) \mathrm{l}\mathrm{n} | \xi | 
\xi  - z

d\xi .

(11)

С учетом (11) и формулы Сохоцкого выведем асимптотику в окрестности t = 0
для граничных значений \Omega (z) :

\Omega (t) =

\left\{         
b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2

1

| t| 
+ i2(b -  - b+) \mathrm{l}\mathrm{n}

1

| t| 
+O(1), t\rightarrow 0 - ,

b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2

1

t
+ i(b+  - b - ) \mathrm{l}\mathrm{n}

1

t
+O(1), t\rightarrow 0 + .

(12)

Итак, мы доказали, что при условиях (2)–(4) функция I+\varepsilon (z) равномерно схо-
дится на компакте к пределу (9). Следовательно (см. [14], [15]), общее решение
уравнения (1) в области E задается формулами вида

U(z) = e\Omega (z)[(T (e - \Omega F ))(z) + \phi (z)], (13)

где \Omega (z) – функция (11), интегральный оператор Векуа

(TA0)(z) =  - 1

\pi 

\int 
E

A0(\zeta ) d2\zeta 

\zeta  - z
, z \in E,

действует [1] из Lp(E) \cap Lp\prime 
(E), p > 2, 1 < p\prime < 2, в класс Гёльдера H(E) , \phi (z) –

произвольная функция, аналитическая в области E и непрерывная в E .

Теорема 1. Пусть коэффициент A(z) уравнения (1) удовлетворяет условиям
(2)–(5) и (e - \Omega F )(z) \in Lp(E)\cap Lp\prime 

(E), p > 2, 1 < p\prime < 2 . Тогда общее решение урав-
нения (1) в классе функций с ограниченным произведением U(z)e - \Omega (z) задается
формулой (13), в которой \phi (z) – произвольная функция, аналитическая в E .
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2. Решение задачи Гильберта

В классе решений (13) уравнения (1) рассмотрим в полуплоскости E задачу
Гильберта с краевым условием на вещественной оси

Re [e - i\alpha (t)U(t)] = f(t), t \in \Gamma , (14)

непрерывным по Гёльдеру всюду на \Gamma , включая бесконечно удаленную точку,
коэффициентом e - i\alpha (t) и правой частью f(t) . Подставив функцию (13) в усло-
вие (14), получим краевое условие задачи Гильберта для определения функ-
ции \phi (z) , аналитической в полуплоскости

Re [e - i\alpha \ast (t)\phi (t)] = f\ast (t), t \in \Gamma , \alpha \ast (t) = \alpha (t) - Im \Omega (t),

f\ast (t) = f(t)e - Re \Omega (t)  - Re [e - i\alpha \ast (t)(T (e - \Omega F ))(t)].
(15)

Из формул (12), (15) выведем равенства

\alpha \ast (t) =

\left\{                   

\varphi (t), t \in ( - \infty , - 1),

2(b+  - b - ) \mathrm{l}\mathrm{n}
1

| t| 
+ \varphi (t), t \in ( - 1, 0),

(b -  - b+) \mathrm{l}\mathrm{n}
1

t
+ \varphi (t), t \in (0, 1),

\varphi (t), t \in (1,+\infty ),

(16)

f\ast (t) =

\left\{                   

\psi (t), t \in ( - \infty , - 1),

f(t) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl\{ b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2

1

| t| 

\Bigr\} 
+ \psi (t), t \in ( - 1, 0),

f(t) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl\{ b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2

1

| t| 

\Bigr\} 
+ \psi (t), t \in (0, 1),

\psi (t), t \in (1,+\infty ),

(17)

в которых функции \varphi (t), \psi (t) удовлетворяют условию Гёльдера всюду на \Gamma , вклю-
чая бесконечно удаленную точку, т. е. принадлежат классу H\Gamma . Таким образом,
задачу (14) сводим к краевой задаче Гильберта (15)–(17) для функций, аналити-
ческих в верхней полуплоскости, с бесконечным индексом и точкой двустороннего
завихрения логарифмического порядка в начале координат.

Впервые задачу Гильберта для полуплоскости с точкой завихрения логариф-
мического порядка на бесконечности решил П. Ю. Алекна [23], позднее другим
методом – А. Г. Алехно [24], но мы используем формулу общего решения и условия
разрешимости этой задачи из работ [25, 26]. При помощи конформного автомор-
физма полуплоскости \zeta =  - 1/z перепишем краевое условие задачи Гильберта
в виде

Re [e - i\alpha \ast ( - 1/\tau )\Phi (\tau )] = f\ast ( - 1/\tau ), \tau \in \Gamma , \Phi (\zeta ) = \phi ( - 1/\zeta ),

при этом

\alpha \ast ( - 1/\tau ) =

\left\{       
(b -  - b+) \mathrm{l}\mathrm{n} | \tau | + \varphi ( - 1/\tau ), \tau \in ( - \infty , - 1),

\varphi ( - 1/\tau ), \tau \in ( - 1, 1),

2(b+  - b - ) \mathrm{l}\mathrm{n} \tau + \varphi ( - 1/\tau ), \tau \in (1,+\infty ),
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f\ast ( - 1/\tau ) =

\left\{             
f( - 1/\tau ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Bigl\{ b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2(| \tau | )

\Bigr\} 
+\psi ( - 1/\tau ), \tau \in ( - \infty , - 1),

\psi ( - 1/\tau ), \tau \in ( - 1, 1),

f( - 1/\tau ) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl\{ b -  - b+

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2(\tau )

\Bigr\} 
+\psi ( - 1/\tau ), \tau \in (1,+\infty ).

Таким образом, получили краевое условие задачи Гильберта для полуплоскости с
бесконечным индексом логарифмического порядка и точкой двустороннего завих-
рения на бесконечности.

Сначала рассмотрим однородную задачу

Re [e - i\alpha \ast ( - 1/\tau )\Phi (\tau )] = 0, \tau \in \Gamma , (18)

общее решение которой в классе ограниченных функций, аналитических в верхней
полуплоскости, представлено [25] в наших обозначениях формулой

\Phi (\zeta ) =  - ieiG(\zeta )F (\zeta ), \zeta \in E, G(\zeta ) :=
\zeta 

\pi i

+\infty \int 
 - \infty 

\alpha \ast ( - 1/\tau )

\tau (\tau  - z)
d\tau .

Здесь F (\zeta ) – сужение на верхнюю полуплоскость целой функции уточненного ну-
левого порядка \rho (r) \leq \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}2 r/ \mathrm{l}\mathrm{n} r, удовлетворяющее условиям

Im F (\tau ) = 0, \tau \in \Gamma , (19)

| F (t)| \leq C \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl\{ 3(b+  - b - )

2\pi 
\mathrm{l}\mathrm{n}2 | \tau | 

\Bigr\} 
, | \tau | > 1. (20)

Также в [26] проведено полное исследование разрешимости задачи (18) в классе
ограниченных функций, аналитических в полуплоскости, из которого следует, что
если b+  - b - > 0, то задача (18) имеет бесконечное множество решений; если же
b+  - b - = 0, то задача (18) имеет решение, единственное с точностью до произ-
вольного постоянного сомножителя A , вида \Phi (\zeta ) = ieiG(\zeta )A ; если b+  - b - < 0, то
в классе ограниченных аналитических функций задача неразрешима.

Общее решение однородной задачи

Re [e - i\alpha \ast (\tau )\Phi (\tau )] = 0, \tau \in \Gamma , (21)

соответствующей (15), очевидно, определится формулой

\phi (z) =  - ieiG( - 1/z)F ( - 1/z), z \in E. (22)

Картина разрешимости однородной задачи (21) такая же, как у задачи (18).
Рассмотрим теперь неоднородную задачу (15) при условии, что соответствую-

щая однородная задача (21) разрешима, т. е. выполнено условие b+  - b - \geq 0. Для
построения частного решения неоднородной задачи нам понадобится каноническое
решение однородной задачи (21), т. е. ограниченное решение, для которого входя-
щая в формулу общего решения целая функция уточненного нулевого порядка
\rho (r) \leq \mathrm{l}\mathrm{n} \mathrm{l}\mathrm{n}2 r/ \mathrm{l}\mathrm{n} r, F0(\zeta ) кроме условий (19), (20), дополнительно удовлетворяет
ограничениям

F0(\tau ) \not = 0; \mathrm{l}\mathrm{i}\mathrm{m}
t\rightarrow \infty 

| eG(\tau )| 
F0(\tau )

= m, 0 < m <\infty ;
| eG(\tau )| 
F0(\tau )

\in H\Gamma .
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Такая функция введена в [26] формулой

F0(\zeta ) =

\infty \prod 
k=1

\biggl( 
1 - \zeta 

rkei\varphi 

\biggr) \biggl( 
1 - \zeta 

rke - i\varphi 

\biggr) 
, rk = e((k - 1/2)/\lambda 0),

с \lambda 0 = (b -  - b+)/2\pi и произвольно фиксированным \varphi , 0 < \varphi < \pi . Теперь канони-
ческое решение задачи (21) можно представить формулой

\phi 0(z) =  - ieiG( - 1/z)F0( - 1/z), z \in E.

Следовательно [26], в качестве частного решения неоднородной задачи (15) можно
взять функцию

\phi (z) = \phi 0(z)
1

\pi 

\int 
\Gamma 

f\ast (t)| eG( - 1/t)| dt
F0( - 1/t)(t - z)

. (23)

Остается записать формулу общего решения задачи (15) в виде суммы общего
решения (22) однородной задачи и частного решения неоднородной задачи (23)

\phi (z) =  - ieiG( - 1/z)
\Bigl[ 
F ( - 1/z) + F0( - 1/z)

1

\pi 

\int 
\Gamma 

f\ast (t)| eG( - 1/t)| dt
F0( - 1/t)(t - z)

\Bigr] 
. (24)

Ясно, что краевая задача для обобщенных аналитических функций разрешима,
если разрешима краевая задача, и имеет столько решений в классе функций с
ограниченным произведением U(z)e - \Omega (z) , сколько ограниченных решений имеет
краевая задача. Итак, доказана следующая

Теорема 2. Пусть для коэффициента уравнения (1) выполнены условия (2)–(5)
и (e - \Omega F )(z) \in Lp(E) \cap Lp\prime 

(E), p > 2, 1 < p\prime < 2. Тогда
1) если b -  - b+ > 0, то задача Гильберта (14) имеет бесконечное множество

решений U(z), определенных формулой (13) с функцией \phi (z) в виде (24);
2) если b -  - b+ = 0, то задача Гильберта (14) имеет единственное реше-

ние вида (13), где следует взять F ( - 1/z) = F0( - 1/z) = A, A – произвольная
вещественная постоянная.
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Abstract

This article analyzes the inhomogeneous Hilbert boundary value problem for an upper
half-plane with the finite index and boundary condition on the real axis for one generalized
Cauchy–Riemann equation with a singular point on the real axis. A structural formula was
obtained for the general solution of this equation under restrictions leading to an infinite index
of the logarithmic order of the accompanying Hilbert boundary value problem for analytic
functions. This formula and the solvability results of the Hilbert problem in the theory of
analytic functions were applied to solve the set boundary value problem.
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