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Аннотация

Поставлена и решена задача о нестационарном течении вязкой жидкости, окружаю-
щей движущееся твердое цилиндрическое тело и имеющей внешнюю свободную границу.
Жидкость испытывает периодические по времени воздействия, характеризующиеся на-
личием или отсутствием выделенного направления в пространстве. Постановка задачи
включает в себя уравнение Навье –Стокса, уравнение неразрывности и условия на твер-
дой и свободной границах жидкости. Обнаружены новые гидромеханические эффекты.

Ключевые слова: вязкая жидкость, твердое тело, свободная граница, периодиче-
ские по времени воздействия, выделенное направление в пространстве, вращательное
движение

Введение

Периодическим по времени явлениям, процессам принадлежит важнейшая роль
в природе и технике. Это положение, в частности, является актуальным в отноше-
нии исследований в области механики жидкости. Регулярно осуществляемое изу-
чение динамики гидромеханических систем при периодических воздействиях к на-
стоящему времени привело к получению ряда содержательных результатов, выяв-
лению новых гидромеханических эффектов (см., например, [1–5], а также [6–38]
и представленную там литературу). В частности, наряду с другими результатами,
обнаружены эффекты парадоксального поведения твердого включения в вибри-
рующей жидкости [1–3, 6–8], “самопроизвольного” перехода твердого тела в ко-
леблющейся вязкой жидкости в положение с заданной ориентацией в простран-
стве [28], преимущественно однонаправленного вращения твердого тела и вязкой
жидкости [31]. Установлено наличие “разрешенных” и “запрещенных” состояний
подвергающейся периодическим по времени воздействиям гидромеханической си-
стемы, для которых решение задачи о движении системы соответственно суще-
ствует и не существует [3]. Обнаружен эффект “левитации” жидкости [5]. Построе-
на математичекая модель гидромеханического аналога “маятника Капицы” [3, 36].
Введены основополагающие понятия однородных и неоднородных колебаний жид-
кости, определены количественные характеристики неоднородности колебаний
жидкости [3]. Доказано существование явления преимущественно однонаправлен-
ного движения сжимаемых включений в вибрирующей жидкости [3, 9].

99



100 В.Л. СЕННИЦКИЙ

В настоящей работе рассмотрена задача о движении вязкой жидкости при пе-
риодических по времени воздействиях на жидкость со стороны находящегося в ней
твердого тела, которое пульсирует и совершает вращательное движение. Воздей-
ствия, испытываемые жидкостью, могут характеризоваться как наличием, так и
отсутствием выделенного направления в пространстве. Выявлены новые гидроме-
ханические эффекты. В частности, обнаружен эффект, состоящий в том, что (на
фоне колебаний) часть жидкости совершает стационарное вращательное движение
в направлении, противоположном направлению среднего (по времени) вращения
твердого тела.

1. Постановка задачи

Имеется несжимаемая вязкая жидкость, окружающая твердое тело – бесконеч-
но длинный круговой цилиндр \Xi радиуса A (рис. 1). Ось тела \Xi находится на
оси Z инерциальной прямоугольной системы координат X,Y, Z. Тело \Xi совер-
шает вращательное движение вокруг оси Z с угловой скоростью \Omega . Радиус A
и угловая скорость \Omega заданным образом периодически с периодом T изменяют-
ся со временем t (среднее значение угловой скорости \Omega может быть как отлич-
ным от нуля, так и равным нулю). Жидкость занимает область Q : A < R < B ,
0 \leq \theta < 2\pi ,  - \infty < Z < \infty (R =

\surd 
X2 + Y 2, \theta , Z – цилиндрическая система

координат; B – функция t , связанная с радиусом A условием постоянства раз-
ности B2  - A2). Жидкость граничит с твердым телом \Xi и с пустотой (твердая
граница \Gamma s и свободная граница \Gamma f жидкости характеризуются соотношениями
R = A, R = B; 0 \leq \theta < 2\pi ;  - \infty < Z < \infty ).

Требуется определить периодическое по времени осесимметричное, плоское дви-
жение жидкости со свободной границей, обусловленное испытываемыми жидко-
стью воздействиями со стороны находящегося в ней твердого тела.

Γs

X

Y
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Рис. 1. Гидромеханическая система

Пусть \tau = t/T ; 0 \leq \varepsilon < 1 – параметр; g = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} 2\pi \tau ; h = \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (2\pi \tau + \varphi ) (\varphi –
постоянная); a = A/ \widehat A = 1+ \varepsilon g ( \widehat A > 0 – постоянная, значение A при \varepsilon = 0 (значе-
ние A в отсутствие пульсаций тела \Xi )); \widehat B – постоянная, значение B при \varepsilon = 0 ;
\varkappa = \widehat B/ \widehat A; b = B/ \widehat B =

\surd 
a2 + \varkappa 2  - 1/\varkappa ; \omega = \Omega T = \widehat \omega [h + \varepsilon (\varkappa  - 1)s] (\widehat \omega > 0, s –

постоянные); \sigma , \rho и \nu – коэффициент поверхностного натяжения, плотность и ки-
нематический коэффициент вязкости жидкости соответственно; Re = \widehat A2/(\nu T ) –
число Рейнольдса; r = R/ \widehat A; \bfe r и \bfe \theta – единичные векторы, направления кото-
рых совпадают с направлениями возрастания r и \theta соответственно; \bfV – ско-
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рость жидкости; \bfv = T\bfV / \widehat A = vr(r, \tau )\bfe r + v\theta (r, \tau )\bfe \theta ; P – давление в жидкости;
p = T 2P/(\rho \widehat A2) = p(r, \tau ); \lambda = \sigma T 2/(\rho \widehat A3).

Задачу о движении жидкости составляют уравнение Навье – Стокса, уравнение
неразрывности и условия на твердой и свободной границах жидкости

\partial \bfv 

\partial \tau 
+ (\bfv \cdot \nabla )\bfv =  - \nabla p+

1

Re
\Delta \bfv в Q; (1)

\nabla \cdot \bfv = 0 в Q; (2)

vr =
da

d\tau 
, v\theta = \omega a на \Gamma s (при r = a); (3)

vr = \varkappa 
db

d\tau 
, p - 2

Re

\partial vr
\partial r

 - \lambda 

\varkappa b
= 0,

\partial v\theta 
\partial r

 - v\theta 
r

= 0 на \Gamma f (при r = \varkappa b). (4)

Отметим, что в задаче (1)–(4) испытываемые жидкостью периодические по вре-
мени воздействия со стороны тела \Xi при s \not = 0 характеризуются наличием, а при
s = 0 – отсутствием выделенного направления в пространстве.

2. Решение задачи

Согласно (2)–(4) имеем
vr = w/r, (5)

где
w = a(da/d\tau ) = \varkappa 2b(db/d\tau ).

Из (1), (3)–(5) следует

p =
\lambda 

\varkappa b
 - 2

Re

d

d\tau 
\mathrm{l}\mathrm{n} b - dw

d\tau 
\mathrm{l}\mathrm{n}

r

\varkappa b
+ w2 r2  - \varkappa 2b2

2\varkappa 2b2r2
+

\int r

\varkappa b

v\theta 
2

r\prime 
dr\prime ; (6)

Re r2
\partial v\theta 
\partial \tau 

= r2
\partial 2v\theta 
\partial r2

+ (1 - Re w) r
\partial v\theta 
\partial r

 - (1 +Re w) v\theta в Q; (7)

v\theta = \omega a при r = a; (8)

\partial v\theta 
\partial r

 - v\theta 
r

= 0 при r = \varkappa b. (9)

Будем рассматривать задачу (7)–(9) при малых по сравнению с единицей зна-
чениях \varepsilon . Применим метод разложения по степеням малого параметра [37, 38].
Предположим, что

v\theta \sim v0 + \varepsilon v1 при \varepsilon \rightarrow 0. (10)

Использовав (7)–(10), в \varepsilon N -приближении (N = 0, 1) получим

Re r2
\partial vN
\partial \tau 

 - r2
\partial 2vN
\partial r2

 - r
\partial vN
\partial r

+ vN =  - N Re
dg

d\tau 
(r
\partial v0
\partial r

+ v0) в \=Q; (11)

vN = (1 - N)\widehat \omega h+N [g(\widehat \omega h - \partial v0
\partial r

) + \widehat \omega (\varkappa  - 1)s] при r = 1; (12)

\partial vN
\partial r

 - vN
r

=  - N
g

\varkappa r2
(r2

\partial 2v0
\partial r2

 - r
\partial v0
\partial r

+ v0) при r = \varkappa . (13)

Здесь \=Q – область 1 < r < \varkappa (0 \leq \theta < 2\pi ,  - \infty < z < \infty ).
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Пусть N = 0. Задача (11)–(13) имеет решение

v0 = \widehat \omega \mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}[
I2(q\varkappa )K1(qr) +K2(q\varkappa )I1(qr)

Q1
ei(2\pi \tau +\varphi )], (14)

где q = (1 + i)
\surd 
\pi Re; I1, I2,K1,K2 – модифицированные функции Беселя;

Q1 = I2(q\varkappa )K1(q) +K2(q\varkappa )I1(q).

Пусть N = 1. Проведем усреднение (11)–(13) по безразмерному времени \tau .
В результате этого найдем

r2
d2\=v

dr2
+ r

d\=v

dr
 - \=v = Re

\biggl\langle 
dg

d\tau 
(r
\partial v0
\partial r

+ v0)

\biggr\rangle 
в \=Q; (15)

\=v =

\biggl\langle 
g(\widehat \omega h - \partial v0

\partial r
)

\biggr\rangle 
+ \widehat \omega (\varkappa  - 1)s при r = 1; (16)

d\=v

dr
 - \=v

r
=  - 1

\varkappa r2

\biggl\langle 
g(r2

\partial 2v0
\partial r2

 - r
\partial v0
\partial r

+ v0)

\biggr\rangle 
при r = \varkappa . (17)

Здесь \langle ...\rangle =
\int \tau +1

\tau 
... d\tau \prime ; \=v = \langle v1\rangle . Задача (11)–(13) имеет решение

v1 = \=v +\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l} (\~ve4\pi i\tau ), (18)

где \~v – функция r . Из (15)–(17) следует

\=v = \widehat \omega [\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\varphi + (\varkappa  - 1)s+
1

2
\mathrm{R}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{l}

ei\varphi qQ2

Q1
]r - 

 - 1

2
\pi Re \widehat \omega \mathrm{I}\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{g}

\biggl\{ 
ei\varphi 

Q1
[I2(q\varkappa )GK +K2(q\varkappa )GI ]

\biggr\} 
. (19)

Здесь
Q2 = I2(q\varkappa )K0(q) - K2(q\varkappa )I0(q);

GI = I1(qr) - I1(q)r  - qr

\int r

1

I0(qr
\prime )

r\prime 
dr\prime ;

GK = K1(qr) - K1(q)r + qr

\int r

1

K0(qr
\prime )

r\prime 
dr\prime 

(I0,K0 – модифицированные функции Бесселя).
Формулами

v\theta = v0 + \varepsilon v1 (20)

и (5), (6), (14), (18), (19) определяется приближенное решение задачи (1)–(4). Дан-
ное решение, в частности, свидетельствует о наличии (происходящих на фоне ко-
лебаний) необычных стационарных вращательных течений жидкости.

Обратимся к вопросу о среднем по времени движении жидкости при малых по
сравнению с единицей значениях \varkappa  - 1 . Пусть \chi = (\varkappa  - r)/(\varkappa  - 1) . Использовав
(5), (14) и (18)–(20), получим

\langle \bfv \rangle \sim \varepsilon \widehat \omega [s - \pi Re (\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )\chi ](\varkappa  - 1)\bfe \theta при \varkappa  - 1 \rightarrow 0. (21)
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Отметим, что в рассматриваемом приближении безразмерная скорость \langle \bfv \rangle \cdot \bfe \theta 
совпадает с безразмерной средней по времени угловой скоростью вращения жид-
кости вокруг оси Z .

Согласно (21) (на фоне колебаний) при любом значении Re > 0 имеет место
следующее. Если s \not = 0 , то при \chi \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi = 0 (то есть при \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi = 0, 1 \leq r < \varkappa и
при r = \varkappa ,  - 1 \leq \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi \leq 1) средняя (по времени) угловая скорость вращения жид-
кости равна (отличной от нуля) средней угловой скорости вращения тела \Xi . Если
s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi < 0 , то при 1 \leq r \leq \varkappa жидкость вращается в направлении, совпадающем
с направлением среднего вращения тела \Xi , при том что для 1 \leq r < \varkappa жидкость
“обгоняет” твердое тело. Если s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi > 0 , и | s| > \pi Re | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi | , то при 1 \leq r \leq \varkappa 
жидкость вращается в направлении, совпадающем с направлением среднего вра-
щения тела \Xi , при том что для 1 \leq r < \varkappa жидкость “отстает” от твердого тела.
Если s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi > 0 , и | s| < \pi Re | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi | , то при r = r\ast = \varkappa  - (\varkappa  - 1)s/(\pi Re \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi )
угловая скорость жидкости равна нулю; при r\ast < r \leq \varkappa жидкость вращается в
направлении, совпадающем с направлением среднего вращения тела \Xi , при том
что для r\ast < r < \varkappa жидкость “отстает” от твердого тела; при 1 \leq r < r\ast жидкость
вращается в направлении, противоположном направлению среднего вращения те-
ла \Xi ; для s = \pi Re \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi выполняется r\ast = 1 , и угловая скорость жидкости равна
нулю при r = 1 . Если s = 0 , то при 1 \leq r < \varkappa направление вращения жидко-
сти определяется знаком \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi (при \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi < 0 жидкость вращается в направлении,
совпадающем с направлением вектора \bfe \theta , при \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi > 0 жидкость вращается
в направлении, противоположном направлению вектора \bfe \theta ); при r = \varkappa угловая
скорость вращения жидкости равна нулю.

Представляется интересным отметить следующее. При s \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi > 0 , | s| <
\pi Re | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi | для больших значений Re | \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\varphi | разность \varkappa  - r\ast является малой по
сравнению с разностью \varkappa  - 1 ; это соответствует наличию такого движения жид-
кости, что (на фоне колебаний) в “очень тонкой области” r\ast < r \leq \varkappa жидкость
вращается в направлении, совпадающем с направлением среднего вращения те-
ла \Xi , а в “основной области” 1 \leq r < r\ast жидкость вращается в направлении,
противоположном направлению среднего вращения твердого тела (рис. 2).

r = r∗

X

Y

Рис. 2. Пример качественной картины среднего движения гидромеханической системы
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Заключение

Проведенное исследование позволило обнаружить новые эффекты необычного,
парадоксального движения жидкости при периодических по времени воздействиях.
Рассмотрена динамика вязкой жидкости, обусловленная как воздействиями, харак-
теризующимися наличием выделенного направления в пространстве, так и воздей-
ствиями, характеризующимися отсутствием такого направления. Из представлен-
ного в работе следует, что воздействия, не имеющие выделенного направления в
пространстве, могут порождать качественные изменения в движении жидкости; по
достигаемому влиянию на динамику гидромеханических систем такие воздействия
способны эффективно конкурировать, например, со стационарными воздействиями
на системы (см. также [3, 5]).

Настоящей работой, в частности, продемонстрировано, как “не имеющим на-
правления” создается “имеющее направление”. Причиной обнаруженных эффектов
является согласованность (друг с другом) оказываемых на жидкость воздействий.
Гидромеханическая система, подвергающаяся периодическим по времени воздей-
ствиям, не имеющим выделенного направления в пространстве, производит от-
клики (реакции на воздействия), которые характеризуются наличием выделенного
направления в пространстве и выражаются в том, что свободные части системы
(части системы, движение которых не задано) – в том числе жидкие слои – на
фоне колебаний совершают среднее движение. Это находится в непосредственной
связи со следующим обобщенным принципом среднего движения: основополагаю-
щей причиной того, что не имеющими выделенного направления в пространстве
периодическими по времени (колебательными, вибрационными) воздействиями на
гидромеханическую систему порождается среднее по времени движение свободных
частей системы, является возможность совершения свободными частями системы
движения в различных направлениях в пространстве в неодинаковых условиях
(см. также [3]).

Результаты настоящей работы, в частности, могут использоваться при прове-
дении направленных экспериментальных исследований нетривиальной динамики
гидромеханических систем, при разработке перспективных методов управления
гидромеханическими системами, при создании гидромеханических систем, обла-
дающих предписанными свойствами, например, систем, заданным образом реаги-
рующих на периодические по времени воздействия.

Конфликт интересов. Автор заявляет об отсутствии конфликта интересов.
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Abstract

The problem of the non-stationary flow of a viscous liquid with an external free boundary
around a moving solid cylindrical body was formulated and solved. The liquid is subject to
periodic impacts with or without the predominant direction in space. To formulate the problem,
the Navier—Stokes equation, the continuity equation, and the equation of conditions at both
the solid and free boundaries of the liquid were used. New hydro-mechanical effects were
discovered.

Keywords: viscous liquid, solid body, free boundary, periodic impacts, predominant
direction in space, rotatory motion
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Figure Captions

Fig. 1. Hydromechanical system.

Fig. 2. A qualitative representation of the mean motion of the hydromechanical system.
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