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Аннотация

Изучена одномерная задача линейной устойчивости динамических состояний локаль-
ных термодинамических равновесий относительно малых возмущений в случае, когда газ
Власова –Пуассона содержит в себе электроны со стационарной функцией распределения,
которая постоянна по физическому пространству и переменна по континууму скоростей.
Прямым методом Ляпунова доказана абсолютная неустойчивость любого из рассматри-
ваемых одномерных динамических состояний всякого локального термодинамического
равновесия. Описана область применимости достаточного условия линейной устойчиво-
сти Ньюкомба–Гарднера–Розенблюта. Получена априорная экспоненциальная оценка сни-
зу нарастания малых одномерных возмущений. Построены аналитические контрпримеры
к спектральным теореме Ньюкомба –Гарднера и критерию Пенроуза. Теорема Ирншоу
распространена с классической механики на статистическую.

Ключевые слова: электронный газ Власова – Пуассона, динамические состояния
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Введение

Широкий интерес к исследованию различных равновесных состояний плазмы
и их устойчивости обусловлен в первую очередь практическими задачами, воз-
никающими при решении проблемы управляемого термоядерного синтеза. Но не
менее важным практическим направлением для применения результатов иссле-
дования устойчивости плазменных состояний равновесия является осуществление
ускорения элементарных частиц коллективными методами. Идея коллективных ме-
тодов возникла еще в середине прошлого века: ожидалось существенное повышение
эффективности ускорения, в том числе увеличение энергии, получаемой пучком
частиц на единице длины ускорителя. Такие методы оценивались как значительно
более энергоэффективные в сравнении с традиционными, использующими для соз-
дания внешнего ускоряющего поля устройства, ограниченные в технических воз-
можностях. Однако и по прошествии нескольких десятков лет с момента формули-
рования идеи фундаментальной проблемой для осуществления коллективных ме-
тодов по-прежнему остается необходимость в создании устойчивого облака горячих
электронов, производящего дополнительный нагрев пучка элементарных частиц.
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Для решения этой проблемы необходим инструмент получения критериев практи-
ческой неустойчивости для конкретных геометрии и параметров установки, в кото-
рой производится ускорение. Полученные критерии практической неустойчивости
позволили бы, во-первых, соблюдая условия их выполнения, оптимальным обра-
зом формировать сгусток плазмы, во-вторых, поддерживать устойчивость сгустка,
контролируя соответствие параметров установки состоянию плазмы, нарушающе-
му условия практической неустойчивости. Таким образом, основной целью данной
работы является решение задачи выявления и дальнейшего устранения либо управ-
ления разнообразными неустойчивостями, обусловленными коллективным взаимо-
действием электронов в сгустке плазмы.

На первом этапе решения этой задачи необходимо определить модель описания
плазмы, и несомненным фаворитом для этого служит плазма Власова – Пуассона.
Эта классическая модель безграничного бесстолкновительного электронного га-
за продолжает оставаться в теоретических работах современной физики плазмы
одной из базовых и наиболее широко используемых моделей, что связано с просто-
той и ясностью модели, а также ее очевидной полезностью для решения проблемы
управляемого термоядерного синтеза. Поэтому ряд фундаментальных результатов
был получен на ранних этапах изучения устойчивости состояний динамического
равновесия плазмы Власова –Пуассона. А именно, в статьях [1–3] было установлено
достаточное условие линейной устойчивости состояний динамического равновесия
плазмы Власова – Пуассона. Более того, в работах [2,3] показано, что данное усло-
вие запрещает рост во времени малых возмущений состояний динамического рав-
новесия плазмы Власова – Пуассона в виде нормальных волн. Наконец, в статье [4]
достаточное условие [1–3] для линейной устойчивости состояний динамического
равновесия плазмы Власова – Пуассона было обобщено на конечные возмущения.

Тема устойчивости плазменных состояний равновесия настолько интересна,
что классические фундаментальные результаты дополняются новыми практичес-
ки ежегодно, хотя и становятся менее общими. В качестве примера можно привес-
ти работу [5], в которой исследованы свойства устойчивости периодических ста-
ционарных решений, известных как волны Бернштейн – Грина – Крускала (BGK),
и определены достаточные условия, при которых волны BGK линейно неустойчивы
по отношению к возмущениям, имеющим тот же период, что и изучаемые состояния
равновесия. Также показано, что эти решения не могут поддерживать монотонно
убывающую функцию распределения частиц. В статье [6] исследован квазинейт-
ральный предел одномерного уравнения Власова – Пуассона для распределений,
близких к стационарным однородным профилям, и доказано, что профили, для
которых выполняется классический критерий Пенроуза, не соответствуют данно-
му пределу. Таким образом, в работах последнего десятилетия по теме устойчи-
вости состояний равновесия плазмы прослеживается тенденция, обратная класси-
ческой: находятся примеры неустойчивого относительно определенных подклассов
возмущений поведения классических решений. Существуют, конечно, и недавние
работы, нарушающие эту тенденцию: например, в статье [7] при изучении линей-
ной устойчивости одномерной системы Власова – Пуассона на конечном интервале
времени показано, что если равновесное распределение является строго убываю-
щей функцией локальной плотности энергии, то система Власова – Пуассона на
конечном временном интервале устойчива. Все настоящие результаты объединяет
с классическими то, что рассматриваются всегда только вполне определенные ви-
ды возмущений, но получить сколько-нибудь общий критерий устойчивости для
таких систем не удается. В качестве примера можно упомянуть хорошо извест-
ное затухание Ландау. Конкретно Л. Д. Ландау изучал плазму Власова – Пуассона
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ионов и электронов [8]. Его интересовали колебания электронной плазмы, которые
возникали в результате произвольного начального неравновесного распределения в
ней. Л. Д. Ландау предположил, что частота колебаний электронов достаточно вы-
сока, поэтому столкновения электронов с ионами и друг с другом несущественны,
так что интегралом столкновений в уравнении Власова можно пренебречь. Тогда
функцию распределения ионов можно рассматривать как неизменную, и лишь рас-
пределение электронов колеблется вокруг пространственно однородного максвел-
ловского (гауссова) равновесия. Он показал, что колебания электрического поля в
плазме всегда затухают, а зависимость частоты и декремента затухания от волново-
го вектора определяется для малых и больших значений последнего. Впоследствии
результат Л. Д. Ландау был активно расширен, развит, углублен и обобщен други-
ми исследователями [9,10]. К сожалению, Л. Д. Ландау не учел всех допустимых
малых возмущений. А именно, он не изучал малые возмущения потенциала самосо-
гласованного электрического поля, которые являются функциями исключительно
времени. Тем не менее для таких возмущений линеаризованные уравнения Власо-
ва –Пуассона [8] являются вырожденными, ключевая формула [8] не может быть
выведена, и, следовательно, отсутствует затухание Ландау. В работе [11] приведе-
ны аналитические примеры, подтверждающие, что подкласс малых возмущений
потенциала электрического поля, которые описываются исключительно функция-
ми времени, не является пустым, значит, результат затухания Ландау не является
общим. Аналогично в работе [12] дано строгое описание области применимости
классического условия [4], ограничивающее набор возмущений, к которым оно мо-
жет быть применено. Следует сделать вывод, что для практических приложений
гораздо важнее информация об условиях практической неустойчивости плазмен-
ных состояний равновесия, чем формулировки частных случаев критериев устой-
чивости.

В данной работе проведено исследование линейной устойчивости одномерных
динамических состояний локальных термодинамических равновесий электронного
газа Власова – Пуассона, вмещающего в себя электроны со стационарной функ-
цией распределения, которая изотропна по физическому пространству, но пе-
ременна по скоростному континууму. Прямым методом Ляпунова показана аб-
солютная неустойчивость подкласса динамических состояний таких локальных
термодинамических равновесий относительно малых возмущений. Обозначена об-
ласть применимости достаточного условия линейной устойчивости Ньюкомба –
Гарднера –Розенблюта. Сформулированы достаточные условия линейной практи-
ческой неустойчивости подкласса одномерных динамических состояний локальных
термодинамических равновесий электронного газа Власова –Пуассона. Найдены
начальные данные для малых одномерных возмущений, растущих во времени.
Получена априорная экспоненциальная оценка снизу нарастания таких возмуще-
ний. Построены аналитические контрпримеры к спектральным теореме Ньюком-
ба –Гарднера и критерию Пенроуза. Теорема Ирншоу распространена с классиче-
ской механики на статистическую.

1. Кинетический случай

Эволюцию электронного газа, приведенного в движение, описывает следующая
начально-краевая задача [13,14]:

ft + vfx + \varphi xfv = 0,

\varphi xx = 4\pi 

\biggl( \int +\infty 

 - \infty 
f(x, v, t)dv  - ne

\biggr) 
; (1)

f(x, v, t) \geq 0; f(x, v, 0) = f0(x, v).
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Здесь f – функция распределения электронов, x – координаты электронов, v –
скорости электронов, t – время, \varphi (x, t) – потенциал самосогласованного электри-
ческого поля, 4\pi ne – плотность электронов в состоянии глобального термодина-
мического равновесия, f0 – начальные данные для функции распределения f .
Предполагается, что функция f \rightarrow 0 при | v| \rightarrow \infty , а вместе с \varphi x она или перио-
дична по аргументу x , или затухает при | x| \rightarrow \infty .

Вдоль решений задачи (1) сохраняются с течением времени функционал полной
энергии E и интеграл движения C :

E \equiv 1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
v2fdxdv +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi 2
xdx = const, (2)

C \equiv 
\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\Phi (f)dxdv = const, (3)

где \Phi (f) – произвольная функция своего аргумента.
Задача (1) имеет точные стационарные решения

f = f0(v) \geq 0, \varphi = \varphi 0 \equiv const;

\int +\infty 

 - \infty 
f0(v)dv = ne. (4)

Для изучения посредством вариационного метода устойчивости точных ста-
ционарных решений (4) относительно малых одномерных возмущений выполним
линеаризацию начально-краевой задачи (1):

f \prime 
t + vf \prime 

x + \varphi \prime 
x

df0

dv
= 0,

\varphi \prime 
xx = 4\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
f \prime (x, v, t)dv; (5)

f \prime (x, v, 0) = f \prime 
0(x, v).

Предполагаем, что f \prime \rightarrow 0 при | v| \rightarrow \infty , а вместе с \varphi \prime 
x функция f \prime по аргументу x

либо периодична, либо затухает при | x| \rightarrow \infty .
Вычислим первую вариацию суммы I функционала полной энергии E (2) и

интеграла движения C (3):

\delta I = \delta (E + C) =
1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

\biggl( 
v2 + 2

d\Phi 

df
(f0)

\biggr) 
\delta fdxdv + (6)

+
1

8\pi 
\delta 

\biggl( \int +\infty 

 - \infty 
\varphi 2
xdx

\biggr) 
=

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

\biggl( 
v2

2
 - \varphi 0

2
+

d\Phi 

df
(f0)

\biggr) 
\delta fdxdv.

Произвол в выборе функции \Phi обеспечивает условие зануления \delta I (6):

v2

2
 - \varphi 0

2
=  - d\Phi 

df
(f0). (7)

С использованием условия (7) вычислим вторую вариацию I = E + C :

\delta 2I =
1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

d2\Phi 

df2
(f0)(\delta f)2dxdv +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
(\delta \varphi )2xdx. (8)
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При замене вариаций \delta f, \delta \varphi на малые возмущения f \prime , \varphi \prime соответственно из (8)
получается линейный аналог функционала полной энергии

E1 \equiv 1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

d2\Phi 

df2
(f0)f \prime 2dxdv +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 2
x dx = const, (9)

сохраняющийся с течением времени вдоль решений линеаризованной задачи (5).
Таким образом, по знаку E1 (9) можно определить, устойчивы ли точные ста-

ционарные решения f0, \varphi 0 (4) начально-краевой задачи (1) относительно малых
одномерных возмущений.

Функционал E1 (9) является неотрицательным при выполнении неравенства

d2\Phi 

df2
(f0) \geq 0,

которое с использованием условия (7) примет вид

1

v

df0

dv
\leq 0. (10)

Неравенство (10) является достаточным условием линейной устойчивости стацио-
нарных решений задачи (1). Данный результат совпадает с теоремой Ньюкомба –
Гарднера –Розенблюта [2, 3], согласно которой монотонно убывающие стационар-
ные функции распределения f0 являются устойчивыми.

Однако условие (10) получено с использованием функционала полной энергии
E (2) и интеграла движения C (3), сохраняющихся с течением времени в силу од-
ного и того же эволюционного уравнения Власова (первое соотношение задачи (1)).
Как следствие, их вариации оказываются зависимыми друг от друга. Это приводит
к тому, что достаточное условие устойчивости (10) оказывается справедливым не
для всех рассматриваемых возмущений, а лишь для некоторого их подкласса.

2. Аналитический пример в кинетическом случае

Точные стационарные решения начально-краевой задачи (1) выберем в форме

f0 =
ne\surd 
\pi 

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - v2), \varphi 0 = const,

они удовлетворяют условию (10), а также стационарному уравнению Пуассона (по-
следнее соотношение системы (4)).

Для возмущений потенциала самосогласованного электрического поля вида

\varphi \prime = c \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(\alpha t), \alpha , c = const, \alpha > 0

происходит частичное вырождение дифференциального оператора линеаризован-
ных уравнений (5). Это значит, что данные малые возмущения выпадают из про-
цедуры варьирования суммы функционала полной энергии E (2) и интеграла дви-
жения C (3).

Возмущения функции распределения

f \prime = v \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl( 
\beta 
\Bigl( 
t - x

v

\Bigr) 
 - v2

\Bigr) 
,

x

v
> 0, \beta = const > 0

взяты таким образом, чтобы удовлетворять вырожденным уравнениям Власова –
Пуассона и граничным условиям линеаризованной задачи (5). Отметим, что функ-
ция f \prime доопределена по непрерывности следующим образом:\Bigl( 

f \prime | t=0
x=0

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
v=0

= 0.
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Как результат, построен пример возмущений f \prime , \varphi \prime в виде нормальных волн,
растущих со временем вне зависимости от выполнения достаточного условия устой-
чивости (10) стационарных решений f0, \varphi 0 (4).

Аналитический пример представляет собой пример некорректности по Адама-
ру [15] и одновременно является контрпримером к спектральным теореме Ньюком-
ба –Гарднера [16] и критерию Пенроуза [17], согласно которым при выполнении
условия (10) возмущения в виде нормальных волн в принципе запрещены.

Дальнейшая цель состоит в том, чтобы доказать неустойчивость стационарных
решений f0, \varphi 0 (4) вне зависимости от выполнения условия (10).

3. Гидродинамический случай

Далее используем методику доказательства неустойчивости, разработанную
для уравнений гидродинамического типа. С целью перехода от уравнений кине-
тического типа к уравнениям гидродинамического типа выполним невырожден-
ную замену независимых переменных [14,18,19] (гидродинамическая подстановка)
вида [11,12]:

v = u(x, \nu , t), f(x, v, t) =
\rho (x, \nu , t)

u\nu (x, \nu , t)
;

\nu – лагранжева координата:
d\nu 

dt
= 0;

\partial u

\partial \nu 
(x, \nu , t) \not = 0 – якобиан замены.

Начально-краевая задача (1) в смешанных эйлерово-лагранжевых переменных
x, \nu , t примет вид

ut + uux = \varphi x, \rho t + (\rho u)x = 0,

\varphi xx = 4\pi 

\biggl( \int +\infty 

 - \infty 
\rho (x, \nu , t)d\nu  - ne

\biggr) 
; (11)

u(x, \nu , 0) = u0(x, \nu ), \rho (x, \nu , 0) = \rho 0(x, \nu ).

Здесь \nu – лагранжевы координаты электронов, u – поле скорости электронов,
\rho – поле плотности электронов, u0 и \rho 0 – начальные данные для полей u и \rho 
соответственно. Предполагаем, что \rho \rightarrow 0 при | v| \rightarrow \infty , а вместе с \varphi x функция \rho 
по аргументу x или периодична, или затухает при | x| \rightarrow \infty .

Вдоль решений задачи (11) сохраняются во времени интеграл полной энер-
гии E2 и интеграл движения C1 :

E2 \equiv 1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho u2dxd\nu +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi 2
xdx = const, (12)

C1 \equiv 
\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\Phi 1(\varkappa )

\partial u

\partial \nu 
dxd\nu = const, (13)

где \Phi 1 = \Phi 1(\varkappa ) – произвольная функция своего аргумента \varkappa \equiv \rho /u\nu , который
имеет смысл обратной завихренности и сохраняется в каждой жидкой частице
согласно уравнению движения

\varkappa t + u\varkappa x = 0. (14)

Из вида (14) понятно, что \varkappa является первым интегралом. Следовательно, если
в начальный момент времени задать величину \varkappa ограниченной и не равной нулю,
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то она останется такой же во все последующие моменты времени, обеспечивая
невырожденность гидродинамической замены.

Задача (11) имеет точные стационарные решения вида

u = u0(\nu ), \rho = \rho 0(\nu ) \geq 0, \varphi = \varphi 0 \equiv const;

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0(\nu )d\nu = ne. (15)

Задача (11), линеаризованная вблизи стационарных решений (15), выглядит сле-
дующим образом:

u\prime 
t + u0u\prime 

x = \varphi \prime 
x, \rho \prime t + u0\rho \prime x + u\prime 

x\rho 
0 = 0,

\varphi \prime 
xx = 4\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho \prime (x, \nu , t)d\nu ; (16)

u\prime (x, \nu , 0) = u\prime 
0(x, \nu ), \rho \prime (x, \nu , 0) = \rho \prime 0(x, \nu ).

Предполагаем, что \rho \prime \rightarrow 0 при | \nu | \rightarrow \infty , а вместе с \varphi \prime 
x функция \rho \prime по аргументу x

либо периодична, либо затухает при | x| \rightarrow \infty .
Аналогично кинетическому случаю с помощью вариационного метода иссле-

дуем устойчивость стационарных решений u0, \rho 0, \varphi 0 (15) относительно малых
возмущений u\prime , \rho \prime , \varphi \prime (16).

Условие зануления первой вариации суммы функционала полной энергии
E2 (12) и интеграла движения C1 (13) (\varkappa 0 – стационарная обратная завихрен-
ность) имеет вид

u02

2
 - \varphi 0

2
=  - d\Phi 1

d\varkappa 
(\varkappa 0). (17)

Из второй вариации суммы E2 и C1 с учетом (17) получим линейный аналог функ-
ционала полной энергии, сохраняющийся с течением времени вдоль решений ли-
неаризованной задачи (16):

E3 \equiv 1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

\biggl( 
\rho 0u\prime 2 + 2u0u\prime \rho \prime +

d2\Phi 1

d\varkappa 2
(\varkappa 0)\varkappa \prime 2 du0

d\nu 

\biggr) 
dxd\nu +

+
1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 
x
2dx = const. (18)

Здесь

\varkappa 0(\nu ) = \rho 0(\nu )

\biggl( 
du0

d\nu 

\biggr)  - 1

, \varkappa \prime = (\rho \prime  - \varkappa 0u\prime 
\nu )

\biggl( 
du0

d\nu 

\biggr)  - 1

.

Для установления знакоопределенности/знакопостоянства функционала E3

(18) представим его в виде

E3 =
1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
(A - \rightarrow \omega , - \rightarrow \omega ) dxd\nu ,

где

A \equiv 

\left(    
\rho 0 u0 0 0
u0 0 0  - 1

2

0 0 d2\Phi 1

d\varkappa 2 (\varkappa 0)du
0

d\nu 0
0  - 1

2 0 0

\right)    ,  - \rightarrow \omega \equiv 

\left(    
u\prime 

\rho \prime 

\varkappa \prime 

\varphi \prime 

\right)    .
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Главные миноры матрицы A :

\Delta 1 = \rho 0, \Delta 2 =  - u02, \Delta 3 =  - u02 d
2\Phi 1

d\varkappa 2
(\varkappa 0)

du0

d\nu 
.

Согласно критерию Сильвестра [20] функционал E3 (18) знакоопределенностью
не обладает. Из этого можно сделать вывод, что достаточного условия линейной
устойчивости для всех малых возмущений в данном случае нет. Однако это условие
может возникнуть при рассмотрении подкласса возмущений, описываемых полем
лагранжевых смещений.

Далее рассмотрим одномерные малые возмущения \xi (x, \nu , t) [21], которые опи-
сываются полем лагранжевых смещений

\xi t = u\prime  - u0\xi x. (19)

Данные возмущения определяются как отклонения траекторий движения электро-
нов от своих линий тока, отвечающих стационарным решениям (15).

В терминах поля лагранжевых смещений (19) линеаризованная задача (16) при-
мет вид

\xi tt + 2u0\xi xt + u02\xi xx = \varphi \prime 
x,

\varphi \prime 
xx =  - 4\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi xd\nu , \rho \prime =  - \rho 0\xi x; (20)

\xi (x, \nu , 0) = \xi 0(x, \nu ),
\partial \xi 

\partial t
(x, \nu , 0) =

\biggl( 
\partial \xi 

\partial t

\biggr) 
0

(x, \nu ).

Предполагаем, что \rho 0\xi x \rightarrow 0 при | \nu | \rightarrow \infty , а функции \xi и \varphi \prime 
x по аргументу x или

периодичны, или затухают при | x| \rightarrow \infty .
Уравнение на \rho \prime получено интегрированием, при этом константа интегрирова-

ния принята равной нулю. По этой причине поле лагранжевых смещений описывает
именно подкласс возмущений.

Для задачи (20) оказалось, что \varkappa \prime \equiv 0 . Это влечет выполнение соотношения

\rho \prime = \varkappa 0 \partial u
\prime 

\partial \nu 
. (21)

Тогда при наложении на малые возмущения u\prime добавочных требований в виде
асимптотик \bigl( 

u0\varkappa 0u\prime 2\bigr) \bigm| \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu \rightarrow \pm \infty 

\rightarrow 0 (22)

линейный аналог функционала полной энергии E3 (18) с учетом соотношения (21)
примет вид

E3 =
1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 

\Biggl( 
\rho 0  - 

d
\bigl( 
u0\varkappa 0

\bigr) 
d\nu 

\Biggr) 
u\prime 2dxd\nu +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 
x
2dx = const. (23)

Условие знакоопределенности/знакопостоянства для E3 (23) представляется
неравенством

u0 d\varkappa 0

d\nu 
\leq 0, (24)
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которое с учетом условия du0/d\nu > 0 (следствие неотрицательности функции f0 ,
неравенства нулю якобиана u\nu , а также стационарных уравнений Пуассона (4)
и (15)) можно записать в виде

1

u0

d\varkappa 0

du0
\leq 0,

эквивалентном (с точностью до обозначений) достаточному условию линейной
устойчивости (10) в кинетическом случае.

Однако в силу того, что асимптотики (22) не являются интегралами движения,
всегда обеспечить их выполнение не представляется возможным. Из этого можно
сделать вывод, что достаточное условие линейной устойчивости (24) стационарных
решений (15) носит формальный характер, а рассматриваемые малые возмущения
u\prime , \rho \prime , \varphi \prime (16), (21), (22) образуют неполный, незамкнутый подкласс.

Без учета асимптотик (22) интеграл E3 (18) с использованием линеаризованных
уравнений (20) в терминах поля лагранжевых смещений (19) примет вид

E3 =
1

2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0
\bigl( 
\xi 2t  - u02\xi 2x

\bigr) 
dxd\nu +

1

8\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 
x
2dx = const

и согласно критерию Сильвестра [20] в принципе не может быть знакоопределен.
Это значит, что найдется хотя бы одно растущее возмущение \xi (x, \nu , t) (19), на
которое действие условия устойчивости (24) точных стационарных решений (15)
не распространяется.

В отношении же возмущений u\prime , \rho \prime , \varphi \prime (16), (21), подчиненных асимптоти-
кам (22), условие устойчивости (24) точных стационарных решений (15) является
не только достаточным, но и необходимым.

Данные результаты позволяют перейти к доказательству абсолютной неустой-
чивости точных стационарных решений (15) задачи (11).

4. Функционал Ляпунова и априорная оценка
для гидродинамического случая

Рассмотрим неотрицательный функционал

M \equiv 
\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi 2dxd\nu .

Вычислим его первую и вторую производные по времени

dM

dt
= 2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi \xi tdxd\nu ,

d2M

dt2
= 2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0
\bigl( 
\xi 2t + \xi \xi tt

\bigr) 
dxd\nu .

С использованием линеаризованных уравнений (20) в терминах поля лагранжевых
смещений (19) получим оценку снизу для выражения

d2M

dt2
 - 2\lambda 

dM

dt
+ 2\lambda 2M = 2

\int +\infty 

 - \infty 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0
\bigl( 
\xi t  - \lambda \xi + u0\xi x

\bigr) 2
dxd\nu  - 

 - 1

2\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 
x
2dx \geq  - 1

2\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\varphi \prime 
x
2dx.

Здесь \lambda – произвольный параметр. Результатом интегрирования второго уравне-
ния системы (20) является соотношение

\varphi \prime 
x =  - 4\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi d\nu 
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(константа интегрирования опять принята равной нулю, но это лишь уточняет
исследуемый подкласс возмущений). С применением неравенства Коши– Буняков-
ского получим оценку квадрата данного соотношения:

\varphi \prime 
x
2 = 16\pi 2

\biggl( \int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi d\nu 

\biggr) 2

\leq 16\pi 2

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0d\nu 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0\xi 2d\nu .

С учетом этой оценки построим основное дифференциальное неравенство вириаль-
ного типа

d2M

dt2
 - 2\lambda 

dM

dt
+ 2

\bigl( 
\lambda 2 + \alpha \prime 

1

\bigr) 
M \geq 0, (25)

где

\alpha \prime 
1 = 4\pi 

\int +\infty 

 - \infty 
\rho 0d\nu > 0.

При выборе \lambda > 0 и наложении счетного набора дополнительных условий

M

\Biggl( 
\pi n

2
\sqrt{} 
\lambda 2 + 2\alpha \prime 

1

\Biggr) 
> 0, n = 0, 1, 2, ...;

dM

dt

\Biggl( 
\pi n

2
\sqrt{} 
\lambda 2 + 2\alpha \prime 

1

\Biggr) 
\geq 2

\biggl( 
\lambda +

\alpha \prime 
1

\lambda 

\biggr) 
M

\Biggl( 
\pi n

2
\sqrt{} 

\lambda 2 + 2\alpha \prime 
1

\Biggr) 
;

M

\Biggl( 
\pi n

2
\sqrt{} 
\lambda 2 + 2\alpha \prime 

1

\Biggr) 
= M(0) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
\lambda \pi n

2
\sqrt{} 

\lambda 2 + 2\alpha \prime 
1

\Biggr) 
, (26)

dM

dt

\Biggl( 
\pi n

2
\sqrt{} 
\lambda 2 + 2\alpha \prime 

1

\Biggr) 
=

dM

dt
(0) \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}

\Biggl( 
\lambda \pi n

2
\sqrt{} 
\lambda 2 + 2\alpha \prime 

1

\Biggr) 
;

M(0) > 0,
dM

dt
(0) \geq 2

\biggl( 
\lambda +

\alpha \prime 
1

\lambda 

\biggr) 
M(0)

проинтегрируем неравенство (25) на счетном наборе временных полуинтервалов
методом Чаплыгина [22]. Процесс интегрирования подробно описан в работе [23].

В итоге это дает возможность установить следующую априорную экспонен-
циальную оценку снизу роста малых возмущений \xi (x, \nu , t) (19), (20), (26)

M(t) \geq C2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(\lambda t). (27)

Здесь C2 – положительная постоянная, определяемая по начальным данным для
растущих малых возмущений (последние два неравенства из (26)).

Из оценки (27) следует, что среди возмущений, описываемых полем лагранже-
вых смещений, найдется хотя бы одно, растущее со временем относительно ста-
ционарных решений (15) задачи (11) не медленнее, чем экспоненциально. Данный
результат полностью согласуется с определением неустойчивого по Ляпунову ре-
шения системы дифференциальных уравнений [24].
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5. Аналитический пример в гидродинамическом случае

Точные стационарные решения (15) начально-краевой задачи (11) выберем
в виде

\rho 0 =
ne\surd 
\pi 

\mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}( - \nu 2), u0 \equiv \nu , \varphi 0 = const.

Они удовлетворяют условию (24) и стационарному уравнению Пуассона в гидроди-
намическом описании (последнее соотношение системы (15)), а также эквивалент-
ны стационарным решениям (4) в кинетическом случае. Это значит, что данные
стационарные решения также отвечают одномерным динамическим состояниям то-
го либо иного локального термодинамического равновесия электронного газа Вла-
сова –Пуассона.

Для возмущений потенциала самосогласованного электрического поля вида

\varphi \prime = c1 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}(\alpha 1t), \alpha 1, c1 = const, \alpha 1 > 0

происходит частичное вырождение дифференциального оператора линеаризован-
ных уравнений (20) в терминах поля лагранжевых смещений (19). Следовательно,
данные малые возмущения выпадают из процедуры варьирования суммы функ-
ционала полной энергии E2 (12) и интеграла движения C1 (13).

Возмущения, описываемые полем лагранжевых смещений

\xi = (t+ 1)\nu 2 \mathrm{e}\mathrm{x}\mathrm{p}
\Bigl( 
\beta 1

\Bigl( 
t - x

\nu 

\Bigr) 
 - \nu 2

\Bigr) 
,

x

\nu 
> 0, \beta 1 = const > 0,

взяты таким образом, чтобы удовлетворять вырожденным уравнениям и гранич-
ным условиям задачи (20). Заметим, что функция \xi доопределена по непрерывно-
сти следующим образом \Bigl( 

\xi | t=0
x=0

\Bigr) \bigm| \bigm| \bigm| 
\nu =0

= 0.

Тем самым построен пример возмущений в виде нормальных волн, растущих со
временем вне зависимости от выполнения условия устойчивости (24), что подтвер-
ждает его формальный характер. Данный аналитический пример представляет
собой пример некорректности по Адамару [15] и одновременно является контр-
примером к спектральным теореме Ньюкомба – Гарднера [16] и критерию Пенро-
уза [17], также имеющими формальный характер.

Заключение

Задача линейной устойчивости подкласса одномерных динамических состоя-
ний локальных термодинамических равновесий относительно одномерных же ма-
лых возмущений в случае, когда электронный газ Власова – Пуассона содержит
в себе электроны со стационарной функцией распределения, постоянной по фи-
зическому пространству и переменной по пространству скоростей, исследована в
кинетическом и гидродинамическом описаниях. В кинетическом описании обозна-
чена область применимости достаточного условия линейной устойчивости Ньюком-
ба–Гарднера–Розенблюта и сформулированы достаточные условия линейной прак-
тической неустойчивости, построены аналитические контрпримеры к спектраль-
ным теореме Ньюкомба –Гарднера и критерию Пенроуза. В гидродинамическом
описании то, что оценка (27) получена без каких бы то ни было дополнительных
условий на точные стационарные решения (15), позволяет сделать вывод, что воз-
мущения, приводящие к неустойчивости стационарного течения, возникают вне за-
висимости от выполнения достаточного условия линейной устойчивости (24). Зна-
чит, имеет место абсолютная неустойчивость точных стационарных решений (15)
задачи (11).
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Необходимо отметить, что данный результат расширяет область применимости
теоремы Ирншоу с классической механики на статистическую. Согласно настоящей
теореме всякая равновесная конфигурация точечных зарядов без действия на них
каких-либо сил, помимо сил кулоновского притяжения и отталкивания, является
неустойчивой. Распространение теоремы происходит за счет того, что рассматри-
ваемая в задаче термодинамическая система, описываемая функцией распределе-
ния электронов, является изолированной.

Важным служит и то, что первые два неравенства счетного набора дополни-
тельных условий (26) допускают трактовку в качестве достаточных условий ли-
нейной практической неустойчивости [23] и могут быть использованы двумя спо-
собами в экспериментах по ускорению заряженных частиц. Во-первых, при созда-
нии в ускорителе облака электронов, через которое будут пролетать заряженные
частицы, нужно, чтобы условия практической неустойчивости были выполнены.
За счет этого облако электронов будет образовываться быстрее и будет обладать
более высокой температурой. Во-вторых, чтобы горячее облако электронов про-
существовало как можно дольше и не рассеивалось, необходимо, чтобы условия
практической неустойчивости, напротив, не выполнялись.
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Abstract

The one-dimensional problem of the linear stability of dynamic states of local
thermodynamic equilibria with respect to small perturbations was studied for the case when
the Vlasov–Poisson electron gas contains electrons with a stationary distribution function
that is constant in physical space and variable in a continuum of velocities. The absolute
instability of all considered one-dimensional dynamic states of any local thermodynamic
equilibrium was proved using the direct Lyapunov method. The scope of applicability of the
Newcomb–Gardner–Rosenbluth sufficient condition for linear stability was outlined. An a priori
exponential estimation was obtained for the rise of small one-dimensional perturbations from
below. Analytic counterexamples to the spectral Newсomb–Gardner theorem and the Penrose
criterion were constructed. Earnshaw’s theorem was extended from classical mechanics to
statistical one.
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