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Аннотация

Исследована начально-краевая задача для системы параболических уравнений, воз-
никающая при изучении течения бинарной смеси в горизонтальном канале, стенки кото-
рого неоднородно нагреваются. Задача сведена к последовательно решаемым линейным
начально-краевым задачам с условиями Дирихле или Неймана, одна из которых являет-
ся обратной с нелокальным условием переопределения. Решение построено с помощью
метода Фурье, дано обоснование, что оно является классическим. Обсуждается вопрос
установления решения на больших временах.

Ключевые слова: уравнение конвективного тепломассопереноса, неклассическая
краевая задача, нестационарное решение, априорная оценка, ограниченность

Введение

Для описания однонаправленного движения бинарной жидкости в горизон-
тальном канале использованы уравнения Навье–Стокса в приближении Обербека–
Буссинеска, дополненные уравнениями тепломассопереноса [1]

ut = \nu uyy  - 
1

\rho 0
px, g(\beta 1\theta + \beta 2c) =

1

\rho 0
py,

\theta t + u\theta x = \chi (\theta xx + \theta yy), ct + ucx = D(cxx + cyy) +DT (\theta xx + \theta yy).

(1)

Здесь t – время, x и y – горизонтальная и вертикальная координаты, u(y, t) –
горизонтальная компонента скорости, p(x, y, t) – давление с точностью до гид-
ростатического, \theta (x, y, t) , c(x, y, t) – функции температуры и концентрации, g –
ускорение свободного падения; все постоянные, входящие в уравнения (1), имеют
физический смысл и известны для каждой конкретной смеси, при этом все они,
кроме DT , положительны. В работе [2] проведено исследование совместности си-
стемы (1), показано, что решение уравнений возможно, если функция \theta 0 = \theta (x, y, 0)
удовлетворяет уравнению Пуассона \theta 0xx + \theta 0yy = \alpha (y)x+ \beta (y) , где \alpha и \beta связаны
с функцией давления p и скоростью u . Отсюда, в частности, следует, что если
функция \theta представляет собой полином переменной x , то она является много-
членом относительно x степени не выше третьей. В работе [3] установлено, что
в лабораторном эксперименте с однородной жидкостью возможно воспроизвести
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режим нагрева стенок с постоянным градиентом температуры в горизонтальном
направлении (т. е. с линейной зависимостью функции температуры от перемен-
ной x). В качестве верификации эксперимента в [3] выбрана математическая мо-
дель на основе уравнений (1) без учёта последнего уравнения на перенос примеси.
Тем самым построение решения системы (1), где функции \theta и c линейно зависят от
координаты x , представляет интерес и с точки зрения объяснения результатов экс-
перимента. Следуя предположению о линейности функций \theta и c относительно x ,
из первых двух уравнений системы (1) получим

ut = \nu uyy  - g

\int 
(\beta 1\theta + \beta 2c)x dy + P (t),

где P (t) – функция, которая имеет смысл горизонтального градиента давления
и находится наряду с остальными неизвестными функциями в процессе решения
задачи с помощью дополнительного условия на расход жидкости через поперечное
сечение слоя. Одно из практических приложений решения данной задачи состоит
в поиске такого градиента давления, который обеспечит нужный расход жидкости.
Вследствие такой постановки обсуждаемая задача является обратной.

Необходимо заметить, что решению обратных задач для параболических урав-
нений посвящено достаточно много работ. В частности, задачи нахождения коэф-
фициентов и функции источника с нелокальным условием переопределения иссле-
дованы в [4–7]. Обычно авторы ограничиваются доказательством существования
и единственности решения в пространствах Соболева. Но для использования ре-
шения при описании процесса теплообмена (как в случае системы (1)) предпочти-
тельнее его строить в пространстве гладких функций. Из конструктивных методов
решения краевых задач для параболических уравнений отметим работы научной
школы академика А. Ф. Сидорова (см., например, [8,9]), где разработан и применён
общий метод специальных рядов для решения широкого круга краевых задач ма-
тематической физики. Построению точных решений нелинейных уравнений тепло-
проводности посвящены работы [10,11]. Некоторые аналитические методы решения
нестационарных задач молекулярного тепломассообмена описаны в [12]. В настоя-
щей работе предложено решение нелинейной начально-краевой задачи для урав-
нений (1), постановка которой обсуждается ниже, с помощью метода разделения
переменных. Доказано, что построенное решение является классическим при неко-
торых ограничениях на входные данные. В исследовании использованы не только
широко известные результаты, относящиеся к решению задач Дирихле и Нейма-
на для уравнения линейной диффузии, но и некоторые нетривиальные авторские
находки, основанные на специфике задачи.

1. Постановка задачи

Предположим, что функции \theta (x, y, t) = v1(y, t)x+ v4(y, t) , c(x, y, t) = v2(y, t)x+
+v5(y, t) , u(y, t) = v3(y, t) . Тогда, опуская подробности, касающиеся обезразмери-
вания переменных в системе (1), сведём их к цепочке последовательно решаемых
уравнений

v1t = a1v1yy, (2)

v2t = a2(v2yy  - a3v1yy), (3)

v3t = v3yy  - 
y\int 

0

[v1(z, t) + v2(z, t)] dz  - f(t), (4)
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v4t = a1v4yy  - a4v1v3, (5)

v5t = a2(v5yy  - a3v2yy) - a4v2v3, (6)

где vi(y, t) , i = 1, . . . , 5 , – неизвестные функции двух переменных, определённые
в области Q = \{ (y, t)| y \in (0, 1), t \in (0, t0)\} , t0 и aj , j = 1, . . . , 4 , – постоянные,
из которых все, кроме a3 , положительны, последняя может иметь произвольный
знак. Функция f(t) находится вместе с решением уравнения (4) с помощью инте-
грального условия

1\int 
0

v3(y, t) dy = q(t) (7)

с известной функцией q(t) , имеющей физический смысл заданного расхода через
поперечное сечение горизонтального канала, ограниченного твёрдыми стенками
y = 0 и y = 1 .

Граничные условия на функции vi(y, t) при y = 0 , y = 1 обусловлены физиче-
ской постановкой задачи и имеют вид

v1(0, t) = c1(t), v1(1, t) = c2(t), (8)

v2y(0, t) = a3v1y(0, t), v2y(1, t) = a3v1y(1, t), (9)

v3(0, t) = v3(1, t) = 0, (10)

v4(0, t) = c3(t), v4(1, t) = c4(t), (11)

v5y(0, t) = a3v4y(0, t), v5y(1, t) = a3v4y(1, t). (12)

Начальные условия запишутся так:

vi(y, 0) = bi(y), (13)

где bi(y) , i = 1, . . . , 5 , – заданные функции. В равенствах (8) и (11) cj(t) ,
j = 1, . . . , 4 , считаются известными.

Видно, что часть задачи, а именно, уравнения (2)–(4) с условиями (7)–(10),
можно выделить в отдельную подзадачу. Алгоритм её решения таков: сначала
находим решение уравнения (2) с условиями (8) и v1(y, 0) = b1(y) ; затем запи-
сываем решение задачи, состоящей из уравнения (3), условий (9) и v2(y, 0) = b2(y) ;
после этого функции v3(y, t) и f(t) находим из уравнения (4), условий (7), (10) и
v3(y, 0) = b3(y) . Тем самым задачи на функции v1 и v2 являются классическими
задачами Дирихле и Неймана, а задача на функции v3 , f – обратной с инте-
гральным условием переопределения. Описанная подзадача была решена в работе
авторов [13] с помощью преобразования Лапласа. Анализ свойств этого преобра-
зования позволил сделать вывод, что нестационарное решение выходит на стацио-
нарный режим при t \rightarrow \infty , если функции cj(t) , j = 1, 2 , из граничных условий (8)
и функция q(t) из (7) стремятся к своим стационарным значениям. При этом
стоит упомянуть, что для функции v2 решение соответствующей стационарной
задачи неединственно [14]. Для замыкания стационарной задачи необходимо ис-
пользовать дополнительное условие, которое в терминах физической постановки
задачи формулируется через задание средней концентрации в поперечном сечении
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слоя жидкости. В работе [13] было показано, что нужно согласовывать вид функ-
ции b2(y) с другими входными данными, чтобы нестационарное решение, построен-
ное с помощью численного обращения образов по Лапласу, выходило на получен-
ный стационарный режим. Численная процедура решения задачи в полной по-
становке (2)–(13) была реализована в работе [15]. Графически подтверждено уста-
новление решения на больших временах при выполнении условия согласования для
функции b2(y) = v2(y, 0) из [13] и ограниченности функций cj(t) , j = 1, . . . , 4 , q(t) .
Указано, что для стабилизации решения на больших временах выведенное в рабо-
те [13] ограничение является существенным, только если нужно получить режим,
найденный как решение соответствующей стационарной задачи с дополнительным
условием. В ином случае проведённые вычислительные эксперименты показали,
что решение устанавливается к некоторому постоянному режиму, не совпадающе-
му с решением указанной стационарной задачи.

2. Построение решений задач на функции v1(y, t) , v2(y, t) и их анализ

Уравнение (2) для функции v1(y, t) с граничными условиями (8) и начальным
условием v1(y, 0) = b1(y) представляет собой первую начально-краевую задачу
с неоднородными граничными условиями. Введём обозначения

| | c(n)j | | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
t\in [0,t0]

| c(n)j (t)| , | | bi(y)| | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
y\in [0,1]

| bi(y)| , i = 1, . . . , 5.

Везде ниже штрих будет означать производную по переменной t , натуральный ин-
декс (n) – порядок производной. Отметим несколько известных фактов о решении
обсуждаемой задачи.

A. Справедлив принцип максимума [16], то есть выполнено неравенство

| v1(y, t)| \leq \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}[| | b1(y)| | , | | c1(t)| | , | | c2(t)| | ].

Приведённая оценка позволяет установить единственность гладкого решения,
но не даёт информации о поведении решения задачи (2)–(13) при больших t .

B. В [14] показано, что если cj(t) \rightarrow csj = const при t \rightarrow \infty в равномерной
метрике, то верно соотношение

| v1(y, t) - vs1(y)| \rightarrow 0 при t \rightarrow \infty \forall y \in [0, 1], (14)

где vs1(y) = (cs2  - cs1)y + cs1 – решение соответствующей стационарной задачи.

Если выполнены условия

| c(n)j (t)| \leq Me - m1t, | cj(t) - csj | \leq Me - m1t, j = 1, 2, n = 0, 1, m1 > 0 (15)

(здесь и далее M обозначает некоторую положительную постоянную без
уточнения её величины), то решение удовлетворяет оценкам

| v1(y, t)| \leq Me - m2t, | v1(y, t) - vs1(y)| \leq Me - m2t, 0 < m2 < m1. (16)

Постоянную m2 можно уточнить с помощью решения задачи, построенного в виде
формального ряда с помощью метода разделения переменных.

Предположение 1. Первые производные функций cj(t) , j = 1, 2 , существуют
при t \in [0, t0] ; функция b1(y) непрерывна на отрезке [0, 1] , при этом b1y \in L2(0, 1) ;
выполнены условия согласования b1(0) = c1(0) , b1(1) = c2(0) .
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Исходя из требований предположения 1, функция v1 определяется форму-
лой [17]

v1(y, t) = c1(t) + [c2(t) - c1(t)]y + 2

\infty \sum 
k=1

V1k(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi ky e
 - (\pi k)2a1t, (17)

V1k(t) =

1\int 
0

b1(y) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi ky dy - 
1

\pi k

\Bigl[ 
c1(0) - ( - 1)kc2(0)

\Bigr] 
 - 1

\pi k

t\int 
0

e(\pi k)
2a1\tau [c1\tau  - ( - 1)kc2\tau ] d\tau .

Ряд в (17) сходится абсолютно и равномерно для любых (y, t) \in \=Q (см., напри-
мер, [16]).

Замечание 1. При обосновании того, что выражение (17) есть классическое
решение первой краевой задачи для одномерного уравнения теплопроводности,
в учебниках [18–20] существенно используется свойство финитности правой ча-
сти на отрезке y \in [0, 1] . В случае задачи для v1(t, y) правая часть представлена
выражением c1(t) + [c2(t)  - c1(t)]y , и её финитность влечёт существенное огра-
ничение на краевые условия: cj могут быть только нулевыми, что неприемлемо
для физической интерпретации постановки задачи. В книге [21] (главы 4, 5) авто-
рам удалось найти ряд теорем, пользуясь которыми можно доказать, что ряд во
втором слагаемом формулы (17) сходится абсолютно и равномерно и при невыпол-
нении свойства финитности правой части.

Уточним постоянную m2 из неравенства (16). Из (15) имеем

| c1(t) + [c2(t) - c1(t)]y| \leq 3Me - m1t \forall y \in [0, 1],

поэтому необходимо оценить последнее слагаемое в формуле (17). Нетрудно заме-
тить, что выполнено неравенство

| V1k(t)| \leq | | b1| | +
\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | c1(0)| , | c2(0)| \} 

\pi k
+

2M [e(\pi 
2k2a1 - m1)t  - 1]

\pi k[(\pi k)2a1  - m1]
,

тогда при t \geq \delta > 0 получим оценку

2
\bigm| \bigm| \bigm| \infty \sum 
k=1

V1k(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi ky e
 - (\pi k)2a1t

\bigm| \bigm| \bigm| \leq 
\leq 2e - \pi a1t

\Bigl( 
| | b1| | 

\infty \sum 
k=2

e - \pi 2a1(k
2 - 1)\delta +

\mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ | c1(0)| , | c2(0)| \} 
\pi 

\infty \sum 
k=2

e - \pi 2a1(k
2 - 1)\delta 

k

\Bigr) 
+

+
4Me - m1t

\pi 

\infty \sum 
k=1

1 - e(m1 - (\pi k)2a1)t

k[(\pi k)2a1  - m1]
.

Поскольку все ряды в правой части данного неравенства сходящиеся (начиная
с некоторого k , неравенство m1 < (\pi k)2a1 всегда выполнено), то из проведён-
ных рассуждений следует, что в формуле (16) постоянная m2 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m1, \pi 

2a1) .
Для получения оценки на производную функции v1 по переменной t заметим,

что функция Z(y, t) = v1t(y, t) есть решение задачи

Zt = a1Zyy, Z(y, 0) = v1t(y, 0) = a1b1yy(y), Z(0, t) = c\prime 1(t), Z(1, t) = c\prime 2(t).

Поэтому, если дополнительно предположить, что ограничение (15) выполнено и
для n = 2 , b1 \in C2[0, 1] , b1yyy \in L2(0, 1) , соответствующие начальные и граничные
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условия согласованы (a1b1yy(0) = c\prime 1(0) , a1b1yy(1) = c\prime 2(0)), то для функции Z(y, t)
верна оценка типа (16):

| Z(y, t)| = | v1t(y, t)| \leq Me - m2t \forall y \in [0, 1]. (18)

Отметим, что не представляет труда получить оценки вида (16) для первой и вто-
рой производных функции v1 по переменной y . Ограниченность первой производ-
ной может быть доказана непосредственно дифференцированием выражения (17)
и оценкой получившегося ряда, ограниченность второй следует из уравнения (2) и
оценки (18). Тем самым имеем

| v1yy| \leq a1Me - m2t, | v1y| \leq Me - m2t \forall y \in [0, 1]. (19)

В результате проведённых рассуждений сформулируем теорему.

Теорема 1. Функция v1(y, t) является классическим решением задачи

v1t = a1v1yy, v1(y, 0) = b1(y), v1(0, t) = c1(t), v1(1, t) = c2(t) (20)

и представляется формулой (17) при условии выполнения ограничений на входные
данные задачи:

b1(y) \in C2[0, 1], b
(3)
1 \in L2(0, 1), b1(0) = c1(0), b1(1) = c2(0),

a1b1yy(0) = c\prime 1(0), a1b1yy(1) = c\prime 2(0).

Если дополнительно выполнено требование (15), то при t \rightarrow \infty справедливы оцен-
ки (16), где m2 = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m1, \pi 

2a1) .

В случае однородных граничных условий и нулевой правой части аналогичный
результат для задачи (20) сформулирован, например, в [22].

Обратимся далее к решению задачи (3) с граничными (9) и начальным усло-
вием v2(y, 0) = b2(y) с уже известной функцией v1(y, t) . Будем считать, что
b2(y) \in C1[0, 1] , b2y(0) = a3b1y(0) , b2y(1) = a3b1y(1) . Заметим, что в уравнении (3)
можно сделать замену v2 = N(y, t) + a3v1 и получить задачу для функции N(y, t)
с однородными граничными условиями:

Nt = a2Nyy  - a3v1t, Ny(0, t) = Ny(1, t) = 0, N(y, 0) = b2(y) - a3b1(y) = b20(y).

Решив полученную задачу [17], можно записать v2(y, t) :

v2(y, t) = a3v1(y, t) +

1\int 
0

b20(z)G(y, z, t) dz  - a3

t\int 
0

1\int 
0

v1\tau (z, \tau )G(y, z, t - \tau ) dz d\tau , (21)

G(y, z, t) = 1 + 2

\infty \sum 
k=1

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\pi ky \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\pi kz e - (\pi k)2a2t.

Покажем, что функция v2(y, t) ограничена в \=Q\delta = \{ (y, t)| y \in [0, 1], t \in [\delta , t0]\} ,
где \delta > 0 . Поскольку оценки на функцию v1(y, t) и её производные известны
(см. (16), (18), (19)), представим доказательство ограниченности для остальных
слагаемых в формуле (21):

\bigm| \bigm| \bigm| 1\int 
0

b20(z)G(y, z, t) dz  - a3

t\int 
0

1\int 
0

v1\tau (z, \tau )G(y, z, t - \tau ) dz d\tau 
\bigm| \bigm| \bigm| \leqslant 
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\leqslant 
\Bigl[ 
1 + 2

\infty \sum 
k=1

e - \pi 2k2a2\delta 
\Bigr] 1\int 

0

| b20(z)| dz + | a3| 
t\int 

0

Me - m3\tau | G(y, \xi , t - \tau )| d\xi d\tau \leqslant 

\leqslant M1

1\int 
0

| b20(z)| dz + | a3| M
\Bigl( 1

m3
+ 2

\infty \sum 
k=1

1

| (\pi k)2a2  - m3| 

\Bigr) 
\leq K = const.

Тем самым установлено, что

| v2(y, t)| \leq M2 = | a3| Me - m2t +K в \=Q\delta , (22)

и ограниченность функции v2(y, t) доказана. Заметим, что в отличие от функции
v1(y, t) для функции v2(y, t) невозможно получить оценку вида (16) вследствие
вида функции G в формуле (21).

Получим оценку на производную v2t(y, t) . Из представления решения (21)
следует

| v2t(y, t)| \leq | a3| | v1t| + 2\pi 2a2

1\int 
0

| b20(z)| dz
\infty \sum 
k=1

k2e - (\pi k)2a2t+

+ | a3| 
\bigm| \bigm| \bigm| 1\int 
0

v1t(z, t)G(y, z, 0) dz
\bigm| \bigm| \bigm| + | a3| 

\bigm| \bigm| \bigm| t\int 
0

1\int 
0

v1\tau (z, \tau )
\partial G

\partial t
(y, z, t - \tau ) dz d\tau 

\bigm| \bigm| \bigm| .
(23)

Ряд
\infty \sum 
k=1

k2e - (\pi k)2a2t сходится при t \geq \delta , остальные слагаемые в формуле (23) огра-

ничены в силу оценки (18) и вида функции G . Таким образом,

| v2t(y, t)| \leq M3. (24)

Обращаясь к уравнениям (3), использовав первую оценку из (19) и (24), получим

| v2yy(y, t)| \leq a2M3 в \=Q\delta . (25)

Заметим также, что из равенства

v2y(y, t) = a3v1y(0, t) +

y\int 
0

v2zz(z, t) dz

следует оценка
| v2y(y, t)| \leq M4 в \=Q\delta . (26)

Резюмируя результаты рассуждений относительно функции v2(y, t) , сформули-
руем теорему.

Теорема 2. Функция v2(y, t) является классическим решением задачи

v2t = a2(v2yy  - a3v1yy), v2(y, 0) = b2(y), v2y(0, t) = a3v1y(0, t),

v2y(1, t) = a3v1y(1, t)

и представляется формулой (21) при условии выполнения всех условий теоре-
мы 1 и ограничений на входные данные задачи: b2(y) \in C1[0, 1] , b2y(0) = a1b1y(0) ,
b2y(1) = a1b1y(1) для любых (y, t) \in \=Q\delta . Для функции v2(y, t) и её производных
справедливы оценки (22), (24)–(26).
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Отметим ещё один факт, связанный с функцией v2(y, t) . Нетрудно видеть, что
имеет место закон сохранения

1\int 
0

v2(y, t) dy =

1\int 
0

b2(y) dy = const. (27)

Введём функцию

W (y, t) =

y\int 
0

v2(z, t) dz.

Из соотношений (3), (9) и (27) следует, что W (y, t) есть решение первой краевой
задачи

Wt = a2(Wyy - a3v1y), W (y, 0) =

y\int 
0

b2(z) dz, W (0, t) = 0, W (1, t) =

1\int 
0

b2(z) dz \equiv W0.

Для данной задачи справедлива оценка типа (16)

| W (y, t) - W s(y)| \leq Me - m2t при t \rightarrow \infty \forall y \in [0, 1], (28)

где W s(y) = a3(c
s
2  - cs1)(y

2  - y) + W0y – решение соответствующей стационарной
задачи. Оценка (28) будет использована в следующем разделе при анализе решения
задачи для функции v3(y, t) .

3. Решение обратной задачи (4), (7), (10), апостериорные оценки
решения

Перейдём теперь к решению обратной задачи (4), (7), (10) с начальным усло-
вием v3(y, 0) = b3(y) . Пусть

q(t) \in C1[0, t0], b3(y) \in C1[0, 1], b3(0) = b3(1) = 0,

1\int 
0

b3(y) dy = q(0). (29)

Сделаем замену
U(y, t) = v3(y, t) - 

\pi 

2
q(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi y, (30)

тогда интегральное условие (7) станет однородным, задача для функции U(y, t)
примет вид

Ut = Uyy + h(y, t) - f(t), (31)

U(0, y) = U0(y), U(0, t) = U(1, t) = 0,

1\int 
0

U(y, t) dy = 0, (32)

U0(y) \equiv b3(y) - 
\pi 

2
q(0) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi y, h(y, t) =  - \pi 

2

\biggl( 
q\prime +\pi q

\biggr) 
\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi y - 

y\int 
0

[v1(z, t)+v2(z, t)] dz.

Проинтегрировав уравнение (31) по y от 0 до 1, найдём

\partial 

\partial t

1\int 
0

U dy = Uy(1, t) - Uy(0, t) + q\prime + \pi q  - 
1\int 

0

y\int 
0

[v1(z, t) + v2(z, t)] dzdy  - f(t).
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Отсюда функция f(t) выражается c помощью (17), (21), (30) следующим образом:

f(t) = Uy(1, t) - Uy(0, t) - 
1\int 

0

y\int 
0

[v1(z, t) + v2(z, t)] dzdy + q\prime + \pi q. (33)

Формула (33) позволяет на данном этапе только найти значение f(0) , поскольку
следы Uy(0, t) , Uy(1, t) остаются неизвестными.

Отметим, что задачу (31), (32) можно свести к прямой начально-краевой задаче
с неклассическими граничными условиями. Для этого достаточно ввести обозначе-
ние Uy = w(y, t) , U0y = w0(y) = b3y - (\pi 2q(0) \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} (\pi y))/2 , продифференцировать (4)
по y с использованием граничных условий (32) и сделанной замены (30). В резуль-
тате получим следующую задачу для функции w :

wt = wyy  - hy,

1\int 
0

w dy = 0,

1\int 
0

yw dy = 0, w(0, y) = w0(y), (34)

при этом выполнено
1\int 

0

w0(y) dy =

1\int 
0

yw0(y) dy = 0.

Решение задачи (34) строится в виде ряда по специальному базису. Детальный
алгоритм изложен в работе [23], приведём здесь только конечную формулу для
функции U(y, t) :

U(y, t) =

\infty \sum 
k=0

\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}[\mu k(2y  - 1)] - \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mu k

2\mu k
uk(t), (35)

uk(t) =  - 2(1 + \mu 2
k)

\mu 2
k

\biggl\{ 
e - 4\mu 2

kt

1\int 
0

w0(y) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} [\mu k(2y  - 1)] dy+

+

t\int 
0

\biggl[ 1\int 
0

hy(y, \tau ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} [\mu k(2y  - 1)] dy

\biggr] 
e - 4\mu 2

k(t - \tau )d\tau 

\biggr\} 
,

где \mu k – корни уравнения \mathrm{t}\mathrm{g}\mu k = \mu k , \mu k = \pi (k + 1/2) + O(1/k) , k >> 1 . Теперь
функция f(t) из (33) восстановится в явном виде:

f(t) =  - 2

\infty \sum 
k=0

\mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\mu kuk(t) + q\prime + \pi q  - 
1\int 

0

(1 - y)v1(y, t) dy  - 
1\int 

0

W (y, t) dy. (36)

Подробное доказательство ограниченности функции U(y, t) и её производной по
переменной t приведено в работе [23] при v2 \equiv 0 и соответствующих ограничениях
на входные данные задачи. Покажем, что подобные оценки можно получить, ес-
ли v2 \not = 0 . При этом будет существенно использованы закон сохранения (27) и
функция W , введённая выше.
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Вычислим внутренний интеграл в выражении для uk(t) в формуле (35) с учётом
определения функции h(y, t) и граничных условий для v1(y, t) :

1\int 
0

hy(y, \tau ) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}[\mu k(2y  - 1)] dy =  - 1

2\mu k

\Bigl\{ 
[v2(1, \tau ) - v2(0, \tau )] \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s}\mu k - 

 - 
1\int 

0

\Bigl( 
v1y(y, \tau ) + v2y(y, \tau ) +

\pi 3

2
[q\prime (\tau ) + \pi q(\tau )] \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi y

\Bigr) 
\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{s} [\mu k(2y  - 1)] dy

\Bigr\} 
.

Из ограниченности функции v2(y, t) , производных v1y , v2y (см. неравенства (26),
(19)) и условий (29) следует, что для множителя в формуле (35) справедливо нера-
венство

| uk(t)| 
\mu k

\leq 2e - 2\mu 2
kt

\mu k

1\int 
0

| w0(y)| dy +
4M5(1 - e - 4\mu 2

kt)

\mu 4
k

,

M5 = M2 +M4 +
\pi 3

2
(| | q\prime | | + \pi | | q| | ), | | q(n)(t)| | = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}

t\in [0,t0]
| q(n)(t)| .

Тогда в \=Q\delta равномерно и абсолютно сходятся ряды в представлениях функций
U(y, t) , Uyy(y, t) и f(t) . Из уравнения (31) вытекает сходимость рядов в выраже-
нии для Ut(y, t) . Отсюда согласно замене (30) аналогичные выводы имеют место
и для функций v3(y, t) , v3t и v3yy . Значит, обратная задача (4), (7), (10) имеет
классическое решение.

Перейдём к анализу поведения функции U(t, y) при t \rightarrow \infty . Заметим, что
решение задач для функций U(y, t) , f(t) в стационарной постановке есть

Us = (y2 - y)
fs

2
 - 

y\int 
0

(y - z)hs(z) dz + y

1\int 
0

(1 - z)hs(z) dz,

fs = 12

1\int 
0

(1 - z)hs(z) dz  - 6

1\int 
0

y\int 
0

(y - z)hs(z) dz dy,

hs(y) =  - qs \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi y)

2
 - 

y\int 
0

vs1(y) dy  - W s(y).

(37)

Поскольку vs1(y) , W s(y) известны (см. выше), то все интегралы в (37) могут быть
вычислены в явном виде.

Далее черта над функцией будет означать, что рассматривается разность меж-
ду её нестационарным и стационарным значениями. Так, функции \=U = U(y, t) - 
 - Us(y) , \=f = f(t)  - fs являются решениями задач (31), (32) с соответствующими
функциями \=h , \=q , \=W , \=v1 , \=U0 . Значит, функция \=U(y, t) представима единственным
образом в виде ряда (35) с коэффициентами \=uk(t) .

Предположение 2. Функции q(t) , q\prime (t) определены при всех t \geq 0 , и выпол-
нены неравенства

| q(t) - qs| \leq Me - m3t, | q\prime | \leq Me - m3t, m3 > 0,

qs =

1\int 
0

vs3(y) dy, vs3 = Us +
\pi 

2
qs \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi y.

(38)
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Учитывая второе неравенство в (16), оценки (28) и (38), находим

| \=uk(t)| \leq 4 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
y\in [0,1]

| \=U0(y)| e - 4\mu 2
kt+

+

\left\{     
2M

4\mu 2
k  - m

\bigl( 
e - mt  - e - 4\mu 2

kt
\bigr) 
, если 4\mu 2

k \not = m, m = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m1,m3),

2Mte - 4\mu 2
kt, если \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m1,m3) = 4\mu 2

k.

Тогда при t \geq \delta > 0 справедливы неравенства

| \=U(y, t)| \leq 4 \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}
y\in [0,1]

| \=U0(y)| e - 4\mu 2
1t

\infty \sum 
k=2

e - 4(\mu 2
k - \mu 2

1)\delta 

\mu k
+

+

\left\{       
2Me - mt

\infty \sum 
k=1

1
\mu k(4\mu 2

k - m)
, если 4\mu 2

k \not = m,

2Mte - 4\mu 2
1t

\sum 
k=2

e - 4\mu 2
k\delta , если \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(m1,m3) = 4\mu 2

k.

Тем самым в общем случае имеем оценки

| \=U(y, t)| \leq Mte - \alpha t, | \=f(t)| \leq Mte - \alpha t, \alpha = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(4\mu 2
1,m) > 0. (39)

По результатам анализа решения обратной задачи сформулируем теорему.

Теорема 3. Решение обратной задачи

v3t = v3yy  - 
y\int 

0

[v1(z, t) + v2(z, t)] dz  - f(t), v3(0, t) = v3(1, t) = 0,

v3(y, 0) = b3(y),

1\int 
0

v3(y, t) dy = q(t)

выражается формулами (36) для функции f(t) и v3 = U(y, t) + (\pi q(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n} (\pi y))/2 ,
где U(y, t) из формулы (35), и является классическим, если выполнены условия
теорем 1, 2 и ограничения (29). Если дополнительно выполнены неравенства (38),
то справедливы оценки

| v3(y, t) - vs3(y)| \leq Mte - \alpha t, | f(t) - fs| \leq Mte - \alpha t, \alpha = \mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}(4\mu 2
1,\mathrm{m}\mathrm{i}\mathrm{n}[m1,m3]).

4. Нахождение функций v4(y, t) и v5(y, t)

Поскольку функции v1(y, t) и v3(y, t) на данном этапе уже известны, то решение
задачи для функции v4(y, t) , (y, t)\in \=Q\delta , при условии, что c3(0)=b4(0) , c4(0)=b4(1) ,
запишется так:

v4(y, t) = c3(t) + [c4(t) - c3(t)]y + 2

\infty \sum 
k=1

V4k(t) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi ky e
 - (\pi k)2a1t, (40)

V4k(t) =

1\int 
0

b4(y) \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi ky dy - 
1

\pi k

\Bigl[ 
c3(0) - ( - 1)kc4(0)

\Bigr] 
+

t\int 
0

F (z, \tau )e(\pi k)
2a1\tau \mathrm{s}\mathrm{i}\mathrm{n}\pi kz dz d\tau ,

F (y, t) =  - a4v1(y, t)v3(y, t) - c\prime 3(t) - [c\prime 4(t) - c\prime 3(t)]y.
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Решение соответствующей стационарной задачи есть

vs4(y) =
a4
a1

y\int 
0

(y  - z)vs1(z)v
s
3(z) dz +

\Bigl[ 
cs4  - cs3  - 

a4
a1

vs1(y)v
s
3(y)

\Bigr] 
y + cs3, (41)

где vs1(y) , vs3(y) записаны выше, csj – стационарные аналоги функций cj(t) , j=3, 4 .
Для функции v4(y, t) можно провести все те же рассуждения, которые изложе-

ны для функции v1(y, t) в разделе 2. Ниже сформулируем кратко результат.
При выполнении условий теорем 1, 3 справедливо неравенство

| v1(y, t)v3(y, t) - vs1(y)v
s
3(y)| = | v1v3  - vs1v3 + vs1v3  - vs1v

s
3| \leq 

\leq | v1  - vs1| | v3| + vs1| v3  - vs3| \leq Me - m5t, m5 = \mathrm{m}\mathrm{a}\mathrm{x}\{ \alpha ,m2\} .
(42)

Если выполнены оценки (42) и условия

| c(n)j (t)| \leq Me - m4t, | cj(t) - csj | \leq Me - m4t, j = 3, 4, n = 0, 1, m4 > 0,

то из свойств решения первой начально-краевой задачи для параболического опе-
ратора, доказанных в [14], следует, что функция v4(y, t) , определяемая форму-
лой (40), является классическим решением задачи (5), (11) с начальным условием
v4(y, 0) = b4(y) . При этом v4(y, t) стремится к vs4(y) из (41) при t \rightarrow \infty по экспо-
ненциальному закону.

Чтобы записать решение v5(y, t) , удобно ввести замену S = v5  - a3v4 . Тогда
задача для S(y, t) примет вид

St = a2Syy+S0, Sy(0, t) = Sy(1, t) = 0, S(y, 0) = b5 - a3b4, S0 =  - a3v4t - a4v2v3.

Здесь b5(0) = a3b4(0) , b5(1) = a3b4(1) , функция S0 уже известна. Из [17] S(y, t)
может быть записана как

S =

1\int 
0

[b5(z) - a3b4(z)]G(y, z, t) dz +

t\int 
0

1\int 
0

S0(z, \tau )G(y, z, t - \tau ) dz d\tau , (43)

где функция Грина G(y, z, t) совпадает с функцией Грина из формулы (21) для
функции v2(y, t) . Соответствующее стационарное решение имеет вид

vs5 = a3v
s
4 +

a4
a2

y\int 
0

(y  - z)vs2(z)v
s
3(z) dz. (44)

В силу второго условия в (12) для разрешимости стационарной задачи необходимо
выполнение соотношения

1\int 
0

vs2(y)v
s
3(y) dy = 0.

Поскольку функция v5(y, t) находится через функцию v2(y, t) , для которой до-
казана только ограниченность в области Q\delta , то сходимости v5(y, t) к vs5(y) при
t \rightarrow \infty в общем случае нет.
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Заключение

Доказано существование классического решения краевой задачи для системы
пяти параболических уравнений. В качестве граничных условий для трёх функ-
ций выступают условия Дирихле, для оставшихся – условия Неймана. Решаемая
система является следствием уравнений однонаправленного конвективного течения
теплопроводной бинарной смеси, условия совместности которой приводят к обрат-
ной задаче для функции скорости: определение горизонтального градиента дав-
ления происходит вместе с остальными неизвестными функциями, входящими в
систему. Соответствующая стационарная задача имеет неединственное решение
в общем случае как задача Неймана для эллиптического оператора [14], для её
замыкания поставлено дополнительное условие [13]. Сходимость нестационарного
решения к соответствующему стационарному по экспоненциальному закону отно-
сительно времени установлена только для функций, для которых заданы условия
Дирихле. Для функций, задачи определения которых замыкаются условиями вто-
рого рода, установлена ограниченность.

Полученные результаты завершают цикл работ авторов по исследованию мате-
матической модели движения бинарной смеси в протяжённом канале, ограничен-
ном твёрдыми стенками, на которых поддерживается линейное по горизонтальной
координате распределение температуры. Исследованы физические и геометриче-
ские параметры, влияющие на стационарное течение [24]. Для нестационарной за-
дачи установлены свойства сходимости части характеристик течения к соответ-
ствующим стационарным, для оставшихся – доказана ограниченность. Влияние
периодических по времени граничных условий для функции температуры иссле-
довано численно [15], подтверждён критерий стабилизации движения, полученный
теоретически [13].
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Abstract

This article considers an initial-boundary value problem for a system of parabolic equations,
which arises when studying the flow of a binary mixture in a horizontal channel with walls
heated non-uniformly. The problem was reduced to a sequence of initial-boundary value
problems with Dirichlet or Neumann conditions. Among them, an inverse problem with a
non-local overdetermination condition was distinguished. The solution was constructed using
the Fourier method and validated as classical. The behavior of the non-stationary solution at
large times was discussed. It was shown that certain functions within the solution tend to their
stationary analogs exponentially at large times. For some functions, only boundedness was
proved. The problem and its solution are relevant for modeling the thermal modes associated
with the separation of liquid mixtures.

Keywords: equation of convective heat and mass transfer, non-classical boundary value
problem, non-stationary solution, a priori estimate, boundedness
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