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Аннотация
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Abstract

A mathematically rigorous formulation of contact problems in the theory of plates and shells
is justified. An overview of the recently solved static and dynamic problems, their analytical and
numerical solutions, is carried out, and the results of the obtained solutions are analyzed. Additionally,
examples are provided of such problems where the correct determination of contact stress distribution
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1. О математически корректной постановке

Одним из наиболее сложных разделов теории оболочек, имеющим широкую область
практических приложений, являются задачи анализа прочности тонкостенных элемен-
тов конструкций при их взаимодействии с другими упругими или жесткими телами.
При этом контактные задачи теории оболочек имеют свою специфику, отличающую
их от контактных задач теории упругости. При рассмотрении последних трудности воз-
никают, как правило, на этапе вывода и решения уравнений, а с выбором самой теории,
используемой при формулировке задачи, все бывает ясно. В контактных задачах тео-
рии оболочек выбор той или иной теории существенно влияет на конечный результат.
Рассмотрим, например, хорошо известное [1] решение задачи о цилиндрическом изгибе
параболическим штампом пластины, шарнирно опертой по краям 𝑥 = ±𝑙 (рис. 1).
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Рис. 1. Контактная задача при цилиндрическом изгибе
Fig. 1. Contact problem in cylindrical bending

При решении задачи на основе классической теории Кирхгофа – Лява условие контакта
записывается в виде равенства перемещений штампа перемещениям срединной поверхно-
сти пластины и приводит к уравнению

𝑎∫︁

−𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜎(𝜉) 𝑑𝜉 = 𝛼− 𝑓(𝑥), |𝑥| < 𝑎, (1)

где 𝐺(𝑥, 𝜉) – функция Грина, являющаяся решением краевой задачи

𝐺𝐼𝑉 (𝑥, 𝜉) =
1

𝐷
𝛿(𝑥− 𝜉), 𝐺(±𝑙, 𝜉) = 0, 𝐺

′′
(±𝑙, 𝜉) = 0,

𝐷 =
𝐸ℎ3

12(1− 𝜈2) – изгибная жесткость пластины, 𝛿(𝑥 − 𝜉) – дельта-функция Дирака,

𝛼 и 𝑓(𝑥) – жесткое смещение и форма подошвы штампа, 𝜎(𝑥) – неизвестное контакт-
ное давление.

Нетрудно получить функцию Грина в виде

𝐺(𝑥, 𝜉) =
1

12𝐷𝑙

[︀
𝑙 |𝑥− 𝜉|3 + 𝑥𝜉(𝑥2 + 𝜉2 + 2𝑙2)− 3𝑙2(𝑥2 + 𝜉2) + 2𝑙4

]︀
.

Уравнение (1) является интегральным уравнением Фредгольма 1-го рода. Известно,
что решение уравнений Фредгольма 1-го рода с гладким ядром (а у нас функция 𝐺(𝑥, 𝜉)
гладкая) является задачей, математически некорректной. Это значит, что бесконечно
малому изменению правой части будет соответствовать конечное изменение решения.
Физически же некорректность постановки может проявляться по-разному, в зависимо-
сти от решаемой задачи и от того объекта или процесса, который мы моделируем таким
интегральным уравнением. Надо быть готовым в таком случае ко всяким неожиданностям.
В нашем случае некорректность проявляется в том, что для штампа параболической фор-
мы 𝑓(𝑥) = 𝑐𝑥2 решение контактной задачи имеет вид

𝜎(𝑥) = −𝑃
2
[𝛿(𝑥− 𝑎) + 𝛿(𝑥+ 𝑎)].
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При этом смещение штампа 𝛼 , размер области контакта 𝑎 и прижимающая сила 𝑃 свя-
заны соотношениями

𝑃 =
4𝑐𝐷

𝑙 − 𝑎, 𝛼 = − 𝑃

12𝐷
(𝑎3 − 3𝑙𝑎2 + 2𝑙3).

Что мы видим в этом решении?
Во-первых, напряжения под штампом отсутствуют, а на границах они настолько ве-

лики, что сосредоточены в точках 𝑥 = ±𝑎 . Но при гладкой форме штампа как раз
на границе напряжений быть не должно, и из простых физических соображений ясно,
что 𝜎(±𝑎) = 0 .

Во-вторых, зависимость 𝑃 (𝑎) (рис. 2) имеет две особые точки: 𝑎 = 0 и 𝑎 = 𝑙 . В нулевой
точке мы имеем конечное значение силы 𝑃 , т. е. бесконечно малому приращению длины
области контакта 𝑎 соответствует конечное приращение силы 𝑃 , прижимающей штамп.
А для того чтобы область контакта распространилась на всю длину 𝑙 , требуется беско-
нечно большое значение силы 𝑃 .

Рис. 2. Зависимость 𝑃 (𝑎)

Fig. 2. Dependence 𝑃 (𝑎)

Контактную задачу теории оболочек можно сделать математически корректной, ис-
пользовав методы регуляризации для перехода к уравнению Фредгольма второго рода

𝑘0𝜎(𝑥) +

𝑎∫︁

−𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜎(𝜉) 𝑑𝜉 = 𝛼− 𝑓(𝑥), |𝑥| < 𝑎. (2)

Важнейшим при этом является выбор значения параметра регуляризации 𝑘0 .
Это значение должно делать решение устойчивым и вместе с тем незначительно ис-
кажать первоначальное интегральное уравнение первого рода. В методе регуляризации
А.Н. Тихонова [2] используется априорная информация о решении для сужения области
поиска и окончательного выбора параметра.

Другой подход к проблеме регуляризации уравнений рассматриваемых контактных
задач основан на уточнении физической постановки задачи. В варианте Г.Я. Попова [3]
срединная поверхность тонкостенного элемента покрывается слоем упругого винклерова
основания с коэффициентом податливости 𝑘0 , значение которого необходимо определять
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экспериментально. Более логичной представляется интерпретация параметра регуляриза-
ции как коэффициента обжатия оболочки по толщине, характеризующего смещение кон-
тактирующей поверхности относительно срединной. Такая постановка была предложена
независимо друг от друга и практически одновременно Э.И. Григолюком и В.М. Толка-
чевым [4], М.В. Блохом и С.Я. Цукровым [5], Ю.П. Артюхиным и С.Н. Карасевым [6].
Выражения для коэффициента обжатия получены ими путем интегрирования соотно-
шений закона Гука для поперечной деформации при нормальном напряжении, найден-
ном из уравнений равновесия. Позднее Ю.П. Артюхин [7] получил коэффициент обжатия
из решения задачи о сжатии тонкого слоя, лежащего на недеформируемом основании.

Коэффициент обжатия может быть представлен в общем случае в виде 𝑘0 = 𝐹 (𝜈)ℎ/𝐸 ,
где 𝐹 (𝜈) – некоторая функция коэффициента Пуассона 𝜈 или константа, которая пред-
ставлена в табл. 1.

Табл. 1. Вид и значения функции 𝐹 (𝜈)

Table 1. Type and values of the function 𝐹 (𝜈)

Источник [4] [5] [6] [7]

Вид функции 13/32 3/8 13(1− 𝜈2)/32 (1 + 𝜈)(0, 5− 𝜈)/(1− 𝜈)
𝐹 (0, 3) 0, 406 0, 375 0, 370 0, 371

Диапазон изменения 𝐹 (𝜈) укладывается в ±5 %. В то же время ядро интегрального
уравнения (2) можно переписать в виде

𝐺(𝑥, 𝜉) = (1− 𝜈2) ℎ
𝐸

(︂
𝑙

ℎ

)︂4

𝐺0(𝑥, 𝜉),

где

𝐺0(𝑥, 𝜉) = |𝑥* − 𝜉*|3 + 𝑥*𝜉*(𝑥
2
* + 𝜉2* + 2)− 3(𝑥2* + 𝜉2*) + 2, 𝑥* = 𝑥/𝑙, 𝜉* = 𝜉/𝑙.

Тогда очевидно, что 𝐺(𝑥, 𝜉) имеет порядок (1 − 𝜈2)(ℎ/𝐸)(𝑙/ℎ)4 , и слагаемое 𝑘0𝜎(𝑥)
на несколько порядков меньше прогиба срединной поверхности не только для тонких,
но и для пластин и оболочек средней толщины.

Решение уравнения (2) имеет вид

𝜎(𝑥) =
𝜆𝑃

𝑠
(sinh[𝜆(𝑎+ 𝑥)] sin[𝜆(𝑎− 𝑥)] + sinh[𝜆(𝑎− 𝑥)] sin[𝜆(𝑎+ 𝑥)]) ,

где 𝜆 = 1/ 4
√
4𝑘0𝐷, 𝑠 = sinh𝜙− sin𝜙 , 𝜙 = 2𝜆𝑎 . Смещение штампа 𝛼 , размер области кон-

такта 𝑎 и прижимающая сила 𝑃 связаны при этом соотношениями

𝑃 =
4𝑐𝐷𝜆𝑠

𝑙𝑎𝜆𝑠+ cosh𝜙+ cos𝜙
, 𝛼 =

𝑃

2𝐷

(︂
𝑎1 + 𝑎2

cosh𝜙+ cos𝜙

𝜆𝑠
− 𝑙𝑎

sinh𝜙+ sin𝜙

2𝜆2𝑠

)︂
,

𝑙𝑎 = 𝑙 − 𝑎, 𝑎1 =
𝑎3 − 3𝑙𝑎2 + 2𝑙3

6
, 𝑎2 =

𝑎(2𝑙 − 𝑎)
2

.

Главным критерием достоверности решения служит сравнение с решением, полученным
по точным уравнениям теории упругости, если оно, конечно, существует.
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Рис. 3. Сравнение контактных напряжений, полученных по теории упругости и теории пластин
с учетом обжатия
Fig. 3. Comparison of contact stresses obtained from the theory of elasticity and the theory of plates
with regard for compression

Как видно из рис. 3, учет обжатия позволяет получить контактные напряжения, близ-
кие к тем, что дает расчет по теории упругости.

Приведенные решения позволяют сделать вывод, что для контактных задач без учета
касательного взаимодействия между тонкостенными объектами условие контакта можно
формулировать в виде равенства перемещений, состоящих из прогибов срединных
поверхностей и местного поперечного обжатия в зоне контакта. При этом сохраняются
все преимущества теории тонких оболочек по сравнению с теорией упругости. Возможно
также определять функцию Грина для пластин и оболочек средней толщины на основе
теорий типа Тимошенко, учитывающих деформации поперечного сдвига.

2. Метод сведения интегральных уравнений контактных задач к краевой
задаче

Метод сведения интегральных уравнений контактных задач к краевой задаче, разра-
ботанный в Казанском университете Ю.П. Артюхиным для одномерных задач и распро-
страненный впоследствии автором на двумерные и динамические задачи, изложим для
простоты на примере уравнения (2).

Суть метода заключается в следующем [8]. Пусть функция влияния удовлетворяет
некоторому уравнению

𝐿𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝐿1𝛿(𝑥− 𝜉), (3)

вид операторов (в общем случае дифференциальных) определяется теорией оболочек,
используемой в каждом конкретном случае.
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Подействуем оператором 𝐿 на уравнение (2)

𝑘0𝐿𝜎(𝑥) +

𝑎∫︁

−𝑎

𝐿𝐺(𝑥, 𝜉)𝜎(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐿(𝛼− 𝑓(𝑥)). (4)

Использовав фильтрующие свойства 𝛿 -функции, приведем (4) к виду

𝑘0𝐿𝜎(𝑥) + 𝐿1𝜎(𝑥) = 𝐿(𝛼− 𝑓(𝑥)). (5)

Введем новую неизвестную функцию

𝐿1𝑈(𝑥) = 𝛼− 𝑓(𝑥)− 𝑘0𝜎(𝑥). (6)

Тогда 𝐿1𝜎(𝑥) = 𝐿𝐿1𝑈(𝑥) . Отсюда получим

𝜎(𝑥) = 𝐿𝑈(𝑥). (7)

Подставим полученное соотношение в уравнение (5):

𝑘0𝐿𝐿𝑈(𝑥) + 𝐿1𝐿𝑈(𝑥) = 𝐿(𝛼− 𝑓(𝑥))

и окончательно получим дифференциальное уравнение для 𝑈(𝑥) :

(𝑘0𝐿+ 𝐿1)𝑈(𝑥) = 𝛼− 𝑓(𝑥). (8)

Подставив (6) и (7) в (2), найдем

𝑎∫︁

−𝑎

𝐺(𝑥, 𝜉)𝐿𝑈(𝜉)𝑑𝜉 = 𝐿1𝑈(𝑥).

Здесь оператор 𝐿 берется по переменной интегрирования 𝜉 . Применив обобщенное инте-
грирование по частям, получим

𝑎∫︁

−𝑎

𝐿𝐺(𝑥, 𝜉)𝑈(𝜉)𝑑𝜉 + Ψ(𝐺,𝑈)|𝜉=𝑎
𝜉=−𝑎 = 𝐿1𝑈(𝑥),

где Ψ(𝐺,𝑈) – дифференциальное выражение, конкретный вид которого определяется опе-
ратором 𝐿 .

В контактных задачах функция влияния симметрична по переменным 𝑥 и 𝜉 . Поэтому
интеграл в левой части тождественно равен 𝐿1𝑈(𝑥), и у нас остается краевое условие
для 𝑈(𝑥) :

Ψ(𝐺,𝑈)|𝜉=𝑎
𝜉=−𝑎 = 0. (9)

Таким образом, проблема решения интегрального уравнения (2) сведена к решению
краевой задачи (8), (9). Если оператор 𝐿 = 𝑑4/𝑑𝑥4 или 𝐿 = 𝑑4/𝑑𝑥4 + 4𝜆4 , то

Ψ(𝐺,𝑈) = 𝐺(𝑥, 𝜉)𝑈 ′′′(𝜉)−𝐺′
𝜉(𝑥, 𝜉)𝑈

′′(𝜉) +𝐺′′
𝜉𝜉(𝑥, 𝜉)𝑈

′(𝜉)−𝐺′′′
𝜉𝜉𝜉(𝑥, 𝜉)𝑈(𝜉).
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В двумерных контактных задачах сведение интегрального уравнения к краевой зада-
че при сохранении общего подхода имеет некоторые особенности [9]. Интегральное урав-
нение, являющееся условием контакта тонкой оболочки, взаимодействующей с жестким
телом – штампом, имеет вид

𝑘0𝜎(𝑥, 𝑦) +

∫︁∫︁

Ω

𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)𝜎(𝜉, 𝜂)𝑑𝜉𝑑𝜂 = 𝑓(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω. (10)

Здесь Ω – область контакта, ограниченная контуром Γ (рис. 4); 𝑓(𝑥, 𝑦) – функция формы
и жесткого смещения штампа и оболочки; 𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) – функция влияния, удовлетворя-
ющая уравнению

𝐿𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂) = 𝐿1𝛿(𝑥− 𝜉, 𝑦 − 𝜂)
(𝐿,𝐿1 – дифференциальные операторы) и соответствующим краевым условиям.

Рис. 4. Двумерная область контакта
Fig. 4. Two-dimensional contact area

Если форма штампа гладкая и область контакта заранее неизвестна, то к уравне-
нию (10) необходимо добавить естественное условие непрерывности контактного давления
на границе контакта Γ : 𝜎(𝑥, 𝑦) = 0, (𝑥, 𝑦) ∈ Γ .

Постоянные жесткого смещения определяются из условий статического равновесия
штампа.

Для ряда теорий тонких оболочек, используемых в настоящее время, опе-
ратор 𝐿 представим в виде 𝐿 = ∇4 + 𝛼1∇2 + 𝛼2 , где ∇2 – оператор Лапласа,
𝛼1, 𝛼2 – постоянные. Тогда краевая задача, соответствующая уравнению (10), относитель-
но вспомогательной функции 𝑈(𝑥, 𝑦) , связанной с контактным давлением зависимостью
𝐿1𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦)− 𝑘0𝜎(𝑥, 𝑦) , примет вид

(𝑘0𝐿+ 𝐿1)𝑈(𝑥, 𝑦) = 𝑓(𝑥, 𝑦), (11)
∮︁

Γ

Ψ[𝐺,𝑈 ]𝑑Γ = 0, (12)

где

Ψ[𝐺,𝑈 ] ≡ (∇2 + 𝛼1)𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)
𝜕𝑈(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛
+𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)

𝜕∇2𝑈(𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛
−

−𝑈(𝜉, 𝜂)𝜕∇
2𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛
− (∇2 + 𝛼1)𝑈(𝜉, 𝜂)

𝜕𝐺(𝑥, 𝑦, 𝜉, 𝜂)

𝜕𝑛
,

𝑛 – внешняя нормаль к контуру Γ .
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Соотношение (12) представляет собой краевое условие для функции 𝑈(𝑥, 𝑦) . Таким
образом, проблема решения интегрального уравнения (10) сведена к решению краевой
задачи (11), (12). Основное отличие от одномерных контактных задач заключается в том,
что краевое условие записано в виде контурного интеграла по границе области контакта.

Многосвязные контактные задачи также сводятся к решению (11), (12) [10].
При решении контактных задач для оболочек средней толщины с учетом деформаций

поперечного сдвига отличие от рассмотренной постановки заключается только в операто-
ре 𝐿1 в правой части уравнения для функции Грина.

3. Методика численного решения интегральных уравнений контактных
задач [11]

Геометрия взаимодействующих тел зачастую такова, что искать функцию влияния
удобнее в системе координат (𝛼2, 𝛽2) , связанной с оболочкой, а условие контакта записы-
вать в системе координат штампа (𝛼1, 𝛽1) (рис. 5):

𝐿𝐺̃(𝛼2, 𝛽2, 𝜉2, 𝜂2) = 𝐿1𝛿(𝛼2 − 𝜉2, 𝛽2 − 𝜂2),

𝑘0𝜎(𝛼1, 𝛽1) +

∫︁∫︁

Ω

𝐺(𝛼1, 𝛽1, 𝜉1, 𝜂1)𝜎(𝜉1, 𝜂1)𝑑Ω = 𝑓(𝛼1, 𝛽1), (𝛼1, 𝛽1) ∈ Ω.

При этом надо знать формулы перехода от одной системы координат к другой:

𝛼1 = 𝛼1(𝛼2, 𝛽2), 𝛽1 = 𝛽1(𝛼2, 𝛽2).

Рис. 5. Системы координат
Fig. 5. Coordinate systems

Область контакта покроем сеткой топологических прямоугольников, в каждом из ко-
торых проведем интегрирование с помощью квадратурной формулы Гаусса. Потребовав
выполнения условия контакта пластины и штампа в каждой квадратурной точке, сведем
проблему определения значений контактного давления в узлах интегрирования к решению
системы линейных алгебраических уравнений

𝑘0𝜎(𝛼1𝑠𝑝𝑞, 𝛽1𝑡𝑝𝑞)+

+

𝑛 𝛼1∑︁

𝑘=1

𝑛𝛽 1∑︁

𝑙=1

(𝑏𝑘𝑙 − 𝑎𝑘𝑙)(𝑑𝑘𝑙 − 𝑐𝑘𝑙)
𝑁∑︁

𝑖=1

𝑁∑︁

𝑗=1

𝐺(𝛼1𝑠𝑝𝑞, 𝛽1𝑡𝑝𝑞, 𝜉1𝑖𝑘𝑙, 𝜂1𝑗𝑘𝑙)𝜎(𝜉1𝑖𝑘𝑙, 𝜂1𝑗𝑘𝑙)𝐴𝑖𝐴𝑗 =

= 𝑓(𝛼1𝑠𝑝𝑞, 𝛽1𝑡𝑝𝑞),
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где 𝐴𝑖 и 𝑁 – весовые множители и число узлов в квадратурной формуле Гаусса;
𝑛𝛼 1 , 𝑛𝛽 1 – количество фрагментов разбиения сетки по осям; 𝑠, 𝑡 = 1, 2, . . . , 𝑁 ;
𝑝 = 1, 2, . . . , 𝑛𝛼 1 ; 𝑞 = 1, 2, . . . , 𝑛𝛽 1 .

4. Результаты решения контактных задач
4.1. Взаимодействие с жестким телом пластины средней толщины, лежа-

щей на упругом основании [12]. Как известно, решение задач теории пластин и обо-
лочек на основе классической теории Кирхгофа – Лява позволяет получать приемлемые
по точности решения только для тонких объектов. Для пластин и оболочек средней тол-
щины необходимо использовать теории, в которых учитываются деформации поперечно-
го сдвига (искривление нормали к срединной поверхности). В работе [6] С.Н. Карасев,
Ю.П. Артюхин исследовали влияние учета деформаций поперечного сдвига на распреде-
ление контактных напряжений, но ограничились тонкими пластинами. Рассмотрим кон-
тактную задачу о взаимодействии штампа с пластиной средней толщины, лежащей на
упругом винклеровом основании.

Используем теорию Тимошенко, учитывающую деформации поперечного сдвига.
Согласно этой теории операторы 𝐿 и 𝐿1 в уравнении (3) имеют вид

𝐿 =
𝑑4

𝑑𝑥4
+ 4𝜆4, 𝐿1 =

1

𝐷
− 1

𝐾

𝑑2

𝑑𝑥2
,

где 𝐾 = 5𝐸ℎ/12(1 + 𝜈) – жесткость на сдвиг, 4𝜆4 = 𝑘/𝐷 , 𝑘 – коэффициент постели упру-
гого основания.

Решение контактной задачи получим при трех различных вариантах закрепления
пластины:

1) оба края жестко защемлены: 𝐺(±𝑙, 𝜉) = 𝐺′
𝑥(±𝑙, 𝜉) = 0;

2) оба края шарнирно оперты: 𝐺(±𝑙, 𝜉) = 𝐺′′
𝑥𝑥(±𝑙, 𝜉) = 0;

3) оба края свободны: 𝐺′′
𝑥𝑥(±𝑙, 𝜉) = 𝐺′′′

𝑥𝑥𝑥(±𝑙, 𝜉) = 0.

Общее решение уравнения (3) достаточно просто получить методом вариации произ-
вольных постоянных. Удовлетворив граничным условиям, получим функцию влияния в
виде

𝐺(𝑥, 𝜉) =
4∑︁

𝑗=1

4∑︁

𝑖=1

𝐶𝑗𝑖𝑌𝑖(𝜆𝜉)𝑌𝑗(𝜆𝑥)/𝐷0 +
4∑︁

𝑗=1

4∑︁

𝑖=1

𝐵𝑗𝑖𝑌𝑖(𝜆𝜉)𝑌𝑗(𝜆𝑥)𝐻(𝑥− 𝜉)/(4𝜆3𝐷𝐾),

где 𝐻(𝑥− 𝜉) – единичная функция Хевисайда, 𝑌𝑖(𝑥) – балочные функции Крылова:

𝑌1(𝑥) = cosh𝑥 cos 𝑥, 𝑌2(𝑥) = sinh𝑥 sin 𝑥, 𝑌3(𝑥) = sinh𝑥 cos 𝑥, 𝑌4(𝑥) = cosh𝑥 sin 𝑥,

(𝐵𝑗𝑖) =

⎛
⎜⎜⎝

0 0 𝐾𝑑𝑝 −𝐾𝑑𝑚

0 0 −𝐾𝑑𝑚 −𝐾𝑑𝑝

−𝐾𝑑𝑝 𝐾𝑑𝑚 0 0
𝐾𝑑𝑚 𝐾𝑑𝑝 0 0

⎞
⎟⎟⎠ .

Конкретный вид 𝐶𝑗𝑖 определяется граничными условиями.
Для жестко защемленных краев

𝐶11 = (𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 + 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 − 2𝐾)𝑆𝑠𝑚, 𝐶12 = (−𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 − 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑚,
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𝐶21 = (−𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 + 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑚, 𝐶22 = −(𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 + 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 + 2𝐾)𝑆𝑠𝑚,

𝐶33 = (𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 − 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 − 2𝐾)𝑆𝑠𝑝, 𝐶34 = (𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 − 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑝,

𝐶43 = (𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 + 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑝, 𝐶44 = (−𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 + 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 − 2𝐾)𝑆𝑠𝑝,

𝐶13 = −𝐾𝑑𝑝𝑆𝑠𝑚𝑆𝑠𝑝, 𝐶31 = −𝐶13, 𝐶24 = −𝐶13, 𝐶42 = 𝐶13,

𝐶14 = 𝐾𝑑𝑚𝑆𝑠𝑚𝑆𝑠𝑝, 𝐶23 = 𝐶14, 𝐶32 = −𝐶14, 𝐶41 = −𝐶14,

𝐷0 = cos𝑙4 + cosh𝑙4 − 2.

Для шарнирно опертых краев

𝐶11 = (𝐶𝑠 − 𝐶ℎ)(𝐾𝑑𝑝𝑆ℎ −𝐾𝑑𝑚𝑆𝑛), 𝐶12 = (𝐶ℎ − 𝐶𝑠)(𝐾𝑑𝑚𝑆ℎ +𝐾𝑑𝑝𝑆𝑛),

𝐶13 = (𝐶2
ℎ − 𝐶2

𝑠 )𝐾𝑑𝑝, 𝐶14 = (𝐶2
𝑠 − 𝐶2

ℎ)𝐾𝑑𝑚,

𝐶33 = (𝐶ℎ + 𝐶𝑠)(𝐾𝑑𝑝 𝑆ℎ +𝐾𝑑𝑚 𝑆𝑛), 𝐶34 = (𝐶ℎ + 𝐶𝑠)(𝐾𝑑𝑝 𝑆𝑛 −𝐾𝑑𝑚 𝑆ℎ),

𝐶21 = 𝐶12, 𝐶22 = −𝐶11, 𝐶23 = 𝐶14, 𝐶24 = 𝐶31 = −𝐶13,

𝐶32 = −𝐶14, 𝐶41 = −𝐶14, 𝐶42 = 𝐶13,

𝐷0 = cos𝑙4 − cosh𝑙4.

Для свободных краев

𝐶11 = (𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 + 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 + 2𝐾)𝑆𝑠𝑚, 𝐶12 = (−𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 + 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑚,

𝐶21 = (−𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 − 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑚, 𝐶22 = (−𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 − 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 + 2𝐾)𝑆𝑠𝑚,

𝐶33 = (𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 − 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 + 2𝐾)𝑆𝑠𝑝, 𝐶34 = (𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 + 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑝,

𝐶43 = (𝐶ℎ𝐾𝑑𝑚 + 𝐶𝑠𝐾𝑑𝑝 − 4𝜆2𝐷)𝑆𝑠𝑝, 𝐶44 = (−𝐶𝑠𝐾𝑑𝑚 + 𝐶ℎ𝐾𝑑𝑝 + 2𝐾)𝑆𝑠𝑝,

𝐶13 = −𝐾𝑑𝑝𝑆𝑠𝑚𝑆𝑠𝑝, 𝐶24 = −𝐶13, 𝐶31 = −𝐶13, 𝐶42 = 𝐶13,

𝐶14 = 𝐾𝑑𝑚𝑆𝑠𝑚𝑆𝑠𝑝, 𝐶23 = 𝐶14, 𝐶32 = −𝐶14, 𝐶41 = −𝐶14,

𝐷0 = cos𝑙4 + cosh𝑙4 − 2.

Здесь введены обозначения

𝑆𝑠𝑚 = 𝑆ℎ − 𝑆𝑛, 𝑆𝑠𝑝 = 𝑆ℎ + 𝑆𝑛,

𝑆ℎ = sinh𝑙2, 𝑆𝑛 = sin 𝑙2, 𝐶ℎ = cosh𝑙2, 𝐶𝑠 = cos𝑙2,

𝐾𝑑𝑝 = 𝐾 + 2𝜆2𝐷, 𝐾𝑑𝑚 = 𝐾 − 2𝜆2𝐷, 𝑙2 = 2𝜆𝑙, 𝑙4 = 4𝜆𝑙.

В случае плоского штампа 𝑓(𝑥) = 0, и уравнение (8) примет вид

𝑈 𝐼𝑉 (𝑥)− 𝑝𝑈 𝐼𝐼(𝑥) + 𝑞𝑈(𝑥) = 𝛼0, (13)

где 𝑝 = 1/(𝑘0𝐾), 𝑞 = (1 + 𝑘0𝑘)/(𝑘0𝐷), 𝛼0 = 𝛼/𝑘0.
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Общее решение уравнения (13) представимо в виде

𝑈(𝑥) = 𝛼0

(︃
4∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝑉𝑖(𝑥) + 1/𝑞

)︃
, (14)

𝑉1(𝑥) = cosh(𝑎1𝑥) cos(𝑎2𝑥), 𝑉2(𝑥) = sinh(𝑎1𝑥) sin(𝑎2𝑥),

𝑉3(𝑥) = sinh(𝑎1𝑥) cos(𝑎2𝑥), 𝑉4(𝑥) = cosh(𝑎1𝑥) sin(𝑎2𝑥),

𝑎1 =
1

2

√︁
2
√
𝑞 + 𝑝, 𝑎2 =

1

2

√︁
2
√
𝑞 − 𝑝 – действительная и мнимая части корней характери-

стического уравнения, соответствующего уравнению (13).
Подставив 𝑈(𝜉) и 𝐺(𝑥, 𝜉) в условие (9), приведем его к виду

4∑︁

𝑖=1

𝐹𝑖(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝑎)𝑌𝑖(𝑥) = 0.

Так как это соотношение должно выполняться при любом 𝑥 ∈ [−𝑎, 𝑎] , то коэффици-
енты при 𝑌𝑖(𝑥) должны равняться нулю. Таким образом, произвольные постоянные
𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4 суть решение системы линейных алгебраических уравнений

𝐹𝑖(𝐴1, 𝐴2, 𝐴3, 𝐴4, 𝑎) = 0, 𝑖 = 1, 4,

которое может быть записано в замкнутом виде. Конкретные выражения здесь не приве-
дены ввиду их громоздкости.

Далее представлены некоторые результаты расчетов относительного контактного дав-

ления 𝜎0(𝑥) = 𝜎(𝑥)/𝑃 , 𝑃 =

𝑎∫︁

−𝑎

𝜎(𝑥)𝑑𝑥 в зависимости от 𝑥/𝑙 для пластины 𝑙 = 1 различ-

ной толщины ℎ при различных размерах симметрично расположенного штампа. В силу
симметрии задачи графики построены только для правой половины штампа 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑎 .
Числами отмечены результаты, соответствующие различным относительным размерам
штампа: 𝑎/𝑙 = 0, 1; 0, 25; 0, 5; 0, 75; 0, 9 . На рис. 6, 7 показаны результаты для жесткого
защемления, на рис. 8, 9 – для шарнирного опирания, на рис. 10, 11 – для свободного
края. Рис. 6, 8, 10 иллюстрируют распределение относительного контактного давления
для тонких пластин ℎ = 0, 1𝑙 , рис. 7, 9, 11 – для пластин средней толщины ℎ = 0, 5𝑙 .

Хорошо виден различный характер распределения контактных напряжений при раз-
ной толщине пластин. Для тонких пластин результаты совпадают с полученными ранее
решениями на основе теории Кирхгофа –Лява. Для пластин средней толщины при ма-
лых областях контакта напряжения только положительные, в отличие от тонких пластин.
При увеличении размера штампа в центральной зоне области контакта появляются отри-
цательные напряжения, т. е. в случае одностороннего взаимодействия в этой зоне будет
происходить отрыв поверхности пластины от штампа. Размер этих зон зависит от условий
закрепления краев пластины.

Анализ численных результатов также показал существенную зависимость распределе-
ния контактных напряжений от условий закрепления пластины не только для больших
относительных размеров штампа, но и для малых, при значительном удалении границ
области контакта от краев пластины.

Результаты исследования могут быть использованы при верификации алгоритмов
и программ численного решения задач контактного взаимодействия.
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Рис. 6. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 1

Fig. 6. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 1

Рис. 7. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 5

Fig. 7. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 5

Рис. 8. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 1

Fig. 8. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 1

Рис. 9. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 5

Fig. 9. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 5

Рис. 10. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 1

Fig. 10. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 1

Рис. 11. 𝜎0(𝑥) при ℎ = 0, 5

Fig. 11. 𝜎0(𝑥) for ℎ = 0, 5
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4.2. Вынужденные гармонические колебания пластины с жесткой наклад-
кой [13]. Рассмотрим установившийся процесс вынужденных колебаний прямоугольной
пластины шириной 2𝑙, взаимодействующей с жесткой накладкой шириной 2𝑎 (рис. 12).
Будем считать, что пластина находится в условиях цилиндрического изгиба, контакт без-
отрывный. Запишем уравнение движения пластины с учетом поперечного сдвига и инер-
ции вращения [14] и уравнение движения накладки в виде

𝐿𝑊 (𝑥, 𝑡) = 𝐿1𝜎(𝑥, 𝑡), (15)

𝑀
𝑑2𝑉

𝑑𝑡2
= 𝑃 (𝑡)−𝑅(𝑡). (16)

Здесь

𝐿 =
𝜕4

𝜕𝑥4
−
(︂

1

𝑉 2
1

+
1

𝑉 2
2

)︂
𝜕4

𝜕𝑥2𝜕𝑡2
+

1

𝑉 2
1 · 𝑉 2

2

𝜕4

𝜕𝑡4
+

1

𝑐2
𝜕2

𝜕𝑡2
,

𝐿1 =
1

𝐷
+

1

𝐾

(︂
1

𝑉 2
1

𝜕2

𝜕𝑡2
− 𝜕2

𝜕𝑥2

)︂
, 𝑅(𝑡) =

2𝑎−𝑏∫︁

−𝑏

𝜎(𝑥, 𝑡)𝑑𝑥,

𝑉 2
1 =

𝐸

𝜌(1− 𝜈2) , 𝑉
2
2 =

5𝜇

6𝜌
, 𝑐2 =

𝐷

𝜌ℎ
, 𝜇 =

𝐸

2(1 + 𝜈)
, 𝐾 =

5𝐸ℎ

12(1 + 𝜈)
, 𝐷 =

𝐸ℎ3

12(1− 𝜈2) ,

𝑊 – прогиб пластины; 𝜎 – контактное давление; 𝑀 и 𝑉 – масса и смещение накладки;
𝑃 – сила, действующая на накладку; 𝜇 – модуль сдвига; 𝜌 – плотность материала
пластины.

Рис. 12. Пластина с накладкой
Fig. 12. Plate with an overlay

Как известно, в установившемся процессе вынужденных колебаний под действием
силы 𝑃 (𝑡) = 𝑃𝑒𝑖𝜔𝑡 можно считать, что прогиб 𝑊 (𝑥, 𝑡) = 𝑊 (𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 , контактное давление
𝜎(𝑥, 𝑡) = 𝜎(𝑥)𝑒𝑖𝜔𝑡 , смещение накладки 𝑉 (𝑡) = 𝑉 𝑒𝑖𝜔𝑡 . Тогда уравнение (15) примет вид

𝐿𝑊 (𝑥) = 𝐿1𝜎(𝑥),

где

𝐿 =
𝑑4

𝑑𝑥4
+𝐵

𝑑2

𝑑𝑥2
+𝐵1, 𝐿1 = 𝐴− 1

𝐾

𝑑2

𝑑𝑥2
,

𝐵 = 𝜔2

(︂
1

𝑉 2
1

+
1

𝑉 2
2

)︂
, 𝐵1 =

𝜔4

𝑉 2
1 𝑉

2
2

− 𝜔2

𝑐2
, 𝐴 =

1

𝐷
− 1

𝐾

𝜔2

𝑉 2
1

.

Остальные обозначения те же.
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Согласно математически корректной постановке контактной задачи амплитуда кон-
тактных напряжений является решением интегрального уравнения

𝑘0𝜎(𝑥) +

2𝑎−𝑏∫︁

−𝑏

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜎(𝜉)𝑑𝜉 = 𝑉, −𝑏 < 𝑥 < 2𝑎− 𝑏. (17)

Для пластинки, защемленной по краям 𝑥 = ±𝑙 , функция влияния определяется как ре-
шение краевой задачи

𝐿𝐺(𝑥, 𝜉) = 𝐿1𝛿(𝑥− 𝜉), 𝐺(±𝑙, 𝜉) = 𝐺′
𝑥(±𝑙, 𝜉) = 0,

которое может быть представлено в виде

𝐺(𝑥, 𝜉) =
1

𝐶

{︃
4∑︁

𝑖=1

𝐶𝑖(𝜉)𝐺𝑖(𝑥) + 2

[︂
𝛼1

𝑘1
sinh[𝑘1(𝑥− 𝜉)]−

𝛼2

𝑘2
sin[𝑘2(𝑥− 𝜉)]

]︂
𝐻(𝑥− 𝜉)

}︃
, (18)

где

𝐺1(𝑥) = cosh(𝑘1𝑥), 𝐺2(𝑥) = sinh(𝑘1𝑥), 𝐺3(𝑥) = cos(𝑘2𝑥), 𝐺4(𝑥) = sin(𝑘2𝑥),

𝑘1 =

√︃√
𝐵2 − 4𝐵1 −𝐵

2
, 𝑘2 =

√︃√
𝐵2 − 4𝐵1 +𝐵

2
,

⎛
⎜⎜⎝

𝐶1(𝜉)
𝐶2(𝜉)
𝐶3(𝜉)
𝐶4(𝜉)

⎞
⎟⎟⎠ =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

−𝛼1

𝑘1

𝑓3
𝑓1

𝛼1

𝑘1

𝛼2

𝑓1
0

−𝛼1

𝑘1

𝛼1

𝑘1

𝑓4
𝑓2

0
𝛼2

𝑓2
𝛼1

𝑓1
0

𝛼2

𝑘2

𝑓4
𝑓1

−𝛼2

𝑘2

0
𝛼1

𝑓2

𝛼2

𝑘2
−𝛼2

𝑘2

𝑓3
𝑓2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⎛
⎜⎜⎝

ch𝑘1𝜉
sh𝑘1𝜉
cos 𝑘2𝜉
sin 𝑘2𝜉

⎞
⎟⎟⎠ ,

𝑓1 = 𝑘1sinh𝑙1 cos 𝑙2 + 𝑘2 sin 𝑙2cosh𝑙1, 𝑓2 = 𝑘1cosh𝑙1 sin 𝑙2 − 𝑘2 cos 𝑙2sinh𝑙1,
𝑓3 = 𝑘1cosh𝑙1 cos 𝑙2 + 𝑘2 sin 𝑙2sinh𝑙1, 𝑓4 = 𝑘1sinh𝑙1 sin 𝑙2 − 𝑘2 cos 𝑙2cosh𝑙1,

𝐶 = 2
√︀
𝐵2 − 4𝐵1, 𝛼1 = 𝐴+

𝑘21
𝐾
, 𝛼2 = 𝐴+

𝑘22
𝐾
, 𝑙𝑖 = 𝑙𝑘𝑖 (𝑖 = 1, 2).

Отметим, что

𝐵2 − 4𝐵1 = 𝜔4

(︂
1

𝑉 2
1

− 1

𝑉 2
2

)︂2

+
4𝜔2

𝑐2
≥ 0

при любых 𝜔 , а
√
𝐵2 − 4𝐵1 −𝐵 ≥ 0 при

𝜔 ≤ 𝑉1𝑉2
𝑐

=

√︃
5𝐸

𝜌ℎ2(1 + 𝜈)
= 𝜔𝑘. (19)

Таким образом, представление (18) для функции влияния справедливо при усло-
вии (19). При больших частотах корень характеристического уравнения 𝑘1 станет чисто
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мнимым, и гиперболические функции в (18) нужно будет заменить на тригонометриче-
ские. Дальнейшее решение проведем для 𝜔 ≤ 𝜔𝑘 , так как случай 𝜔 ≥ 𝜔𝑘 рассматривается
аналогично.

Для решения интегрального уравнения (17) применим метод, изложенный в разделе 2.
Тогда для вспомогательной функции 𝑈(𝑥) , связанной с искомой амплитудой контактных
напряжений дифференциальным соотношением 𝐿1𝑈(𝑥) = 𝑉 − 𝑘0𝜎(𝑥) , получим краевую
задачу

𝑘0𝐿𝑈(𝑥) + 𝐿1𝑈(𝑥) = 𝑉, (20)
{︀[︀
𝐺′′

𝜉 (𝑥, 𝜉) +𝐵𝐺(𝑥, 𝜉)
]︀
𝑈 ′(𝜉) +𝐺(𝑥, 𝜉) 𝑈 ′′′(𝜉)−

−𝑈(𝜉) 𝐺′′′
𝜉 (𝑥, 𝜉)− [𝑈 ′′(𝜉) +𝐵𝑈(𝜉)] 𝐺′(𝑥, 𝜉)

}︀⃒⃒2𝑎−𝑏

−𝑏
= 0.

(21)

При условиях 𝐵1 +
𝐴

𝑘0
≥ 0 и 4

(︂
𝐵1 +

𝐴

𝑘0

)︂
>

(︂
1

𝑘0𝑘𝜇ℎ
−𝐵

)︂2

, т. е. 𝜔 ≤ 𝜔𝜆 =
1√
𝜌ℎ𝑘0

< 𝜔𝑘 ,

корни характеристического уравнения, соответствующего уравнению (20),

𝜆1 =

[︃
1

2

√︂
𝐵1 +

𝐴

𝑘0
+

1

4

(︂
1

𝑘0𝐾
−𝐵

)︂]︃1/2
, 𝜆2 =

[︃
1

2

√︂
𝐵1 +

𝐴

𝑘0
− 1

4

(︂
1

𝑘0𝐾
−𝐵

)︂]︃1/2
,

и функция 𝑈(𝑥) имеет вид

𝑈(𝑥) =
𝑉

𝐴+ 𝑘0𝐵1

(︃
1 +

4∑︁

𝑖=1

𝐴𝑖𝑢𝑖(𝑥)

)︃
,

где
𝑢1(𝑥) = cosh(𝜆1𝑥) cos(𝜆2𝑥), 𝑢3(𝑥) = sinh(𝜆1𝑥 cos(𝜆2𝑥),
𝑢2(𝑥) = sinh(𝜆1𝑥) sin(𝜆2𝑥), 𝑢4(𝑥) = cosh(𝜆1𝑥) sin(𝜆2𝑥).

Краевое условие (21) с учетом линейной независимости функций 𝐺𝑖(𝑥) преобразуем в си-
стему четырех линейных алгебраических уравнений относительно произвольных постоян-
ных 𝐴𝑖 . Эта система и ее решение в полном виде приведены в статье [15].

Зная 𝑈(𝑥) , найдем амплитуды контактного давления и жесткого смещения накладки

𝜎(𝑥) =
𝑉

𝐴+ 𝑘0𝐵1

(︃
𝐵1 −

4∑︁

𝑖=1

𝐴*
𝑖𝑢𝑖(𝑥)

)︃
,

𝑉 =
𝑃 (𝐴+ 𝑘0𝐵1)

2𝑎𝐵1 −𝑀𝜔2(𝐴+ 𝑘0𝐵1)− 1
𝜆2
1+𝜆2

2
[𝑌1 + 𝑌2]

,

𝑌1 = (𝜆1𝐴12 − 𝜆2𝐴21) (𝑠𝑐1 + 𝑠𝑐2) + (𝜆1𝐴21 + 𝜆2𝐴12) (𝑐𝑠1 + 𝑐𝑠2) ,
𝑌2 = (𝜆1𝐴34 − 𝜆2𝐴43) (−𝑐𝑐1 + 𝑐𝑐2) + (𝜆1𝐴43 + 𝜆2𝐴34) (−𝑠𝑠1 + 𝑠𝑠2) ,

𝐴*
1 =

1

𝑘0

[︁(︁
𝐴− 𝑛3

𝐾

)︁
𝐴1 −

𝑛4

𝐾
𝐴2

]︁
,

𝐴*
2 =

1

𝑘0

[︁(︁
𝐴− 𝑛3

𝐾

)︁
𝐴2 +

𝑛4

𝐾
𝐴1

]︁
,

𝐴*
3 =

1

𝑘0

[︁(︁
𝐴− 𝑛3

𝐾

)︁
𝐴3 −

𝑛4

𝐾
𝐴4

]︁
,

𝐴*
4 =

1

𝑘0

[︁(︁
𝐴− 𝑛3

𝐾

)︁
𝐴4 +

𝑛4

𝐾
𝐴3

]︁
,
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𝑐𝑐𝑖 = cosh(𝑏𝑖𝜆1) cos(𝑏𝑖𝜆2), 𝑠𝑠𝑖 = sinh(𝑏𝑖𝜆1) sin(𝑏𝑖𝜆2),

𝑠𝑐𝑖 = sinh(𝑏𝑖𝜆1) cos(𝑏𝑖𝜆2), 𝑐𝑠𝑖 = cosh(𝑏𝑖𝜆1) sin(𝑏𝑖𝜆2),

𝑖 = 1, 2, 𝑏1 = 𝑏, 𝑏2 = 2𝑎− 𝑏.

Анализ численных результатов позволил сделать следующие выводы.
1. Качественная картина распределения давления вдоль области контакта совпадает

с распределением контактного давления при статическом нагружении.
2. Увеличение относительной массы накладки 𝑀0 =𝑀/𝑀plate понижает частоту основ-

ного тона колебаний пластинки с накладкой. Понижаются и все остальные собственные
частоты, т. е. весь спектр собственных частот смещается влево.

3. Уменьшение относительной толщины пластинки уплотняет спектр собственных
частот.

4. Пренебрежение деформациями сдвига завышает значение собственных частот. Это
завышение незначительно для низших частот и существенно для высших.

5. При определении частоты основного тона колебаний инерцию вращения можно
не учитывать; неучет инерции вращения при определении второй и последующих соб-
ственных частот колебаний пластинки с накладкой приводит к погрешностям порядка
200–300Гц.

6. Погрешности, связанные с пренебрежением деформациями сдвига и инерции враще-
ния, малы для тонких пластин и увеличиваются при увеличении толщины пластины.

7. Задачу определения контактных напряжений при частотах, достаточно далеких
от резонансных, можно решать с учетом одного лишь поперечного обжатия пластины,
пренебрегая как сдвигом, так и инерцией вращения.

8. При увеличении частоты колебаний от нуля до 𝜔1 – частоты основного тона – уро-
вень напряжений также повышается. Существуют такие 𝜔 > 𝜔1 , при которых уровень
напряжений значительно ниже статического.

9. Несимметрия расположения накладки повышает частоту основного тона и уплотняет
спектр собственных частот.

Пп. 2, 3, 8, 9 указывают пути снижения уровня контактных напряжений в реальных
конструкциях. Так, например, при заданной частоте колебаний пластинки с жесткой на-
кладкой мы можем, изменив массу накладки, уменьшить частоту основного тона колеба-
ний и избежать резонанса, не затрагивая геометрии пластины. Варьируя толщину пласти-
ны, массу и расположение накладки, можно добиться того, чтобы частота вынуждающей
силы оказалась лежащей между частотами собственных колебаний пластины с накладкой,
и получить напряжения контакта меньшие, чем при статическом нагружении.

4.3. Осесимметричный контакт цилиндрической оболочки с жесткой втул-
кой при наличии износа [16]. Жесткая втулка длиной 2𝑎 посажена с натягом 𝑑
на бесконечно длинную цилиндрическую оболочку. Поверхность оболочки изнашивает-
ся в результате вращения втулки с угловой скоростью 𝜔 , износ абразивный [17].

Из решения статической задачи о посадке бандажа на цилиндрическую оболочку [7]
известно, что безотрывный контакт в неприклеенной оболочке невозможен – середина
оболочки отходит от втулки. Поэтому естественно предположить, что при односторонней
связи оболочки и втулки область контакта Ω будет состоять из двух зон: 𝑏 ≤ |𝑥| ≤ 𝑎 ,
причем точка отрыва 𝑏 нам заранее неизвестна, и 𝜎(±𝑏, 𝑡) = 0 .
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Моделируя условие контакта внутренней поверхности втулки с наружной поверхно-
стью оболочки в виде равенства перемещений с учетом обжатия оболочки по толщине
и удалением части материала в результате изнашивания, придем к интегральному урав-
нению смешанного типа

𝑘0𝐷𝜎(𝑥, 𝑡) +

∫︁

Ω

𝐺(𝑥, 𝜉)𝜎(𝜉, 𝑡)𝑑𝜉 + ℵ𝑅0

𝑡∫︁

0

𝜎(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 = −𝐷𝑑, 𝑥 ∈ Ω, (22)

где 𝑡 – время, ℵ = 𝐾*𝐾𝑓𝜔 , 𝐾* – коэффициент пропорциональности между рабо-
той сил трения и количеством удаленного материала, 𝐾𝑓 – коэффициент трения,
𝑅0 = (𝑅 + 0, 5ℎ− 𝑑)𝐷 , 𝑅 – радиус срединной поверхности оболочки. Функция влияния
𝐺(𝑥, 𝜉) является решением соответствующей краевой задачи и имеет вид [18]

𝐺(𝑥, 𝜉) =
1

8𝜆3
𝑒−𝜆|𝑥−𝜉| (sin𝜆 |𝑥− 𝜉|+ cos𝜆(𝑥− 𝜉)) , 4𝜆4 =

𝐸ℎ

𝑅2𝐷
.

Применив к уравнению (22) преобразование Лапласа по времени и метод сведения к кра-
евой задаче, получим изображение контактного давления 𝜎̄(𝑥, 𝑝) . Обращение преобразо-
вания Лапласа проводилось по приближенному методу Тер-Хаара [19]: 𝜎(𝑥, 𝑡) ≈ 𝑝𝜎̄(𝑥, 𝑝)
при 𝑝 = 1/𝑡 .

В табл. 2 представлена зависимость фактической длины области контакта 𝑎0 = (𝑎−𝑏)/𝑎
от относительных размеров втулки 𝑎/ℎ и радиуса оболочки 𝑅/ℎ . На рис. 13, 14 показа-

но распределение износа 𝑊 *(𝑥, 𝑡) = ℵ𝑅0

𝑡∫︁

0

𝜎(𝑥, 𝑡)𝑑𝑡 вдоль области контакта в различные

моменты времени: кривая 1 соответствует 𝑡 = 50 с, 2 – 100 с, 3 – 1000 с, 4 – 10000 с.
Полученные результаты показывают, что со временем уровень контактных напряже-

ний уменьшается, скорость изменения напряжений и скорость износа максимальны в на-
чальный момент времени, затем они быстро падают и в дальнейшем остаются почти по-
стоянными. Износ максимален на краю области контакта и минимален в центре. Разли-
чия в износе отдельных зон области контакта постепенно уменьшаются. Таким образом,
в начальный период времени происходит приработка трущихся поверхностей, приводящая
к более равномерному распределению контактного давления вдоль области контакта. Ско-
рость приработки существенно зависит от постоянной изнашивания ℵ , радиуса оболочки
и длины втулки.

Табл. 2. Фактическая длина области контакта 𝑎0
Table 2. Actual length of the contact area 𝑎0

𝑎/ℎ 𝑅/ℎ

20 50 100 200
2 0,143 0,085 0,063 0,048
5 - 0,049 0,026 0,017
10 - - 0,040 0,012
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Рис. 13. 𝑊 *(𝑥, 𝑡) при 𝑎0 = 0, 143

Fig. 13. 𝑊 *(𝑥, 𝑡) for 𝑎0 = 0, 143

Рис. 14. 𝑊 *(𝑥, 𝑡) при 𝑎0 = 0, 012

Fig. 14. 𝑊 *(𝑥, 𝑡) for 𝑎0 = 0, 012

4.4. Взаимодействие плоских штампов с круглой пластиной, лежащей на
упругом основании [20]. Численно-аналитическая методика, представленная в разде-
ле 3, была успешно применена Д.Л. Егоровым при решении контактных задач для круглых
пластин, лежащих на упругом основании и находящихся под действием плоских штампов
различных форм в плане. Для функции влияния было найдено аналитическое представ-
ление путем разложения в ряд Фурье по окружной координате

𝐺(𝑟, 𝜙, 𝜉, 𝜂) =
∞∑︁

𝑛=0

′𝐺𝑛(𝑟, 𝜉) cos[𝑛(𝜙− 𝜂)],

𝐺𝑛(𝑟, 𝜉) = 𝐶1𝑛(𝜉)𝑢𝑛(𝜆𝑟)+𝐶2𝑛(𝜉)𝑣𝑛(𝜆𝑟)+
1

2𝜆2𝐷

{︂
𝑣𝑛(𝜆𝑟)𝑓𝑛(𝜆𝜉)− 𝑢𝑛(𝜆𝑟)𝑔𝑛(𝜆𝜉), 0 ≤ 𝑟 ≤ 𝜉;
𝑣𝑛(𝜆𝜉)𝑓𝑛(𝜆𝑟)− 𝑢𝑛(𝜆𝜉)𝑔𝑛(𝜆𝑟), 𝜉 ≤ 𝑟,

𝑢𝑛(𝑧) = ber𝑛(𝑧), 𝑣𝑛(𝑧) = −bei𝑛(𝑧), 𝑓𝑛(𝑧) = −hei𝑛(𝑧), 𝑔𝑛(𝑧) = her𝑛(𝑧),

𝐶1𝑛(𝜉) и 𝐶2𝑛(𝜉) определяются условиями на контуре пластины и здесь не приведены ввиду
их громоздкости, символ

∑︀ ′ означает, что при 𝑛 = 0 вводится коэффициент 1/2 .
На рис. 15, 16 показаны системы координат, связанные с пластиной и штампами в слу-

чае различных форм штампов.
Формулы перехода от системы координат пластины к системе координат штампа имеют

вид
𝑟 cos𝜙 = 𝑒+ 𝜌 cos𝜒, 𝑟 sin𝜙 = 𝜌 sin𝜒

для круговых областей и

𝑟 cos𝜙 = 𝑒+ 𝑥 cos 𝜃 − 𝑥 sin 𝜃, 𝑟 sin𝜙 = 𝑥 sin 𝜃 + 𝑦 cos 𝜃

для прямоугольных областей.
Сходимость рядов исследовалась численно, при этом было определено минимальное

число членов ряда, которое необходимо для достижения заданной точности при опреде-
лении напряжений.
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На рис. 17–22 показаны изолинии безразмерного параметра напряжений 𝜎*(𝜌, 𝜒) для
круглых или 𝜎*(𝑥, 𝑦) для прямоугольных штампов, равного отношению контактных на-
пряжений к среднему напряжению, определяемому делением прижимающей силы на пло-
щадь штампа.

На рис. 17, 19, 21 край пластины жестко защемлен; на рис. 18, 20, 22 – свободен.
Эксцентриситет положения центра штампа 𝑒 = 0.7𝑅 всюду.

Рис. 15. Системы координат для круглых
штампов
Fig. 15. Coordinate systems for round stamps

Рис. 16. Системы координат для прямоуголь-
ных штампов
Fig. 16. Coordinate systems for rectangular
stamps

Рис. 17. Изолинии 𝜎*(𝜌, 𝜒)
Fig. 17. Isolines 𝜎*(𝜌, 𝜒)

Рис. 18. Изолинии 𝜎*(𝜌, 𝜒)
Fig. 18. Isolines 𝜎*(𝜌, 𝜒)
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Рис. 19. Изолинии 𝜎*(𝜌, 𝜒)
Fig. 19. Isolines 𝜎*(𝜌, 𝜒)

Рис. 20. Изолинии 𝜎*(𝜌, 𝜒)
Fig. 20. Isolines 𝜎*(𝜌, 𝜒)

Рис. 21. Изолинии 𝜎*(𝑥, 𝑦)
Fig. 21. Isolines 𝜎*(𝑥, 𝑦)

Рис. 22. Изолинии 𝜎*(𝑥, 𝑦)
Fig. 22. Isolines 𝜎*(𝑥, 𝑦)

Заключение

Представленные результаты подтверждают эффективность математически корректной
постановки и метода решения интегральных уравнений контактных задач в статических
и динамических случаях, для односвязных и многосвязных областей контакта, для штам-
пов сложных форм.

Значительная часть исследовательской работы, начиная с получения аналитических
и численных решений задач и заканчивая анализом результатов, была выполнена ученика-
ми автора – студентами и аспирантами А.А. Гордеевой , Е.А. Гордеевой, Д.Л. Егоровым,
Г.Г. Зиганшиной, С.В. Красновым, О.Е. Кузнецовой, Э.Р. Лотфуллиной, Я.В. Моренко,
А.Н. Нимаковым, А.С. Печениным, Д.М. Салаховой, Е.В. Сметаниной, М.А. Точкасовой,
Д.Р. Хайрулиным, Р.Р. Хакимзяновым, А.Н. Шишовой при выполнении курсовых,
дипломных и диссертационных работ. Автор благодарит их всех за энтузиазм и добро-
совестность!
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