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Аннотация

На основе модифицированной моментной теории упругости разработана новая математи-
ческая модель состояния пористых функционально-градиентных (ПФГ) конических секторных
микро-/нанопластин со свойствами, зависящими от температуры. Метод вариационных итераций
применен для решения нелинейных дифференциальных уравнений, описывающих изгиб гибких
конических (кольцевых) секторных пластин под действием термомеханической нагрузки. Он поз-
волил получить практически точное решение при существенно меньших затратах машинного
времени по сравнению с методами конечных разностей и конечных элементов.
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Abstract

A new mathematical model of porous functionally graded (PFG) conical sector micro/nanoplates
with temperature-dependent properties was developed based on the modified couple stress theory.
The variational iteration method was employed to solve the nonlinear differential equations describing
the bending of flexible conical (annular) sector plates under thermomechanical loading. The proposed
method yielded an almost exact solution while requiring much less computational time compared to
the finite difference and finite element methods.
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Введение

Конические (кольцевые) секторные пластины из функционально-градиентных матери-
алов находят применение в различных инженерных конструкциях. Секторные пластины
применяются в авиации, космонавтике, строительстве, приборостроении, электро- и маши-
ностроении в качестве крепежных элементов для лопаток и роторов турбин, оптических
элементов, а также для соединения трубопроводов и крепления обшивки летательных ап-
паратов. Применение функционально-градиентных материалов (ФГМ) обеспечивает ре-
шение сложных инженерных задач за счет плавного изменения свойств материала.
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Метод вариационных итераций (МВИ) использован в линейной постановке в исследо-
ваниях [1–5] для анализа состояния конических секторных пластин. В результате приме-
нения МВИ управляющее уравнение преобразуется в два отдельных обыкновенных диф-
ференциальных уравнения (ОДУ) относительно полярных координат 𝑟 и 𝜃 . Решения,
полученные МВИ, хорошо согласуются с результатами, полученными методом конечных
элементов с помощью ANSYS, как для функции прогибов, так и для напряжений [1]. Уста-
новлено, что предложенный метод применим для получения практически точных решений
для других типов конструкций, таких как круговые цилиндры [4].

Исследование конических (кольцевых) пластин с использованием метода конечных
элементов и его модификаций проведено в работах [6–11]. В них выполнен анализ гео-
метрических параметров, количества элементов и типов распределения сетки конических
секторных пластин. Метод конечных элементов применялся в рамках анализа конических
(кольцевых) пластин с периодическими радиальными сквозными трещинами, параллель-
ными радиальному направлению. Для этой цели был рассмотрен изопараметрический эле-
мент секторного типа, имеющий четыре узла [6]. В работе [7] также исследовано влияние
термомеханической нагрузки на НДС секторных пластин. Условия механической нагрузки
включают равномерное осевое, окружное и двухосное давление, а тепловая нагрузка зада-
на как равномерное повышение температуры по всему сектору. Было также исследовано
влияние различных параметров, таких как размеры сектора, направления механической
нагрузки, углы волокон каждого слоя пластины, на термомеханический изгиб секторной
пластины. При этом в работах [1–11] не рассмотрены размерные микро- и наноэффекты.

С использованием аналитического метода, основанного на технике возмущения и рядах
Фурье, были применены секторные функционально-градиентные методы анализа поведе-
ния пластин в линейной постановке [12–15]. На основе ряда Фурье в [12] исследованы
сжатие кольцевой круговой секторной пластины, размеры отверстия, направления меха-
нической нагрузки и углы волокон каждого слоя на термомеханическую потерю устой-
чивости. В работах [14, 15] изучены механические свойства функционально-градиентных
пористых структур.

В настоящей работе впервые построена новая математическая модель и проведено
исследование напряженно-деформированного состояния конических секторных пластин,
учитывающее совместное влияние пористости, функциональной градиентности, темпера-
турного поля и размерных эффектов. Для анализа предложенной модели разработан вы-
сокоточный вычислительно эффективный метод вариационных итераций [16–19]. Прове-
денный с его помощью комплекс вычислительных экспериментов позволил установить
степень и характер влияния каждого из названных факторов на НДС пластин.

1. Постановка задачи и математическая модель

Исследуем напряженно-деформированное состояние (НДС) конической секторной пла-
стины постоянной толщины ℎ с углом сектора 𝛼 и радиусом выреза 𝑅 при действии
поперечной нагрузки 𝑞(𝑟, 𝜃) с использованием полярной системы координат (рис. 1).

Управляющие уравнения выведем с учетом следующих гипотез:
1) гипотеза Кирхгофа;
2) размерные эффекты учтены в рамках модифицированной моментной теории упру-

гости [20];
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3) свойства материала зависят от температуры 𝑇 и изменяются по толщине. При-
няты три типа распределения пористых функционально-градиентных (ПФГ) материалов
(ПФГ-U, ПФГ-X, ПФГ-O). Модуль Юнга 𝐸 , коэффициент Пуассона 𝜈 и коэффициент
температурного расширения 𝛼 являются функциями 𝑧 .

1) ПФГ-U – поры распределены равномерно по всей пластине:

𝑃 (𝑧) = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 −
Γ

2
(𝑃𝑚 + 𝑃𝑐). (1)

2) ПФГ-X – максимальное распределение пор вблизи середины поверхности секторной
пластины:

𝑃 (𝑧) = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 − Γ(𝑃𝑚 + 𝑃𝑐)

(︂
1− 2|𝑧|

ℎ

)︂
.

3) ПФГ-O – уменьшение концентрации пор от срединной поверхности к верхней и
нижней граням секторной пластины:

𝑃 (𝑧) = 𝑃𝑚𝑉𝑚 + 𝑃𝑐𝑉𝑐 − Γ(𝑃𝑚 + 𝑃𝑐)

(︂
2|𝑧|
ℎ

)︂
,

где 𝑝 – функционально-градиентный индекс, отвечающий за соотношения объемных до-
лей материала; Γ – показатель пористости материала; 𝐸𝑚 и 𝐸𝑐 – модули Юнга; 𝜈𝑚 и
𝜈𝑐 – коэффициенты Пуассона; 𝛼𝑚 и 𝛼𝑐 – коэффициенты температурного расширения
металлической и керамической фаз материала соответственно.

Рис. 1. Расчетная схема конической секторной пластины
Fig. 1. Schematic representation of a conical sector plate

На основе принципа Гамильтона

𝛿

∫︁ 𝑡2

𝑡1

(𝑈 −𝐾 −𝑊 )𝑑𝑡 = 0, (2)

где 𝑈 – энергия упругой деформации конической секторной пластины, 𝐾 – кинетическая
энергия и 𝑊 – работа внешних сил, получена система нелинейных дифференциальных
уравнений

𝐿1(𝑤,𝐹 ) = ∇4𝑤 − 𝐿(𝑤,𝐹 )− 𝜕2

𝜕𝑟2
(𝑀𝑇 +𝑀𝐸)− 𝑞 = 0, (3)

𝐿2(𝑤,𝐹 ) = ∇4𝐹 +
1

2
𝐿(𝑤,𝑤) = 0, (4)
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где 𝑤 – функция прогиба; 𝐹 – функция усилий; 𝑀𝑇 , 𝑁𝑇 , 𝑃𝑇 – температурные моменты;
𝑀𝐸 – сумма электрических сил на единицу площади [21]; ∇4 – оператор Лапласа;
𝑙1 и 𝑙2 – размерно-зависимые параметры ( 𝑙 = 0 для классической теории). Выведенная си-
стема уравнений описывает НДС гибких конических секторных ПФГ пластин, граничные
и начальные условия с учетом произвольно температурного поле 𝑇 (𝑟, 𝜃, 𝑧) . Уравнения (3)
приведены в безразмерном виде для статических задач.

Граничные условия конической секторной пластины опишем следующими выраже-
ниями:

– шарнирное опирание на гибкие нерастяжимые ребра по контуру пластины

𝑤 = 0, 𝑀𝑟 = 0, 𝑁𝑟 = 0, 𝑁𝑟𝜃 = 0; (5)

– защемление на гибкие нерастяжимые по контуру пластины

𝑤 = 0,
𝜕𝑤

𝜕𝑟
= 0, 𝑁𝑟 = 0, 𝑁𝑟𝜃 = 0. (6)

Уравнения (3) и (4) с граничными условиями (5) и (6) приведены к безразмерному
виду согласно соотношениям

𝑟 =
𝑟

𝑎
, 𝑤̄ =

𝑤

ℎ
, 𝐹 =

𝐹

𝐸0ℎ3
, 𝑞 =

𝑞𝑎4

𝐸0ℎ4
,

черточки над безразмерными параметрами для простоты опущены. Выведенные урав-
нения позволяют проводить анализ напряженно-деформированного состояния гибких
размерно-зависимых конических секторных ПФГ пластин, свойства которых зависят
от температуры.

Для исследования изгиба конических секторных пластин используем высокоточный
метод вариационных итераций, обладающий высоким быстродействием.

2. Методы решения
В основе метода вариационных итераций (МВИ) лежит идея метода Бубнова – Галер-

кина (МБГ). В отличие от МБГ, уравнения сводятся не к системе алгебраических уравне-
ний, а к системе ОДУ. Решение системы уравнений в частных производных в операторном
виде 𝐿𝑖(𝑤,𝐹 ) = 0 ищем в виде суммы произведений функций 𝑤(𝑟, 𝜃) =

∑︀𝑛
𝑖=1𝑅𝑖(𝑟)Θ𝑖(𝜃) ,

𝐹 (𝑟, 𝜃) =
∑︀𝑛

𝑖=1𝑅𝑖(𝑟)Θ𝑖(𝜃) . Применение процедуры Бубнова – Галеркина по координате 𝜃
позволяет получить систему ОДУ

∫︁ 1

0

[︃[︃
𝐿𝑖

(︃
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘(𝑟)Θ𝑘(𝜃),
𝑁∑︁

𝑘=1

𝑅𝑘(𝑟)Θ𝑘(𝜃)

)︃
− 𝑞(𝑟, 𝜃)

]︃
𝑅𝑖(𝑟)

]︃
𝑑𝑟 = 0, 𝑖 = 1, . . . , 𝑁,

которую решим методом конечных разностей с дискретизацией координаты 𝑟 на 𝑛 отрез-
ков. Для численного решения нелинейной системы алгебраических уравнений применим
метод Ньютона –Рафсона. Последующее использование процедуры Галеркина по коорди-
нате 𝑟 приводит к итерационному алгоритму в рамках МВИ. Подробное описание данной
процедуры приведено в работах [17,18].

Чтобы гарантировать надежность и точность получаемых решений, описывающих
НДС конических секторных пластин, необходимо решить рассматриваемую задачу раз-
личными методами. Нами проведен сравнительный анализ решений систем уравнений
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в частных производных, полученных методами вариационных итераций (МВИ), конеч-
ных разностей (МКР) и конечных элементов (МКЭ) для линейного случая (𝐹 = 0) для
граничных условий (2).

Решение МКЭ было получено с помощью программного обеспечения ANSYS [1].
В табл. 1 приведены сравнения безразмерного прогиба в центре пластины, полученные
вышеописанными методами. Решения были получены для конических секторных пла-
стин при действии равномерно распределенной поперечной нагрузки 𝑞0 с радиусом выреза
𝑅 = 0.2 и углом 𝛼 = 𝜋/2 .

Табл. 1. Сравнение решений МВИ, МКР и МКЭ
Table 1. Comparison of the solutions obtained by the variational iteration method, the finite difference
method, and the finite element method

Метод 𝑤max Погрешность относительно МВИ2 Время решения

МКР, 𝑛 = 25 0.2823 0.46 % 15.6 c

МКЭ (ANSYS) [1] 0.2840 0.14% -

МВИ, 𝑛 = 25 0.2834 0.07% 0.04 с

МВИ2, 𝑛 = 25 0.2836 0.00% 0.12 c

Результаты, полученные методами конечных элементов, конечных разностей и вари-
ационных итераций, демонстрируют хорошее согласование: различие в результатах со-
ставляет менее 1% (см. табл. 1). При этом время решения для МКР превышает время
расчета ВМИ более чем в сто раз. Расчеты проводились на процессоре с тактовой часто-
той 3 ГГц. Это показывает эффективность метода вариационных итераций как с точки
зрения точности, так и быстродействия.

3. Исследование пористых функционально-градиентных конических
секторных пластин при решении нелинейных уравнений с учетом

температурного поля, когда свойства материалов 𝑃 (𝑇 ) зависят
от температуры

Решим задачу о нагружении ПФГ конических секторных пластин, находящихся в тем-
пературном поле, свойства которых зависят от температуры и изменяются по тол-
щине 𝑃 (𝑇 ) . Анализу подвергнуты секторные пластины с тремя типами распределения пор
(ПФГ-U, ПФГ-X, ПФГ-O), функционально-градиентный материал пластин состоит из ке-
рамики и металла при действии равномерно распределенного температурного поля 𝑇0 .
Параметры материала в зависимости от температуры секторной пластины определены
многочленом

𝑃 (𝑇 ) = 𝑃0(𝑃−1𝑇
−1 + 1 + 𝑃1𝑇 + 𝑃2𝑇

2 + 𝑃3𝑇
3).

Параметры материалов секторных пластин 𝑃0, 𝑃−1, 𝑃1, 𝑃2, 𝑃3 приведены в табл. 2.
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Табл. 2. Параметры композита для керамики и металла
Table 2. Composite parameters for ceramic and metal

Параметр Материал 𝑃0 𝑃−1 𝑃1 𝑃2

𝐸 (Па) 𝐴𝑙2𝑂3 349.55e9 0 -3.853e-4 4.027e-7
𝑆𝑈𝑆304 201.04e9 0 3.079e-4 -6.534e-7

𝜈 𝐴𝑙2𝑂3 0.24 0 0 0
𝑆𝑈𝑆304 0.3262 0 -2.002e-4 3.797e-7

𝛼 (1/К) 𝐴𝑙2𝑂3 6.8269e-6 0 1.838e-4 0
𝑆𝑈𝑆304 12.330e-6 0 8.086e-4 0

Напряженно-деформированное состояние секторных ПФГ пластин существенно зави-
сит от пористости материала и температуры. Поэтому при анализе НДС конических сек-
торных пластин необходимо учитывать объем и характер распределения пор. Также кри-
тически важно учитывать влияние температурного поля, которое существенно сказыва-
ется на свойствах материалов пластины, таких как модуль Юнга, коэффициент Пуассона
и коэффициент температурного расширения.

3.1. Анализ влияния показателя пористости на изгиб конических сектор-
ных пластин. На секторные пластины действует термомеханическая нагрузка; 𝑞0 – рав-
номерная поперечная нагрузка. На рис. 2 представлена зависимость 𝑤max(𝑞0) для сектор-
ной пластины для типа пор ПФГ-U (1) при 𝑝 = 1 с радиусом выреза 𝑅 = 0.2 и углом
сектора 𝛼 = 𝜋/2 . Дано сопоставление кривых для конических секторных пластин при
действии постоянного температурного поля интенсивности 𝑇0 = 300𝐾 .

Увеличение показателя пористости приводит к существенному снижению несущей
способности конических пластин. Увеличение температуры конических пластин приво-
дит к значительному увеличению прогибов независимо от показателя пористости пластин
и интенсивности нагрузки 𝑞0 (рис. 2).

Рис. 2. Зависимость 𝑤max(𝑞0) секторной пластины ПФГ-U для Γ = 0.1 при действии темпера-
туры 𝑇0 = 300𝐾

Fig. 2. Dependency 𝑤max(𝑞0) of the PFG-U sector plate for Γ = 0.1 at a temperature 𝑇0 = 300𝐾
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3.2. Исследование типов распределения пористости материала и влияние
параметра 𝑝 на НДС конических секторных ПФГ пластин. Функционально-гради-
ентный индекс определяет соотношение материалов в конической секторной пластине.
Исследованы пластины для трех типов распределения пор (ПФГ-U, ПФГ-X, ПФГ-O). По-
строены зависимости 𝑤max(𝑞0) для секторной пластины при Γ = 0.2 . Представлено срав-
нение графиков для 𝑝 = 0.5 (сплошные линии), 𝑝 = 2 (пунктирные линии). Цвет кривых
задан в соответствии c типом распределения пор (рис. 3).

Рис. 3. Зависимость 𝑤max(𝑞0) секторной ПФГ пластины для трех типов пор (U, X, O) при Γ = 0.2

Fig. 3. Dependency 𝑤max(𝑞0) of the PFG sector plate for three types of pores (U, X, O) at Γ = 0.2

Результаты, представленные на рис. 3, показывают, что конические секторные пла-
стины с распределением пор ПФГ-X (максимальным объемом пор, сконцентрированным
в центре пластины) обладают наибольшей несущей способностью из трех рассмотренных
типов. Увеличение функционально-градиентного индекса приводит к увеличению доли
стали 𝑆𝑈𝑆304 в материале секторной пластины и снижает несущую способность для всех
значений поперечной нагрузки.

Свойства микро-/наномасштабных объектов существенно отличаются от макро-
скопических. Согласно модифицированной моментной теории упругости для учета
микро-/наноэффектов введем размерно-зависимый параметр 𝑙 ; для классической теории
упругости 𝑙 = 0 .

Исследуем НДС конических секторных пластин ПФГ-X в зависимости от значения
размерно-зависимого параметра 𝑙 . На рис. 4 приведены зависимости 𝑤max(𝑞0) при дей-
ствии равномерного температурного поля 𝑇0 = 300𝐾 (пунктирные линии), 𝑇0 = 600𝐾
(сплошные линии) для параметров Γ = 0.2 , 𝑝 = 1 . Цвет кривых, изображенных на гра-
фике, соответствует значениям размерно-зависимого параметра 𝑙 .

Увеличение размерно-зависимого параметра приводит к значительному снижению
несущей способности конических секторных ПФГ пластин. При этом увеличение темпера-
туры приводит к увеличению прогибов не только для макропластин, но и для секторных
микро-/нанопластин (рис. 4).

С целью анализа влияния геометрических параметров (радиуса выреза 𝑅 и угла сек-
тора 𝛼) на изгиб конических секторных пластин были проведены вычислительные экспе-
рименты.
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Рис. 4. Зависимость 𝑤max(𝑞0) секторной пластины ПФГ-X для 𝑙 = 0, 1, 2 при действии темпера-
туры 𝑇0 = 300𝐾, 600𝐾

Fig. 4. Dependency 𝑤max(𝑞0) of the PFG-X sector plate for 𝑙 = 0, 1, 2 at a temperature 𝑇0 = 300𝐾,
600𝐾

Рис. 5. Зависимость 𝑤max(𝑞0) секторной пластины ПФГ-U для различных 𝑅 при действии тем-
пературы 𝑇0 = 300𝐾, 600𝐾

Fig. 5. Dependency 𝑤max(𝑞0) of the PFG-U sector plate for various 𝑅 at a temperature 𝑇0 = 300𝐾,
600𝐾

3.3. Исследование радиуса выреза пластины. На рис. 5 представлена зависи-
мость 𝑤max(𝑞0) для конической секторной пластины U-PFGM (Γ = 0.2) при различ-
ных значениях радиуса выреза 𝑅 = 0, 0.2, 0.5, 0.75 . Кривые для температурного поля
𝑇0 = 300 K изображены пунктиром, для 𝑇0 = 600 K – сплошными линиями.

Анализ графика на рис. 5 показал, что увеличение радиуса выреза конической сек-
торной пластины от 𝑅 = 0 до 𝑅 = 0.75 приводит к значительному увеличению жесткости
ПФГ пластин. Повышение температуры от 𝑇0 = 300 𝐾 до 𝑇0 = 600 𝐾 приводит к увели-
чению прогибов на 3–5%.
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3.4. Исследование угла секторной пластины и размерно-зависимого пара-
метра 𝑙 . На рис. 6 показана зависимость 𝑤max(𝑞0) для конической секторной пластины
ПФГ-U (Γ = 0.2) при различных значениях угла 𝛼 = 𝜋/6, 𝜋/4, 𝜋/3, 𝜋/2 . Кривые для слу-
чаев отсутствия учета размерной зависимости ( 𝑙 = 0) и для нанопластин ( 𝑙 = 2) изобра-
жены сплошными линиями.

Анализ данных, приведенных на рис. 6, показал, что увеличение угла секторной пла-
стины оказывает существенное влияние на НДС как макро-, так и нанопластин и приводит
к снижению их несущей способности. Увеличение размерно-зависимого параметра 𝑙 при-
водит к уменьшению прогиба для всех рассматриваемых значений угла 𝛼 .

Проанализируем влияние радиуса выреза 𝑅 и угла сектора пластины 𝛼 на изгиба-
ние пластин. На рис. 7 представлены графики зависимости значения 𝑤max в зависимости
от радиуса выреза пластины 𝑅 для значений угла 𝛼 = 𝜋/6, 𝜋/4, 𝜋/3, 𝜋/2 . На рис. 8 пока-
заны графики зависимости 𝑤max от угла сектора 𝛼 для радиуса выреза 𝑅 = 0.2 . Решения
получены методом вариационных итераций для 𝑛 = 35 при действии равномерно распре-
деленной поперечной нагрузки.

Рис. 6. Зависимость 𝑤max(𝑞0) секторной пластины ПФГ-U для различных 𝛼 при 𝑙 = 0, 2

Fig. 6. Dependency 𝑤max(𝑞0) of the PFG-U sector plate for various 𝛼 at 𝑙 = 0, 2

Рис. 7. Зависимость максимального прогиба 𝑤max(𝑅) для шарнирно опертой пластины (5) для
различных 𝛼

Fig. 7. Dependency of the maximum deflection 𝑤max(𝑅) for the pivotally supported plate (5) at
various 𝛼
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Рис. 8. Зависимость максимального прогиба 𝑤max(𝛼) шарнирно опертой пластины (5)
Fig. 8. Dependency of the maximum deflection 𝑤max(𝛼) for the pivotally supported plate (5)

(a) Эпюра 𝑤(𝑟, 𝜃0) (b) Эпюра 𝑤(𝑟0, 𝜃)

Рис. 9. Эпюры: (a) 𝑤(𝑟, 𝜃0) , (b) 𝑤(𝑟0, 𝜃) шарнирно опертой секторной пластины (5) для радиуса
выреза 𝑅 = 0, 0.2, 0.5, 0.75

Fig. 9. Epures: (a) 𝑤(𝑟, 𝜃0) , (b) 𝑤(𝑟0, 𝜃) of the pivotally supported sector plate (5) for the cutout
radius 𝑅 = 0, 0.2, 0.5, 0.75

Построены эпюры функций прогиба секторной пластины 𝑤(𝑟, 𝜃) для секторной пла-
стины с граничными условиями (5) . На пластину действует поперечная нагрузка 𝑞0 = 100
для различных значений радиуса выреза 𝑅 = 0, 0.2, 0.5, 0.75 . Эпюры 𝑤(𝑟, 𝜃0) , 𝑤(𝑟0, 𝜃) по-
строены для угла сектора 𝛼 = 𝜋/2 . Цвет кривых на рис. 9 задан в соответствии с выбором
значения радиуса 𝑅 .

Анализ результатов, представленных на рис. 5–9, показал, что увеличение угла 𝛼 и ра-
диуса выреза пластины 𝑅 приводит к уменьшению несущей способности. При этом влия-
ние изменения параметра 𝛼 снижается с увеличением параметра 𝑅 .

Построены поверхности изгиба 𝑤(𝑟, 𝜃) для секторной макроразмерной пластины для
различных значений углов сектора пластины 𝛼 и радиуса выреза 𝑅 при действии равно-
мерно распределенной нагрузки (табл. 3).

Результаты, приведенные на рис. 7–9 и в табл. 3, показывают, что характер изгиба-
ния секторных пластин 𝑤(𝑟, 𝜃) существенно изменяется с увеличением параметра 𝛼 .
Отметим, что влияние параметра 𝑅 также уменьшается с ростом 𝛼 (рис. 7–9). Таким
образом, варьирование геометрических параметров пластины – радиуса выреза и угла
сектора – позволяет проектировать конструкции с улучшенными прочностными характе-
ристиками.
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Табл. 3. Поверхности прогиба конической секторной пластины
Table 3. Deflection surfaces of the conical sector plate

𝛼 = 𝜋/6, 𝑅 = 0.2 𝛼 = 𝜋/4, 𝑅 = 0.5 𝛼 = 𝜋/2, 𝑅 = 0.75

Заключение
1) Построена математическая модель гибких ПФГ конических секторных пластин,

свойства материала которых зависят от температуры. Метод вариационных итераций поз-
волил найти решения полученных нелинейных дифференциальных уравнений в частных
производных с высокой точностью и минимальными затратами машинного времени.

2) Распределение и величина объема пор существенно влияет на изгиб гибких ПФГ
конических секторных пластин. Пластины ПФГ-X обладают наибольшей несущей спо-
собностью из рассматриваемых. Увеличение параметра Γ приводит к существенному
увеличению прогиба гибких секторных ПФГ пластин. Соотношение материалов в ПФГ
секторных пластин оказывает значительное влияние на несущую способность, а увеличе-
ние функционально-градиентного индекса приводит к увеличению доли стали в композите
и уменьшению несущей способности.

3) Увеличение температуры конических секторах пластин от 𝑇0 = 300𝐾 до 𝑇0 = 600𝐾
приводит к увеличению максимального значения прогиба 𝑤max на 3–5 % как для нано-,
так и для макроразмерных секторных пластин.

4) Геометрические параметры секторных пластин оказывают существенное влияние на
НДС конических секторных ПФГ пластин. Увеличение угла приводит к росту прогибов,
причем эта зависимость существенно изменяется с изменением радиуса выреза 𝑅 . В свою
очередь, увеличение радиуса выреза от 𝑅 = 0 до 𝑅 = 0.75 приводит к значительному
повышению несущей способности конических секторных пластин.
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flexible rectangular von Kármán plates in fast and reliable way. Int. J. Non-Linear Mech., 2022,
vol. 146, art. 104162. https://doi.org/10.1016/j.ijnonlinmec.2022.104162.

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(4):689-704



704 L.A. Kalutsky | An effective method for analyzing . . .

18. Krysko V.A., Jr., Awrejcewicz J., Kalutsky L.A., Krysko V.A. Quantification of various reduced
order modelling computational methods to study deflection of size-dependent plates. Comput.
Math. Appl., 2023, vol. 133, pp. 61–84. https://doi.org/10.1016/j.camwa.2023.01.004.

19. Krysko A., Kalutsky L., Zakharova A., Krysko V. Mathematical modeling of porous geometrically
nonlinear metal nanoplates taking into account moisture. Bull. Tomsk Polytech. Univ. Geo Assets
Eng., 2023, vol. 334, no. 9, pp. 36–48. (In Russian)

20. Krysko A.V., Kalutsky L.A., Krysko V.A. Stress-strain state of a porous flexible rectangular FGM
size-dependent plate subjected to different types of transverse loading: Analysis and numerical
solution using several alternative methods. Thin-Walled Struct., 2024, vol. 196, art. 111512.
https://doi.org/10.1016/j.tws.2023.111512.

21. Karimipour I., Beni Y.T., Zeighampour H. Nonlinear size-dependent pull-in instability and stress
analysis of thin plate actuator based on enhanced continuum theories including nonlinear effects
and surface energy. Microsyst. Technol., 2018, vol. 24, no. 4, pp. 1811–1839.
https://doi.org/10.1007/s00542-017-3540-4.

Информация об авторах
Леонид Александрович Калуцкий, младший научный сотрудник, Институт гидродинамики
им. М.А. Лаврентьева Сибирского отделения Российской академии наук

E-mail: leon199703@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-3335-4975

Author Information
Leonid A. Kalutsky, Junior Researcher, Lavrentyev Institute of Hydrodynamics, Siberian Branch,
Russian Academy of Sciences

E-mail: leon199703@gmail.com
ORCID: https://orcid.org/0000-0003-3335-4975

Поступила в редакцию 27.08.2025 Received August 27, 2025
Принята к публикации 3.10.2025 Accepted October 3, 2025

Uch. Zap. Kazan. Univ. Ser. Fiz.-Mat. Nauki | 2025;167(4):689-704


