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Аннотация

Статья посвящена обоснованию метода граничных интегральных уравнений Мюллера, пред-
назначенного для решения задачи о собственных волнах слабонаправляющих диэлектрических
волноводов. Доказана теорема о спектральной эквивалентности исходной дифференциальной за-
дачи и задачи для системы граничных интегральных уравнений Мюллера на физическом листе
римановой поверхности, на которой разыскиваются собственные значения – постоянные распро-
странения собственных волн. Для доказательства этого факта изучены области локализации
спектров исходной задачи и так называемой «вывернутой наизнанку» задачи, порождающей
фиктивные собственные значения. Получено достаточное условие эквивалентности: задачи экви-
валентны, если вывернутая наизнанку задача имеет только тривиальное решение. Как следствие,
показано, что метод граничных интегральных уравнений Мюллера позволяет находить только
истинные собственные значения на физическом листе поверхности Римана. Это подтверждено
результатами вычислительных экспериментов.
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Abstract

The use of the method of Muller boundary integral equations for solving the problem of eigenwaves
of weakly guiding dielectric waveguides was justified. A theorem was proved about the spectral
equivalence between the original differential problem and the problem for the system of Muller
boundary integral equations on the physical sheet of the Riemann surface, where the eigenvalues,
the propagation constants of the eigenwaves, are sought. With this aim, the localization regions of
the spectra of the original problem and a so-called “turned inside out” problem generating spurious
eigenvalues were analyzed. A sufficient condition of equivalence was obtained: the problems are
equivalent if the problem turned inside out has only a trivial solution. Consequently, as confirmed by
the results of the numerical experiments, only true eigenvalues on the physical sheet of the Riemann
surface can be found by using the method of Muller boundary integral equations.
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Введение

Задачи на собственные значения для уравнения Гельмгольца на плоскости, возникаю-
щие при математическом моделировании слабонаправляющих оптических волокон, явля-
ются фундаментальными в теории диэлектрических волноводов [1]. Для моделирования
таких оптических устройств было разработано множество численных методов, включая
метод конечных разностей во временной области [2–4], метод декомпозиции [5–8] и метод
конечных элементов [9–11]. Однако ни один из этих методов не является универсальным;
каждый из них эффективен только для определенного класса задач и требует значитель-
ных вычислительных ресурсов. Методы граничных интегральных уравнений [12], такие
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как метод уравнений Мюллера [13], представляют собой альтернативу, снижая размер-
ность задач и обеспечивая высокую точность. Тем не менее они также требуют тща-
тельной настройки и значительных ресурсов для волноводов сложных конфигураций.
Развитие методов интегральных уравнений открывает возможности для более точного
и эффективного моделирования современных оптических устройств [14–17].

Метод граничных интегральных уравнений Мюллера использовался при исследовании
микродисковых лазеров, например, в таких работах, как [18–21], и, относительно недав-
но, в [22–27]. Эти двумерные лазеры весьма перспективны для применения в фотонике
и нанооптике благодаря своим компактным размерам, низким порогам излучения [28]
и стабилизации скорости затухания мод на высоких волновых числах [27]. Численное мо-
делирование таких микролазеров основано на решении задач на собственные значения
для уравнения Гельмгольца на плоскости [29]. Сведение трехмерных уравнений Максвел-
ла к двумерным задачам возможно благодаря тому, что толщина резонатора значительно
меньше длины волны, что позволяет считать, что электромагнитное поле остается посто-
янным вдоль оси, ортогональной плоскости резонатора [29].

В так называемой «лазерной задаче на собственные значения» (Lasing Eigenvalues
Problem, LEP), систематически применяемой, начиная с [30], для теоретического иссле-
дования спектральных свойств двумерных микродисковых лазеров [19–26] и плазмонных
нанолазеров [31–33], волновые числа электромагнитного излучения являются веществен-
ными собственными значениями. Точнее, обезразмеренные волновые числа κ являют-
ся первыми компонентами двухкомпонентных собственных значений. Важно отметить,
что в LEP рассматриваются только активные материалы с комплексными показателями
преломления. Отрицательная мнимая часть показателя преломления γ называется коэф-
фициентом усиления, а пороговые значения усиления являются вторыми компонентами
двухкомпонентных собственных значений (κ, γ) .

Для численного решения LEP исходная задача на собственные значения для уравне-
ния Гельмгольца на плоскости сводится к нелинейной задаче на собственные значения
для системы граничных интегральных уравнений Мюллера [19–26]. Эта система обладает
фиктивными собственными значениями, которые соответствуют так называемой «вывер-
нутой наизнанку» задаче [34]. В работе [35] было доказано, что не существует полной
спектральной эквивалентности между исходной LEP и задачей на собственные значе-
ния для системы граничных интегральных уравнений Мюллера. С одной стороны, все
собственные значения исходной LEP являются собственными значениями системы инте-
гральных уравнений. Однако обратное утверждение не верно. А именно, собственными
значениями исходной задачи являются только те собственные значения системы гранич-
ных интегральных уравнений Мюллера, которые не являются собственными значениями
вывернутой наизнанку задачи.

Для частного случая круглого резонатора в [35] было доказано, что множество всех
собственных значений системы граничных интегральных уравнений Мюллера можно раз-
делить на два подмножества: подмножество истинных собственных значений исходной
LEP и подмножество фиктивных собственных значений вывернутой наизнанку LEP. Чис-
ленные примеры также показали, что подмножества истинных и фиктивных собственных
значений хорошо разделяются на плоскости (κ, γ) , что облегчает их идентификацию. В ре-
зультате система граничных интегральных уравнений Мюллера может быть эффективно
использована для расчета собственных значений LEP.
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Кроме того, фиктивные собственные значения были исследованы для задачи трансмис-
сии [36] и внешней задачи Неймана [37] для уравнения Гельмгольца на плоскости. В этих
задачах в качестве собственных значений рассматривались комплексные волновые числа.
Чтобы избежать вычисления фиктивных собственных значений, в работах [36, 37] были
предложены различные модификации интегральных уравнений, в том числе граничных
интегральных уравнений Мюллера.

В недавней работе [38] метод граничных интегральных уравнений Мюллера был
применен для расчета собственных волн слабонаправляющих оптических волокон.
Следуя [1], исходная трехмерная задача для системы уравнений Максвелла была све-
дена к задаче на собственные значения для уравнения Гельмгольца на плоскости. Здесь
волновое число является заданным вещественным параметром, а комплексные собствен-
ные значения – это постоянные распространения собственных волн, разыскиваемые на
соответствующей римановой поверхности. Однако вопрос о том, имеет ли система Мюл-
лера фиктивные собственные значения для данной задачи, не рассматривался.

В работе [14] был предложен метод, альтернативный методу граничных интеграль-
ных уравнений Мюллера. Исходная задача о собственных волнах слабонаправляющих
диэлектрических волноводов была сведена к операторному уравнению с помощью метода
потенциалов простого слоя. Однако доказать теорему о полной спектральной эквивалент-
ности для данного метода не удалось. Установлено, что исходная задача эквивалентна
задаче в интегральной постановке на физическом листе римановой поверхности, лишь
за исключением множества, на котором поперечное волновое число оболочки волновода
принимает вещественные значения.

Основная идея настоящей работы заключается в доказательстве эквивалентности спек-
тральной задачи для системы граничных интегральных уравнений Мюллера исходной
задаче о собственных волнах слабонаправляющих диэлектрических волноводов в диффе-
ренциальной постановке. Прежде всего, мы формулируем исходную задачу (раздел 1).
В этом разделе мы доказываем теорему 1, показывающую, что ее собственные значения
могут лежать только в строго определенном интервале главного листа поверхности Рима-
на. В разделе 2 мы формулируем вывернутую наизнанку задачу. Здесь мы доказываем тео-
рему 2, показывающую, что собственные значения этой задачи не могут лежать на указан-
ном листе. В разделе 3 построена система граничных интегральных уравнений Мюллера.
В разделе 4 мы доказываем теорему 3, утверждающую, что в общем случае на всей римано-
вой поверхности спектральная задача для системы граничных интегральных уравнений
Мюллера не эквивалентна исходной задаче. Установлено, что эквивалентность достига-
ется, если вывернутая наизнанку задача имеет только тривиальное решение. В этом же
разделе приведена теорема 4, доказывающая полную спектральную эквивалентность диф-
ференциальной и интегральной постановок задачи о собственных волнах слабонаправля-
ющих диэлектрических волноводов на физическом листе римановой поверхности. Из этой
теоремы следует, что, решая задачу на собственные значения для системы граничных
интегральных уравнений Мюллера на физическом листе поверхности Римана, мы будем
получать только истинные собственные значения. В разделе 5 описаны вычислительные
эксперименты, подтверждающие полученные теоретические результаты.
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1. Исходная задача на собственные значения
Следуя [1], сформулируем задачу о собственных волнах цилиндрического диэлектри-

ческого волновода с произвольным контуром поперечного сечения и постоянным показа-
телем преломления, близким к показателю преломления окружающей среды. Геометрия
задачи представлена на рис. 1. Пусть область поперечного сечения волновода Ωi ограни-
чена дважды непрерывно дифференцируемым контуром Γ . Показатель преломления n
является кусочно-постоянной функцией, а именно, в области Ωi он равен константе ni ,
а в области Ωe = R2 \ Ωi – константе ne , причем 0 < ne < ni . Будем считать, что посто-
янная распространения β является неизвестным комплексным параметром. Символом ω
обозначим заданную положительную частоту электромагнитных колебаний. Задача за-
ключается в нахождении таких значений параметра β , при которых существуют нетри-
виальные решения уравнений Гельмгольца,

∆u+ χ2
iu = 0, x ∈ Ωi, (1)

∆u+ χ2
eu = 0, x ∈ Ωe, (2)

удовлетворяющие условиям сопряжения

u+ = u−,
∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ. (3)

Здесь χi =
√︁
k2n2

i − β2 и χe =
√︁
k2n2

e − β2 – поперечные волновые числа областей Ωi

и Ωe соответственно, k = ω
√
ε0µ0 > 0 – волновое число в свободном пространстве. Че-

рез u+(u−) обозначены предельные значения функции u снаружи (изнутри) контура Γ .
Символ ∂u/∂ν обозначает производную по внешней нормали к контуру Γ .

Рис. 1. Геометрия исходной задачи на собственные значения
Fig. 1. Geometry of the original eigenvalue problem

Будем предполагать, что функция u удовлетворяет на бесконечности парциальным
условиям излучения, т. е. при |x| ≥ R0 представима в виде абсолютно и равномерно схо-
дящегося ряда, допускающего почленное дифференцирование [14]:

u(r, φ) =
∞∑︂

l=−∞
alH

(1)
l (χer) exp(ilφ), (4)

где x1 = r cosφ , x2 = r sinφ , а H
(1)
l – функция Ханкеля первого рода порядка l .
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Следуя [12, с. 68], мы предполагаем, что нормальные производные изнутри и снаружи
границы Γ в (3) являются правильными в том смысле, что пределы

∂u±

∂ν
(x) = lim

h→+0
(ν(x), grad u(x± hν(x))) , x ∈ Γ, (5)

сходятся равномерно по x ∈ Γ .
Будем искать нетривиальные решения u задачи (1)–(4) в классе функций, непрерыв-

ных в Ωi и Ωe , а также дважды непрерывно дифференцируемых в Ωi и Ωe . Множество
таких функций обозначим символом U .

Будем предполагать, что постоянные распространения β принадлежат множеству Λ
– пересечению римановых поверхностей Λi и Λe функций lnχi(β) и lnχe(β) :

Λ = Λi ∩ Λe.

Пусть символ
Λ

(1)
0 = Λ

(1)
i0 ∩ Λ

(1)
e0

обозначает пересечение главных листов этих поверхностей, определяемых следующи-
ми условиями:

−π/2 < argχi(β) < 3π/2, Imχi(β) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
i0 , (6)

−π/2 < argχe(β) < 3π/2, Imχe(β) ≥ 0, β ∈ Λ
(1)
e0 . (7)

Обозначим вещественную ось листа Λ
(1)
0 символом R(1)

0 , а мнимую ось – символом I(1)0 .
Пусть множество G является объединением двух интервалов вещественной оси R(1)

0 ,
а именно, G =

{︂
β ∈ R(1)

0 : kne < |β| < kni

}︂
. Введем множества B =

{︂
β ∈ R(1)

0 : |β| > kni

}︂
,

C
(1)
0 = Λ

(1)
0 \

{︂
I(1)0 ∪ R(1)

0

}︂
и D =

{︂
β ∈ I(1)0

}︂
∪
{︂
β ∈ R(1)

0 : |β| < kne

}︂
(см. рис. 2).

Рис. 2. Изображение листа Λ
(1)
0

Fig. 2. Image of the sheet Λ
(1)
0
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Ненулевую функцию u ∈ U будем называть собственной функцией задачи (1)–(4),
соответствующей собственному значению β ∈ Λ , если выполнены условия (1)–(4).

Теорема 1. На листе Λ
(1)
0 собственные значения β задачи (1)–(4) могут лежать

лишь в области G .

Доказательство данной теоремы приведено в ([14], теорема 1).

2. Вывернутая наизнанку задача на собственные значения

Следуя [34], сформулируем вывернутую наизнанку задачу, соответствующую исходной
задаче (1)–(4) (см. рис. 3). Области Ωi и Ωe остаются теми же, что и в задаче (1)–(4), но по-
казатель преломления в области Ωi равен константе ne , а в области Ωe – константе ni ,
причем, как и ранее, 0 < ne < ni . Символом Γ обозначен тот же самый дважды непре-
рывно дифференцируемый контур. Постоянная распространения β является неизвестным
комплексным параметром, а ω – заданная положительная частота электромагнитных ко-
лебаний. Задача заключается в нахождении таких значений параметра β , при которых
существуют нетривиальные решения уравнений Гельмгольца

∆v + χ2
ev = 0, x ∈ Ωi, (8)

∆v + χ2
i v = 0, x ∈ Ωe, (9)

удовлетворяющие условиям сопряжения

v+ = v−,
∂v+

∂ν
=
∂v−

∂ν
, x ∈ Γ, (10)

и парциальным условиям излучения на бесконечности

v(r, φ) =
∞∑︂

l=−∞
clH

(1)
l (χir) exp(ilφ). (11)

Здесь мы используем те же обозначения и понимаем нормальные производные в (10) так
же, как в предыдущем разделе.

Ненулевую функцию v ∈ U будем называть собственной функцией вывернутой на-
изнанку задачи (8)–(11), соответствующей собственному значению β ∈ Λ , если выполнены
условия (8)–(11).

Теорема 2. Собственные значения β задачи (8)–(11) не могут лежать на листе Λ(1)
0 .

Доказательство. Лист Λ
(1)
0 является объединением четырех множеств (см. рис. 2),

а именно, Λ
(1)
0 = C

(1)
0 ∪D ∪G ∪B . Докажем, что ни одно из множеств C

(1)
0 , D , B и G

не содержит собственных значений задачи (8)–(11).
Предположим, что v является собственной функцией задачи (8)–(11), соответству-

ющей собственному значению β ∈ D ∪G . Тогда получим, что χi и χe – вещественные
положительные числа при β ∈ D . Если β ∈ G , то параметр χi является вещественным,
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а χe становится чисто мнимым с положительной мнимой частью. Применим вторую фор-
мулу Грина (см., например, [12, с. 79]) в областях Ωi и ΩR \Ωi , где R ≥ R0 , к функциям v
и v (здесь v означает функцию, комплексно-сопряженную с v ). Получим равенства

∫︂

Ωi

(v∆v − v∆v) dx =

∫︂

Γ

(︃
v−
∂v−

∂ν
− v−

∂v−

∂ν

)︃
dl,

∫︂

ΩR\Ωi

(v∆v − v∆v) dx = −
∫︂

Γ

(︃
v+
∂v+

∂ν
− v+

∂v+

∂ν

)︃
dl +

∫︂

ΓR

(︃
v
∂v

∂r
− v

∂v

∂r

)︃
dl.

При β ∈ D ∪G левые части двух последних равенств обращаются в нуль. Сложим их
почленно и воспользуемся условиями сопряжения (10). В результате получим

∫︂

ΓR

(︃
v
∂v

∂r
− v

∂v

∂r

)︃
dl = 0, R ≥ R0. (12)

Подставим разложение (11) в равенство (12):

∞∑︂

l=−∞

(︂
H

(1)
l (χiR)H

(2)′

l (χiR)−H
(1)′

l (χiR)H
(2)
l (χiR)

)︂
|cl|2 = 0.

Выражение, стоящее в скобках, является определителем Вронского (см., например,
[39, с. 182]) и не зависит от значения переменной l :

H
(1)
l (χiR)H

(2)′

l (χiR)−H
(1)′

l (χiR)H
(2)
l (χiR) =

4

iπχiR
, l = 0,±1,±2, . . . .

Рис. 3. Геометрия вывернутой наизнанку задачи на собственные значения
Fig. 3. Geometry of the eigenvalue problem turned inside out
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Следовательно, для любого x ∈ R2 \ ΩR0 все коэффициенты cl в разложении (11)
обращаются в нуль. Таким образом, v = 0 при x ∈ R2 \ ΩR0 . Функция v удовлетворяет
в области Ωe уравнению Гельмгольца (9) c постоянным коэффициентом и, значит, анали-
тическая по x в Ωe . Поэтому v = 0 при x ∈ Ωe , а также v+ = 0 и ∂v+/∂ν = 0 на конту-
ре Γ . Применим в области Ωi третью формулу Грина (см., например, [12, с. 80]). Из этого
представления функции v и условий сопряжения (10) следует, что v = 0 в Ωi . Итак,
мы доказали, что при β ∈ D ∪ G функция v тождественно равна нулю на всей плоско-
сти R2 , что противоречит предположению о том, что она является собственной функцией
задачи (8)–(11). Следовательно, области D и G свободны от собственных значений дан-
ной задачи.

Предположим теперь, что v является собственной функцией задачи (8)–(11), соот-
ветствующей собственному значению β ∈ C

(1)
0 ∪ B . Если β ∈ C

(1)
0 , то согласно услови-

ям (6), (7) параметры χi и χe будут комплексными числами с положительными мнимыми
частями. Если β ∈ B , то согласно тем же условиям χi и χe будут чисто мнимыми числами
с положительными мнимыми частями. Применим первую формулу Грина (см., например,
[12, с. 79]) в областях Ωi и ΩR \Ωi , где R ≥ R0 , к функциям v и v . Сложим полученные
равенства почленно, учитывая условия сопряжения (10):

∫︂

Ωi

∇v · ∇vdx+
∫︂

Ωi

v∆vdx+

∫︂

ΩR\Ωi

∇v · ∇vdx+
∫︂

ΩR\Ωi

v∆vdx =

∫︂

ΓR

v
∂v

∂r
dl.

Устремим R к бесконечности. При этом заметим, что согласно асимптотике (см., напри-
мер, [39, с. 364])

H
(1)
l (χir) =

√︃
2

πχir
exp

[︃
i

(︃
χir −

lπ

2
− π

4

)︃]︃[︃
1 +O

(︃
1

χir

)︃]︃
, r → ∞,

все подынтегральные выражения, зависящие от r , экспоненциально убывают при лю-
бом β ∈ C

(1)
0 ∪B . В результате получим
∫︂

Ωi

|∇v|2dx+
∫︂

Ωe

|∇v|2dx+
∫︂

Ωi

(β2 − k2n2
e)|v|2dx+

∫︂

Ωe

(β2 − k2n2
i )|v|2dx = 0. (13)

При β ∈ B равенство (13) выполняется тогда и только тогда, когда v = 0 , x ∈ R2 . Возьмем
от левой и правой частей равенства (13) мнимую часть:

Im(β2)

∫︂

Ωi

|v|2dx+ Im(β2)

∫︂

Ωe

|v|2dx = 2Re(β)Im(β)

⎛
⎝
∫︂

Ωi

|v|2dx+
∫︂

Ωe

|v|2dx

⎞
⎠ = 0.

Заметим, что ни мнимая, ни вещественная части числа β ∈ C
(1)
0 не обращаются в нуль.

Следовательно, при β ∈ C
(1)
0 равенство (13) выполняется тогда и только тогда, когда

v = 0 , x ∈ R2 . Таким образом, мы доказали, что при любом β ∈ C
(1)
0 ∪B функция v тож-

дественно равна нулю на всей плоскости R2 , что противоречит предположению о том, что
она является собственной функцией задачи (8)–(11). Следовательно, области B и C

(1)
0

также свободны от собственных значений данной задачи.
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3. Система граничных интегральных уравнений Мюллера

Если u является собственной функцией задачи (1)–(4), соответствующей собственному
значению β ∈ Λ , то справедливы следующие интегральные представления (см. [12], с. 80,
теорема 3.1; с. 81, теорема 3.3):

∫︂

Γ

(︃
u−(y)

∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂u−

∂ν
(y)Φi(β; x, y)

)︃
dl(y) =

{︄
−u(x), x ∈ Ωi;

0, x ∈ Ωe,
(14)

∫︂

Γ

(︃
u+(y)

∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂u+

∂ν
(y)Φe(β; x, y)

)︃
dl(y) =

{︄
0, x ∈ Ωi;

u(x), x ∈ Ωe.
(15)

Здесь символами

Φm(β; x, y) =
i

4
H

(1)
0 (χm|x− y|), m = i, e,

обозначены фундаментальные решения уравнений Гельмгольца (1), (2). Использовав усло-
вия сопряжения (3), определим функции

φ = u+ = u−, ψ =
∂u+

∂ν
=
∂u−

∂ν
, x ∈ Γ. (16)

Перейдя к пределу при x→ Γ в (14) и используя свойства потенциалов двойного слоя
(см. [12], с. 59, теорема 2.13) и непрерывность потенциалов простого слоя (см. [12], с. 58,
теорему 2.12), получим

u−(x) = −
∫︂

Γ

∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
u−(y)dl(y) +

∫︂

Γ

Φi(β; x, y)
∂u−

∂ν
(y)dl(y) +

1

2
u−(x), x ∈ Γ.

Аналогично из (15) следует, что

u+(x) =

∫︂

Γ

∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)
u+(y)dl(y)−

∫︂

Γ

Φe(β; x, y)
∂u+

∂ν
(y)dl(y) +

1

2
u+(x), x ∈ Γ.

Вместо подстановки этих выражений в условия сопряжения (3), следуя [13], сложим их
почленно. Учитывая равенства (16), получим уравнение

φ(x) +

∫︂

Γ

(︃
∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)

)︃
φ(y)dl(y)+

+

∫︂

Γ

(Φe(β; x, y)− Φi(β; x, y))ψ(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ. (17)

Возьмем производные по нормали ν от равенств (14), (15) и перейдем к пределу
при x→ Γ , используя хорошо известные свойства потенциалов (см. [12], с. 64, теорема 2.19;
с. 65, теорема 2.21). Сложив данные равенства почленно и применив соотношения (16),
получим уравнение
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ψ(x) +

∫︂

Γ

(︃
∂2Φi(β; x, y)

∂ν(x)∂ν(y)
− ∂2Φe(β; x, y)

∂ν(x)∂ν(y)

)︃
φ(y)dl(y)+

+

∫︂

Γ

(︃
∂Φe(β; x, y)

∂ν(x)
− ∂Φi(β; x, y)

∂ν(x)

)︃
ψ(y)dl(y) = 0, x ∈ Γ. (18)

Система (17), (18) называется системой граничных интегральных уравнений Мюллера.
Введем обозначения:

K(1,1) =
∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
− ∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)
, K(1,2) = Φe(β; x, y)− Φi(β; x, y), x, y ∈ Γ,

K(2,1) =
∂2Φi(β; x, y)

∂ν(x)∂ν(y)
− ∂2Φe(β; x, y)

∂ν(x)∂ν(y)
, K(2,2) =

∂Φe(β; x, y)

∂ν(x)
− ∂Φi(β; x, y)

∂ν(x)
, x, y ∈ Γ.

Следуя [40], можно показать, что для любого β ∈ Λ ядра K(1,1) и K(2,2) непрерывны,
а ядра K(1,2) и K(2,1) слабо сингулярны. Следовательно, интегральный оператор, соот-
ветствующий левым частям равенств (17) и (18), является фредгольмовым оператором
с нулевым индексом в пространстве [C(Γ)]2 , где C(Γ) – банахово пространство функций,
непрерывных на Γ [40].

Назовем β ∈ Λ собственным значением системы граничных интегральных уравне-
ний Мюллера, если при данном β система (17), (18) имеет нетривиальное реше-
ние (φ, ψ) ∈ [C(Γ)]2 . Вектор-функцию (φ, ψ) будем называть собственным вектором си-
стемы граничных интегральных уравнений Мюллера, отвечающим собственному значе-
нию β .

4. Эквивалентность

Теорема 3. Справедливы следующие утверждения :

A. Если u ∈ U – собственная функция задачи (1)–(4), отвечающая собственному
значению β ∈ Λ , то функции φ и ψ , определенные в (16), принадлежат банахо-
ву пространству C(Γ) и являются нетривиальным решением системы (17), (18)
с тем же значением параметра β .

B. Пусть для данного значения β ∈ Λ система граничных интегральных уравнений
Мюллера (17), (18) имеет нетривиальное решение (φ, ψ) ∈ [C(Γ)]2 , а задача, вывер-
нутая наизнанку, (8)–(11), имеет только тривиальное решение. Тогда функция u ,
определенная как

u(x) = −
∫︂

Γ

(︃
φ(y)

∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
− ψ(y)Φi(β; x, y)

)︃
dl(y), x ∈ Ωi, (19)

u(x) =

∫︂

Γ

(︃
φ(y)

∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)
− ψ(y)Φe(β; x, y)

)︃
dl(y), x ∈ Ωe, (20)

является собственной функцией задачи (1)–(4), отвечающей β .
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Доказательство. Проведем доказательство этой теоремы, следуя работе [41]. До-
кажем первое утверждение теоремы. Пусть u – собственная функция задачи (1)–(4).
Тогда u+ и u− принадлежат пространству C(Γ) . Функции ∂u+/∂ν и ∂u−/∂ν , определен-
ные в (5), также принадлежат пространству C(Γ) как равномерные пределы непрерыв-
ных функций. Тогда φ, ψ ∈ C(Γ) . Вектор (φ, ψ) , определенный в (16), является решени-
ем (17), (18) по построению этой системы уравнений. Предположим, что φ = ψ = 0 , тогда
из (16) получим, что u+ = u− = 0 и ∂u+/∂ν = ∂u−/∂ν = 0 . Подставив полученные равен-
ства в интегральные представления (14), (15), получим, что u = 0 для любого x ∈ R2 ,
что противоречит предположению о том, что u – собственная функция исходной зада-
чи (1)–(4).

Докажем теперь второе утверждение теоремы. Пусть вектор (φ, ψ) ∈ [C(Γ)]2 является
собственным вектором системы граничных интегральных уравнений Мюллера (17), (18),
соответствующим собственному значению β ∈ Λ . Определим функцию v :

v(x) = −
∫︂

Γ

(︃
φ(y)

∂Φe(β; x, y)

∂ν(y)
− ψ(y)Φe(β; x, y)

)︃
dl(y), x ∈ Ωi, (21)

v(x) =

∫︂

Γ

(︃
φ(y)

∂Φi(β; x, y)

∂ν(y)
− ψ(y)Φi(β; x, y)

)︃
dl(y), x ∈ Ωe. (22)

Докажем, что функция v удовлетворяет всем условиям задачи, вывернутой наизнан-
ку, (8)–(11).

Функция v дважды непрерывно дифференцируема в областях Ωi , Ωe и удовлетво-
ряет уравнениям (8), (9) как линейная комбинация потенциалов простого и двойного
слоев с непрерывными плотностями (см., например, [12]). Эта линейная комбинация так-
же будет непрерывна в Ωi и Ωe . Применив теорему сложения Графа (см., например,
[39, с. 184]), получим, что функция Φi(β; x, y) при любых β ∈ Λ и y ∈ R2 удовлетворя-
ет разложению (11). Тогда из (22) следует, что v удовлетворяет парциальным условиям
излучения (11). Граничные условия (10) также выполняются, что легко проверить непо-
средственными вычислениями. Таким образом, функция v удовлетворяет всем условиям
задачи, вывернутой наизнанку, (8)–(11).

Определим функцию u по формулам (19), (20). Вычислим предельные значения функ-
ций u , v и их нормальных производных. Получим

u+ + v− = φ, u− − v+ = φ, x ∈ Γ,

∂u+

∂ν
+
∂v−

∂ν
= ψ,

∂u−

∂ν
− ∂v+

∂ν
= ψ, x ∈ Γ.

Согласно предположению теоремы v(x) = 0 для всех x ∈ R2 . Поэтому из предыдущих
четырех равенств следует равенство вида (16) для построенной сейчас функции u , а это
значит, что граничные условия (3) выполняются. Рассуждая, как выше для функции v ,
получим, что и для u выполняются все остальные условия задачи (1)–(4). Таким об-
разом, функция u , определенная в (19), (20), является собственной функцией исходной
задачи (1)–(4). Действительно, если предположить, что u = 0 для всех x ∈ R2 , то из полу-
ченных равенств вида (16) следует, что φ = ψ = 0 на Γ . Это противоречит предположению
теоремы о том, что вектор (φ, ψ) является нетривиальным решением системы граничных
интегральных уравнений Мюллера.
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Теорема 4. Справедливы следующие утверждения :

A. Если u ∈ U – собственная функция задачи (1)–(4), отвечающая собственному зна-
чению β ∈ Λ

(1)
0 , то функции φ и ψ, определенные в (16), принадлежат банахо-

ву пространству C(Γ) и являются нетривиальным решением системы (17), (18)
с тем же значением параметра β .

B. Пусть для заданного значения β ∈ Λ
(1)
0 система граничных интегральных уравне-

ний Мюллера (17), (18) имеет нетривиальное решение (φ, ψ) ∈ [C(Γ)]2 . Тогда функ-
ция u , определенная в (19) и (20), является собственной функцией исходной зада-
чи (1)–(4), отвечающей β .

Доказательство. Первый пункт теоремы непосредственно следует из первого пунк-
та теоремы 3. Второй пункт вытекает из второго пункта теоремы 3 и теоремы 2 о локали-
зации спектра вывернутой наизнанку задачи.

5. Вычислительные эксперименты

Проведем вычислительные эксперименты, демонстрирующие справедливость теоре-
мы 4 об эквивалентности. Рассмотрим волновод с круговым поперечным сечением ра-
диуса a . Показатель преломления во внутренней области Ωi зададим как ni = 1.5440 ,
а во внешней области Ωe – как ne = 1.4874 , что типично для волоконной оптики. Ограни-
чимся поиском β на физическом листе Λ

(1)
0 . При этом значения параметров k и β будем

считать обезразмеренными умножением на a .
Решив задачу (1)–(4) методом разделения переменных, получим семейство характери-

стических уравнений

det(Am(β)) = 0, Am(β) =

(︄
Jm(χia) H

(1)
m (χea)

χiJ
′
m(χia) χeH

(1)′
m (χea)

)︄
, m = −N, . . . , N. (23)

Каждое из уравнений (23) имеет бесконечное число корней β . Обозначим через βmn n -й
корень уравнения (23) с номером m . Решения уравнений (23) будем называть точными
собственными значениями задачи (1)–(4).

Рассуждая аналогично [38], использовав метод Галеркина с тригонометрическим бази-
сом, сведем задачу на собственные значения для системы граничных интегральных урав-
нений Мюллера (17), (18) к матричной задаче. Она имеет нетривиальные решения, если
выполняется условие

det(C(β)) = 0. (24)

Здесь C(β) – матрица системы Галеркина, она имеет блочно-диагональную структуру,
а каждый ее диагональный блок имеет вид

Cm(β) =

(︄
c
(1,1)
m (β) c

(2,1)
m (β)

c
(1,2)
m (β) c

(2,2)
m (β)

)︄
, m = −N, . . . , N.
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Элементы этих блоков вычисляются по следующим формулам:

c(1,1)m (β) =
2

a
+
iπ

2
χiJm(χia)H

(1)′
m (χia)−

iπ

2
χeJ

′
m(χea)H

(1)
m (χea),

c(1,2)m (β) =
iπ

2
Jm(χea)H

(1)
m (χea)−

iπ

2
Jm(χia)H

(1)
m (χia),

c(2,1)m (β) =
iπ

2
χ2
iJ

′
m(χia)H

(1)′
m (χia)−

iπ

2
χ2
eJ

′
m(χea)H

(1)′
m (χea),

c(2,2)m (β) =
2

a
+
iπ

2
χeJm(χea)H

(1)′
m (χea)−

iπ

2
χiJ

′
m(χia)H

(1)
m (χia).

Решения уравнения (24) можно назвать приближенными собственными значениями зада-
чи (1)–(4), полученными методом Галеркина.

Найдем точные и приближенные значения постоянной распространения β
для m = 0, 1, 2, 3, 4 и n = 1 . На рис. 4 сплошными линиями показаны решения урав-
нений (24), а точками – уравнения (23). Полное совпадение результатов двух подходов
на множестве Λ

(1)
0 служит численным подтверждением эквивалентности между исходной

краевой задачей (1)–(4) и соответствующей спектральной задачей для системы гранич-
ных интегральных уравнений Мюллера (17), (18). Фиктивные собственные значения для
данной системы на Λ

(1)
0 найдены не были.

На рис. 4 обозначены две точки: синим цветом выделена точка с параметра-
ми p =

√︁
β2 − k2n2

e = 1.46 , β = 15.33 , а красным цветом – точка с параметрами
p = 0.84 , β = 23.19 . Для указанных значений построены графики соответствующих соб-
ственных функций, представленные на рис. 5.

Заключение

Основным результатом работы является теоретическое обоснование метода граничных
интегральных уравнений Мюллера для решения задачи о собственных волнах слабона-
правляющих диэлектрических волноводов. Установлена спектральная эквивалентность
исходной дифференциальной задачи и задачи для системы уравнений Мюллера на фи-
зическом листе римановой поверхности, где разыскиваются собственные значения – по-
стоянные распространения собственных волн. Установлено, что истинные собственные зна-
чения, соответствующие исходной задаче, могут находиться лишь в определенном огра-
ниченном множестве на вещественной оси физического листа поверхности Римана, тогда
как фиктивные собственные значения, соответствующие вывернутой наизнанку задаче,
на этом листе отсутствуют. Вычислительные эксперименты подтвердили теоретические
выводы, продемонстрировав отсутствие фиктивных собственных значений на физическом
листе римановой поверхности. Вычисления проводились с помощью метода Галеркина.
Исследование эквивалентности дифференциальной и интегральной постановок задачи
является основой и для доказательства сходимости примененного метода. Обоснованию
сходимости метода Галеркина будет посвящена специальная работа.
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Рис. 4. Зависимость параметра β от параметра p =
√︁

β2 − k2n2
e . Сплошными линиями указаны

приближенные собственные значения, а точками – точные
Fig. 4. Dependence of the parameter β on the parameter p =

√︁
β2 − k2n2

e . Solid lines show
approximate eigenvalues, while dots indicate exact eigenvalues

Рис. 5. Графики собственных функций для β = 15.33 и β = 23.19

Fig. 5. Eigenfunction graphs for β = 15.33 and β = 23.19
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