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Аннотация

Рассмотрен трехчастичный дискретный оператор Шрёдингера Hµ,γ(K) :≡ Hµ,γ(K) ,
K = (K,K,K) ∈ T3 , ассоциированный с системой трех частиц (две – фермионы с массой 1
и одна – другая частица с массой m = 1/γ ), взаимодействующих с помощью парных отталкива-
ющих контактных потенциалов µ > 0 на трехмерной решетке Z3. Найдены такие критические
значения γs(K) и γas(K) отношений масс, что оператор Hµ,γ(K) при γ ∈ (0, γs(K)) не имеет
собственных значений, при γ ∈ (γs(K), γas(K)) имеет единственное значение, а при
γ ∈ (γas(K),+∞) – три собственных значения, лежащих правее существенного спектра при
достаточно больших µ > 0.
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Abstract
A three-particle discrete Schrödinger operator Hµ,γ(K) :≡ Hµ,γ(K), K = (K,K,K) ∈ T3 , which

is associated with a system of three particles (two fermions of mass 1 and one other particle of
mass m = 1/γ ,) interacting via pairwise repulsive contact potentials µ > 0 on a three-dimensional
lattice Z3 , was analyzed. Critical values of mass ratios γs(K) and γas(K) were determined such
that the operator Hµ,γ(K) has no eigenvalues if γ ∈ (0, γs(K)) , the operator Hµ,γ(K) has a single
eigenvalue if γ ∈ (γs(K), γas(K)) , and the operator Hµ,γ(K) has three eigenvalues lying to the right
of the essential spectrum for sufficiently large µ > 0 if γ ∈ (γas(K),+∞) .
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Введение
В работе изучены спектральные свойства семейства операторов

Hµ,γ(K) := H0,γ(K) + µ(V1 + V2), µ, γ > 0, (1)

определенных в гильбертовом пространстве L2,as ([T3]2) квадратично-интегрируемых и ан-
тисимметричных функций относительно перестановки переменных, где T3 – трехмерный
тор (зона Бриллюэна) с единичной мерой

∫︁
T3 dp = 1. Невозмущенный оператор H0,γ(K)

в (1) есть оператор умножения на функцию

EK,γ(p,q) = ε(p) + ε(q) + γε(K− p− q), K = (K,K,K) ∈ T3,

где
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ε(p) = 3− ξ(p), ξ(p) =
3∑︂

i=1

cos pi, p = (p1, p2, p3) ∈ T3, (2)

а возмущения Vi определены как

(V1f)(p,q) =

∫︂

T3

f(p, s)ds, (V2f)(p,q) =

∫︂

T3

f(s,q)ds.

Оператор Hµ,γ(K) появляется как слойный оператор в разложении фон Неймана в пря-
мой интеграл трехчастичного гамильтониана, связанного с квантовой системой, состоящей
из двух одинаковых фермионов с массой 1 и другой частицы с массой m = 1/γ , движу-
щихся по трехмерной решетке Z3 и взаимодействующих через парные контактные потен-
циалы (см., например, [1]).

Напомним, что Ефимов [2] впервые обнаружил эффект, впоследствии названный в его
честь. Он заметил, что если в системе трех частиц, взаимодействующих с помощью парных
короткодействующих потенциалов, ни одна из трех двухчастичных подсистем не имеет
связанных состояний с отрицательной энергией, но по меньшей мере две из них имеют ре-
зонанс с энергией в нуле, то у этой трехчастичной системы существует бесконечное число
трехчастичных связанных состояний с отрицательной энергией, накапливающихся к ну-
лю. Дополнительную информацию об эффекте Ефимова можно найти в [3–5]. Кроме того,
помимо эффекта Ефимова, некоторые достаточные условия существования собственных
значений были получены, например, в [6, 7] для непрерывных операторов Шрёдингера
и в [8, 9] для дискретного случая с использованием вариационных методов. Более того,
вариационную технику можно применять не напрямую к оператору Hµ,γ(K), а к (ком-
пактному самосопряженному) оператору типа Фаддеева F (K, z) , полученному при ис-
следовании уравнения собственных значений для Hµ,γ(K) ниже существенного спектра;
известный эффект Ефимова также доказан с помощью F (K, z) [4, 5, 10]. Вариационный
метод хорошо работает и при малых размерностях d = 1, 2 (см., например, [9]), поскольку
норма F (K, z) взрывается вблизи нижнего края существенного спектра. Однако при вы-
соких размерностях d ≥ 3 оператор F (K, z) ограничен до краев существенного спектра,
поэтому вариационные методы не вполне эффективны. Более того, согласно дискретной
версии HVZ-теоремы (см., например, [8]) существенный спектр не является полупрямой,
а представляет собой объединение отрезков. Таким образом, собственные значения могут
возникать и в промежутке между этими сегментами. Это создает серьезные технические
трудности при исследовании явления порога константы связи [11] – появления собствен-
ных значений из существенного спектра.

Существенный спектр σess(Hµ,γ(K)) оператора Hµ,γ(K), определенного по форму-
ле (1), задается спектром H0,γ(K)+µV1 и состоит из объединения двух (возможно, взаимно
пересекающихся) отрезков

σess(Hµ,γ(K)) = [Emin,γ(K), Emax,γ(K)] ∪ [τmin,γ(µ,K), τmax,γ(µ,K)],

где τmin,γ(µ,K) и τmax,γ(µ,K) являются соответственно «наименьшей» и «наибольшей»
связанными энергиями системы одного фермиона и третьей частицы (см. раздел 1 ни-
же). Можно показать, что τmax(µ) → +∞, когда µ→ +∞ . Другими словами, «двухча-
стичная ветвь» существенного спектра Hµ,γ(K) сдвигается к +∞ , когда µ становит-
ся большим, и естественно ожидать, что она охватывает некоторую часть дискретного
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спектра, которая растет медленнее. Поэтому для изучения собственных значений правее
существенного спектра мы анализируем поведение компактного оператора типа Фаддее-
ва Fµ,γ(K, z) := F (K, z), определенного ниже в (15), более тщательно проверяя условия,
дающие собственные значения больше 1 .

С помощью унитарного оператора (Uf)(p,q) = f(−p,−q) можно показать унитарную
эквивалентность операторов Hµ,γ(K) и Hµ,γ(−K) для любого K ∈ T. Поэтому в дальней-
шем будем предполагать, что K ∈ [0, π].

Основная цель настоящей статьи – найти достаточные условия и изучить некоторые
количественные свойства дискретного спектра, при которых существуют собственные зна-
чения оператора Hµ,γ(K) в случае, когда полный квазиимпульс K = (K1, K2, K3) ∈ T3

пробегает по диагонали первой зоны Бриллюэна, т. е. когда K1 = K2 = K3 = K ∈ T. По-
скольку каждый Vi является положительным оператором, H0,γ(K) + µ(V1 + V2) не может
иметь дискретного спектра левее существенного спектра, значит, дискретные собственные
значения появляются либо в промежутках между отрезками существенного спектра, либо
правее существенного спектра.

Введем интегральный оператор B(K), K ∈ T , ранга шесть, действующий в L2(T3),
с ядром

B(K,p,q) =
3∑︂

i=1

(︃
C(pi)C(qi)− sin pi sin qi

)︃
cosK +

(︃
C(qi) sin pi + C(pi) sin qi

)︃
sinK

√︁
ε(p)

√︁
ε(q)

, (3)

где
C(pi) = cos pi −W1/W. (4)

Интегралы Ватсона W и типа Ватсона W1 соответственно равны

W =

∫︂

T3

ds

ε(s)
≈ 0, 50623, W1 =

∫︂

T3

cos s1ds

ε(s)
≈ 0, 17239.

Положительные собственные значения оператора B(K) имеют вид (см. леммы 12–14)

λ+s (K) =
1

2

[︃
(λ+s (0)− λ+s (π)) cosK +

√︁
(λ+s (0)− λ+s (π))

2 cos2K + 4λ+s (0)λ
+
s (π)

]︃
,

λ+as(K) =
1

2

[︃
(λ+as(0)− λ+as(π)) cosK +

√︁
(λ+as(0)− λ+as(π))

2 cos2K + 4λ+as(0)λ
+
as(π)

]︃
,

где

λ+s (0) =
1

3

∫︂

T3

(cos q1 + cos q2 + cos q3 − 3W1

W
)2dq

ε(q)
≈ 0.34013, (5)

λ+s (π) =
1

3

∫︂

T3

(sin q1 + sin q2 + sin q3)
2

ε(q)
=

1

2

∫︂

T3

(sin q2 − sin q3)
2

ε(q)
dq = λ+as(π) ≈ 0.21016, (6)

λ+as(0) =
1

2

∫︂

T3

(cos q2 − cos q3)
2dq

ε(q)
=

1

6

∫︂

T3

(2 cos q1 − cos q2 − cos q3)
2

ε(q)
dq ≈ 0.18551. (7)

Пусть

γs(K) =
1

λ+s (K)
и γas(K) =

1

λ+as(K)
.

Отметим, что γs(π) = γas(π), а при K ̸= π выполняется неравенство γs(K) < γas(K).
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Теорема 1. Пусть K = (K,K,K) ∈ T3, K ̸= π .

(a) Для каждого γ ∈ (0, γs(K)) существует такое µ0(γ,K) > 0 , что для любого
µ > µ0(γ,K) оператор Hµ,γ(K) не имеет собственных значений, лежащих правее
существенного спектра ;

(b) для каждого γ ∈ (γs(K), γas(K)) существует такое µ1(γ,K) > 0 , что для любого
µ > µ1(γ,K) оператор Hµ,γ(K) имеет единственное собственное значение, лежа-
щее правее существенного спектра ;

(c) для каждого γ ∈ (γas(K),+∞) существует такое µ3(γ,K) > 0 , что для любого
µ > µ3(γ,K) оператор Hµ,γ(K) имеет ровно три собственных значения с учетом
кратности, лежащих правее существенного спектра.

Замечание 1. Если K = π, то γs(π) = γas(π), и при µ > µ3(γ, π) оператор Hµ,γ(π)
имеет единственное трехкратное собственное значение, лежащее правее существенного
спектра (см. [1]).

Уместны некоторые комментарии к основным результатам.

• С физической точки зрения наши результаты применимы в теории сильно взаимодей-
ствующих ультрахолодных атомов (см., например, [12] и ссылки в ней; также [13],
где обсуждаются вопросы существования одномерных слабосвязанных триммеров
с сильными локальными взаимодействиями).

• Применив теорию возмущений, можно показать, что полученные результаты от-
носительно числа собственных значений сохраняются при малой окрестности
K = (K,K,K).

• Теорема 1 обобщает результаты работ [14] и [1], где было найдено число собственных
значений оператора Hµ,γ(K) при K = 0 = (0, 0, 0) и K = π = (π, π, π) соответствен-
но, и разъяснено изменение критических значений отношений масс, а также соб-
ственных функций, когда полный квазиимпульс K пробегает от начала координат
до (π, π, π) по диагонали.

1. О спектре двухчастичного оператора Шрёдингера на решетке
Для изучения спектра оператора (1) сначала изучим спектр оператора, соответствую-

щего системе двух частиц (фермион и другая частица) на Z3.
Двухчастичный дискретный оператор Шрёдингера hµ,γ(k) действует в L2(T3) по фор-

муле
hµ,γ(k) = h0,γ(k) + µv,

где
(h0,γ(k)f)(p) = Ek,γ(p)f(p), Ek,γ(p) = ε

(︁
p
)︁
+ γε

(︁
k− p

)︁
, (8)

функция ε(p) определена по формуле (2),

(vf)(p) =

∫︂

T3

f(s)ds.
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Приведем некоторые известные факты, которые относятся к спектру операто-
ра hµ,γ(k) (см. [1]).

Существенный спектр σess(hµ,γ(k)) оператора hµ,γ(k) , k ∈ T3 , совпадает со спектром
σ(h0,γ(k)) невозмущенного оператора h0,γ(k), т. е. σess(hµ,γ(k)) = [Emin,γ(k), Emax,γ(k)], где
Emin,γ(k) = minq∈T3 Ek,γ(q), Emax,γ(k) = maxq∈T3 Ek,γ(q).

Пусть z ∈ (Emax,γ(k),+∞) и ∆µ,γ(k, z) – детерминант Фредгольма оператора
I − µvr0,γ(k, z), где r0,γ(k, z) – резольвента оператора h0,γ(k), v – интегральный оператор
с ядром v(q,q′) = 1. Функция ∆µ,γ(k, z) имеет вид

∆µ,γ(k, z) = 1− µ

∫︂

T3

dq

z − Ek,γ(q)
. (9)

Лемма 1. Число z ∈ (Emax,γ(k),+∞) является собственным значением операто-
ра hµ,γ(k) тогда и только тогда, когда ∆µ,γ(k, z) = 0.

Пусть

µ0(γ) = (1 + γ)
1

W
.

Лемма 2. a) При µ > µ0(γ) оператор hµ,γ(k) имеет единственное простое собствен-
ное значение zµ,γ(k), лежащее правее существенного спектра ;

b) собственное значение zµ,γ(k) = zµ,γ(k1, k2, k3) – симметричная функция относи-
тельно перестановки переменных ki, kj , четна по ki ∈ [−π, π] и монотонно убывает
по ki ∈ [0, π], i = 1, 2, 3.

Лемма 3. Для каждого γ > 0 и µ > 3 (1 + γ) имеют место оценки

µ+ 3(1 + γ) < zµ,γ(π) ≤ zµ,γ(k) ≤ zµ,γ(0) < µ+ 3(1 + γ) +
9(1 + γ)2

µ
. (10)

Лемма 4. Для каждого γ > 0 имеет место асимптотика

zµ,γ(k) = µ+ 3(1 + γ) +
1

2µ

3∑︂

i=1

(︁
1 + 2γ cos ki + γ2

)︁
+ O

(︃
1

µ3

)︃
(11)

при µ→ ∞ равномерно по k ∈ T3 .

Доказательство. Из неравенства (10) можно установить, что

zµ,γ(k) = µ+ 3(1 + γ) +
c0(γ, k)

µ
+ O

(︃
1

µ3

)︃
, µ→ ∞. (12)

Отсюда, учитывая равенства (2) и (8) для достаточно больших µ > 0, имеем

1

zµ,γ(k)− Ek,γ(q)
=

1

µ+ ξ(q) + γξ(k− q) + c0(γ,k)
µ

+ O(1/µ2)
=

=
1

µ[1 + ξ(q)+γξ(k−q)
µ

+ c0(γ,k)
µ2 + O(1/µ3)]

=

=
1

µ

[︃
1− ξ(q) + γξ(k− q)

µ
− c0(γ,k)

µ2
+

(ξ(q) + γξ(k− q))2

µ2
+ O(1/µ3)

]︃
. (13)
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Используя равенства
∫︂

T3

[ξ(q) + γξ(k− q)]2n−1dq = 0, n = 1, 2, . . . ,

∫︂

T3

[ξ(q) + γξ(k− q)]2dq =
1

2
(3 + 2γξ(k) + 3γ2),

из соотношений ∆µ(k, zµ,γ(k)) ≡ 0 и (13) получим

1

µ
=

∫︂

T3

1

µ

[︃
1− ξ(q) + γξ(k− q)

µ
− c0(γ,k)

µ2
+

(ξ(q) + γξ(k− q))2

µ2
+ O(1/µ3)

]︃
dq =

=
1

µ

[︃
1− c0(γ,k)

µ2
+

1

µ2

(︃
3

2
+

3

2
γ2 + γξ(k)

)︃
+ O(1/µ4)

]︃
.

С помощью метода неопределенных коэффициентов убедимся, что

c0(γ, k) =
3

2

(︁
1 + γ

)︁2
+ γε(k).

Отсюда и из (12) следует искомое равенство (11).

2. Существенный спектр трехчастичного оператора Hµ,γ(K) и принцип
Бирмана –Швингера

Для каждого K = (K,K,K) ∈ T3 обозначим

Emin,γ(K) = min
p,q∈T3

EK,γ(p,q), Emax,γ(K) = max
p,q∈T3

EK,γ(p,q),

τµ,γ(K,p) = zµ,γ(K− p) + ε(p), (14)

τmin,γ(µ,K) = min
p∈T3

{zµ,γ(K− p) + ε(p)}, τmax,γ(µ,K) = max
p∈T3

{zµ,γ(K− p) + ε(p)},

где zµ,γ(p) – собственное значение оператора hµ,γ(p). Существенный спектр σess(Hµ,γ(K))
оператора Hµ,γ(K), определенного по формуле (1), состоит из объединения двух отрезков

σess(Hµ,γ(K)) = [Emin,γ(K), Emax,γ(K)] ∪ [τmin,γ(µ,K), τmax,γ(µ,K)].

Доказательство аналогичного утверждения приведено в работе [15].
Отрезки [τmin,γ(µ,K), τmax,γ(µ,K)] и [Emin,γ(K), Emax,γ(K)] называют «двухчастичной

ветвью» и «трехчастичной ветвью» существенного спектра Hµ,γ(K) соответственно.
Нас интересует дискретный спектр оператора Hµ,γ(K) при достаточно больших µ > 0

и фиксированном γ > 0 . Из утверждения и структуры существенного спектра следу-
ет (см. [1]), что двухчастичная ветвь [τmin,γ(µ,K), τmax,γ(µ,K)] существенного спектра
сдвигается к +∞ с порядком µ при µ → +∞. Поэтому в дальнейшем предположим,
что z ≥ sup σess(Hµ,γ(K)) = τmax,γ(µ,K).

Отметим, что оператор Hµ,γ(K) не имеет собственных значений ниже Emin,γ(K)
(см. [1], теорема 5).
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Теперь найдем эквивалентное уравнение для собственных функций трехчастичного
оператора Hµ,γ(K), K ∈ T. Для каждого z ∈ (τmax,γ(µ,K),+∞) зададим самосопряжен-
ный оператор Fµ,γ(K, z) по формуле

(Fµ,γ(K, z)ψ)(p) =
−µ√︁

Λµ,γ(K,p, z)

∫︂

T3

ψ(q)dq

(z − EK,γ(p,q))
√︁
Λµ,γ(K,q, z)

, (15)

который определен в подпространстве

D(Fµ,γ(K, z)) =

⎧
⎨
⎩ψ ∈ L2(T3) :

∫︂

T3

ψ(q)dq√︁
Λµ,γ(K,q, z)

= 0

⎫
⎬
⎭ ,

где
Λµ,γ(K,p, z) := ∆µ,γ(K− p, z − ε(p)), (16)

функция ∆µ,γ(k, z) находится по формуле (9).

Лемма 5. Число z ∈ (τmax,γ(µ,K),+∞) является собственным значением операто-
ра Hµ,γ(K) тогда и только тогда, когда число 1 является собственным значением опе-
ратора Fµ,γ(K, z).

Доказательство леммы 5 имеется в работе [1], поэтому мы его не приводим.

Лемма 6. Для любого γ > 0 существует такое µ > 3(1 + γ) , что для любых µ > µγ

функция p → Λµ,γ(K,p) имеет единственную максимальную точку

pmax
µ,γ (K) = (pmax

µ,γ (K), pmax
µ,γ (K), pmax

µ,γ (K)).

При этом имеет место

pmax
µ,γ (K) = π − γ sinK

µ
+O(µ−3), µ→ +∞.

Доказательство. Пусть µ > 3(1 + γ) и zµ,γ(p) > 0 – единственный нуль функ-
ции ∆µ,γ(k, ·). Используя равенство (11), представим функцию τµ,γ(K, p), определенную
по формуле (14), в виде суммы

τµ,γ(K,p) = τ (p)µ,γ(K,p) + τ (r)µ,γ(K,p),

где

τ (p)µ,γ(K,p) =
3∑︂

i=1

τµ,γ(K, pi), (17)

τµ,γ(K, x) =
µ

3
+ (2 + γ) +

1

2µ
(1 + γ2)− cos x+

γ

µ
cos(K − x), x ∈ (−π, π],

а функция τ
(r)
µ,γ(K,p) и все частные производные удовлетворяют неравенству

|τ (r)µ,γ(K,p)| ≤
C

µ3
,

⃓⃓
⃓⃓∂

|α|τ (r)µ,γ(K,p)

∂pα1
1 ∂p

α2
2 ∂p

α3
3

⃓⃓
⃓⃓ ≤ C

µ3
, α = (α1, α2, α3), αi ∈ Z+,

равномерно по K ∈ T, p ∈ T3 , при достаточно больших µ > 0.
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Из равенства (17) следует, что задача об экстремумах функции τ
(p)
µ,γ(K, ·) сводится

к задаче нахождения экстремумов функции τ
(p)
µ,γ(K, ·) одной переменной на T.

Таким образом, если x – критическая точка функции τµ,γ(K, x) , то

d

dx
τµ,γ(K, x) = sinx− γ

µ
sin(x−K) = 0

либо (︃
1− γ

µ
cosK

)︃
sin x+

γ

µ
sinK cos x = 0.

Отсюда получим
sin(x+ θ) = 0, (18)

где θ = θ(K) определяется из равенств

cos θ =
1− γ

µ
cosK

√︂
1 + γ2

λ2 − 2γ
µ
cosK

, sin θ =

γ
µ
sinK

√︂
1 + γ2

µ2 − 2γ
µ
cosK

.

Решение уравнения (18) в (−π, π] имеет вид

x1 = − arcsin
γ sinK

µ
√︂
1 + γ2

µ2 +
2γ
µ
cosK

или
x2 = π − arcsin

γ sinK

µ
√︂
1 + γ2

µ2 +
2γ
µ
cosK

.

Кроме того, верны неравенства

d2τµ,γ(K, x1)

dx2
> 0,

d2τµ,γ(K, x2)

dx2
< 0.

Теперь, используя разложения в ряд Тейлора (1+u)−1/2 и arcsinu в окрестности u = 0 ,
найдем следующую асимптотику для x2 :

x2 = pmax
µ,γ (K) = π − γ sinK

µ
+O(µ−2), µ→ +∞.

Замечание 2. Предельный оператор

lim
z→τmax,γ(µ,K)

Fµ,γ(K, z) = Fµ,γ(K, τmax,γ(µ,K))

является компактным самосопряженным оператором в L2(T3).
Доказательство этого свойства непосредственно вытекает из утверждения леммы 6.

Обозначим через n[λ,A] число собственных значений самосопряженного оператора A,
которые больше λ > 0 . Верно следующее утверждение, называемое принципом Бирма-
на – Швингера [16].

Лемма 7. Пусть µ > µ0(γ) . Тогда для каждого z ∈ (τmax,γ(µ,K),+∞) имеет место
равенство

n[z,Hµ,γ(K)] = n[1,Fµ,γ(K, z)].
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3. О дискретном спектре оператора F (K, z) := Fµ,γ(K, z)

Используя равенство
1

1 + x
= 1− x+

x2

1 + x
(x ̸= −1) и учитывая обозначение (2),

получим

1

z − EK,γ(p,q)
=

1

a(γ, z)

(︃
1− ζ(γ;K,p,q)

a(γ, z)
+

ζ2(γ;K,p,q)

a(γ, z)(z − EK,γ(p,q))

)︃
, (19)

где
a(γ, z) = z − 6− 3γ и ζ(γ;K,p,q) = ξ(p) + ξ(q) + γξ(K− (p+ q)).

Используя равенство (19), представим оператор F (K, z) в виде суммы

F (K, z) = F (p)(K, z) +RF (Kz) (20)

Конечномерный оператор

(F (p)(K, z)ψ)(p) =
µ

a2(γ, z)

∫︂

T3

(︁
ζ(γ;K,p,q)− a(γ, z)

)︁
ψ(q)dq√︁

Λµ,γ(K,p, z)
√︁
Λµ,γ(K,q, z)

назовем «главной частью» оператора F (K, z) , а оператор

(RF (K, z)ψ)(p) = − µ

a2(γ, z)

∫︂

T3

ζ2(γ;K,p,q)ψ(q)dq

(z − EK,γ(p,q))
√︁

Λµ,γ(K,p, z)
√︁
Λµ,γ(K,q, z)

– «остаточной частью» оператора F (K, z) . Докажем, что ∥F (r)(K, z)∥ → 0 при µ→ ∞
(см. лемму 15).

Пусть Φ := Φ(K, z) – одномерное подпространство, натянутое на функцию

φK(p) =

√︁
c(K, z)√︁

Λµ,γ(K,p, z)
,

где c(K, z) – нормирующий множитель, т. е.

1

c(K, z)
=

∫︂

T3

dp

Λµ,γ(K,p, z)
. (21)

Обозначим через Q оператор проектирования на подпространство

D(F (K, z)) = L2(T3)⊖ Φ.

Пусть F
(p)
Q (K, z) = QF (p)(K, z)Q – сужение оператора F (p)(K, z) на подпространство

D(F (K, z)), где
(Qφ)(p) = φ(p)− (φ, φK)φK(p), φ ∈ L2(T3).

После элементарных вычислений получим

(FQ(K, z)ψ)(p) =
µγ

a2(γ, z)
√︁
Λµ,γ(K, z;p)

3∑︂

i=1

∫︂

T3

F (K, z, pi, qi)
ψ(q)dq√︁

Λµ,γ(K,q, z)
,
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F (K, z; pi, qi) =

[︃(︃
C(K, z; pi)C(K, z; qi)− S(K, z; pi)S(K, z; qi)

)︃
cosK+

+

(︃
C(K, z; qi)S(K, z; pi) + C(K, z; pi)S(K, z; qi)

)︃
sinK

]︃
,

C(K, z; pi) = cos pi − c(K, z)

∫︂

T3

cos qidq

Λµ,γ(K,q, z)
, (22)

S(K, z; pi) = sin pi − c(K, z)

∫︂

T3

sin qidq

Λµ,γ(K,q, z)
, i = 1, 2, 3. (23)

Лемма 8. При всех µ > 6(1+γ) и z ∈ (τmax,γ(µ,K),+∞) имеют место соотношения

(zµ,γ(K− p)− 6− 6γ)(z − 12− 6γ)

µ(z − zµ,γ(K− p)− ε(p))
≤ 1

Λµ,γ(K,p, z)
≤ z · zµ,γ(K− p)

µ(z − zµ,γ(K− p)− ε(p))
,

где zµ,γ(p) – собственное значение двухчастичного оператора hµ,γ(p).
Кроме того, верна асимптотика

1

Λµ,γ(p, τmax,γ(µ,K))
=

µ

ε(p)

(︃
1 + O

(︃
1

µ

)︃)︃
, µ→ ∞. (24)

Доказательство. Доказательство этой леммы аналогично доказательству леммы 5.4
работы [14].

Лемма 9. Верны следующие асимптотики при µ→ ∞ :

C(K, τmax,γ(µ,K); pi) = cos pi −
W1

W
+ O

(︃
1

µ

)︃
, S(K, τmax,γ(µ,K); pi) = sin pi + O

(︃
1

µ

)︃
.

Доказательство. Из равенства
∫︂

T3

sin pidp

ε(p)
= 0 и соотношений (21)–(24) непосред-

ственно вытекают искомые равенства.

Лемма 10. Пусть γ > 0. При µ→ ∞ выполняется равенство

F
(p)
Q
(︁
K, τmax,γ(µ,K),p,q

)︁
= γB(K,p,q)

(︃
1 + O

(︃
1

µ

)︃)︃

равномерно по K ∈ T, p,q ∈ T3, где через F (p)
Q (K, z,p,q) обозначено ядро интегрального

оператора F
(p)
Q (K, z), а функция B(K,p,q) определена по формуле (3).

Доказательство. По формуле (10) для любого K ∈ T имеет место

a(γ, τmax,γ(µ,K)) = µ− 3 + O
(︃
1

µ

)︃
(25)

при µ→ ∞. Для удобства обозначим

B(K, pi, qi) =

(︃
C(pi)C(qi)− sin pi sin qi

)︃
cosK +

(︃
C(qi) sin pi + C(pi) sin qi

)︃
sinK.
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Из леммы 8, равенств (16) и (25) при µ→ +∞ получим

F
(p)
Q (K, τmax,γ(µ,K), p, q) =

=
µ2γ

(︃
µ− 3 + O

(︃
1

µ

)︃)︃2

3∑︂

i=1

(︃
B(K, pi, qi) + O

(︃
1

µ

)︃)︃

√︁
ε(p)

√︁
ε(q)

(︃
1 + O

(︃
1

µ

)︃)︃
=

= γB(K,p,q)

(︃
1 + O

(︃
1

µ

)︃)︃
.

Обозначим через L2,s(T3) ⊂ L2(T3) подпространство симметричных функций относи-
тельно перестановки любых двух переменных, т. е.

L2,s(T3) =

{︃
g ∈ L2(T3) : g(p1, p2, p3) = g(p2, p1, p3) = g(p3, p2, p1) = g(p1, p3, p2)

}︃
,

а через L2,as(T3) – подпространство антисимметричных функций относительно замены
второго и третьего аргументов, т. е.

L2,as(T3) =

{︃
g ∈ L2(T3) : g(p1, p2, p3) = −g(p1, p3, p2)

}︃
.

Обозначим через L2,⊥ (T3) ортогональное дополнение пространства L2,s(T3)⊕ L2,as(T3).

Лемма 11. Подпространства L2,s(T3) , L2,as(T3) и L2,⊥ (T3) инвариантны относи-
тельно операторов B(K), F (p)(K, z) и F (K, z).

Доказательство. Доказательство леммы тривиально.

Обозначим через P s оператор проектирования L2(T3) на L2,s(T3), т. е.
(︁
P sg

)︁
(p) =

1

6

[︃
g(p1, p2, p3) + g(p2, p1, p3) + g(p3, p1, p2)+

+g(p1, p3, p2) + g(p2, p3, p1) + g(p3, p2, p1)

]︃
.

Сужение Bs(K) = P sB(K)P s оператора B(K) на подпространство L2,s(T3) является
оператором ранга два и действует по формуле

(Bs(K)ψ)(p) =

∫︂

T3

[︃(︃
λ+s (0)C(p)C(q)− λ+s (π)S(p)S(q)

)︃
cosK+

+
√︁
λ+s (0)λ

+
s (π)

(︃
S(p)C(q) + C(p)S(q)

)︃
sinK

]︃
ψ(q)dq,

где нормированные функции C и S ортогональны и определены по формулам

C(p) =
1√︁

3λ+s (0)

1√︁
ε(p)

3∑︂

i=1

C(pi), S(p) =
1√︁

3λ+s (π)

1√︁
ε(p)

3∑︂

i=1

sin pi,

а C(pi) – по формуле (4).
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Лемма 12. Оператор Bs(K) имеет два ненулевых собственных значения

λ+s (K) =
1

2

[︃
(λ+s (0)− λ+s (π)) cosK +

√︁
(λ+s (0)− λ+s (π))

2 cos2K + 4λ+s (0)λ
+
s (π)

]︃
> 0, (26)

λ−s (K) =
1

2

[︃
(λ+s (0)− λ+s (π)) cosK −

√︁
(λ+s (0)− λ+s (π))

2 cos2K + 4λ+s (0)λ
+
s (π)

]︃
< 0, (27)

где λ+s (π) и λ+s (0) определены по формулам (5) и (6).

Доказательство. Пусть уравнение

(Bs(K)g) (p) = λψ(p) (28)

имеет ненулевое решение ψ ∈ L2,s(T3). Введем обозначения

α1 =

∫︂

T3

C(q)g(q)dq, (29)

α2 =

∫︂

T3

S(q)g(q)dq. (30)

Используя их, перепишем уравнение (28) в виде

g(p) =
1

λ

[︃
(λ+s (0)C(p) cosK +

√︁
λ+s (π)λ

+
s (0)S(p) sinK)α1+

+(
√︁
λ+s (0)λ

+
s (π)C(p) sinK − λ+s (π)S(p) cosK)α2

]︃
.

(31)

Подставляя (31) в (29) и (30) и учитывая обозначения (5)–(7), получим систему уравнений
{︄(︁

λ− λ+s (0) cosK
)︁
α1 − (

√︁
λ+s (π)λ

+
s (0) sinK)α2 = 0,

− (
√︁
λ+s (π)λ

+
s (0) sinK)α1 +

(︁
λ+ λ+s (π) cosK

)︁
α2 = 0.

(32)

Решая квадратное уравнение относительно λ, найдем его решения, которые имеют вид
(26) и (27).

Найдем вид собственной функции, соответствующей положительному собственному
значению λ+s (K). Из первого уравнения системы (32) получим

α2 =
(λ+s (K)− λ+s (0) cosK)α1√︁

λ+s (0)λ
+
s (π) sinK

, K ̸= 0, π.

Полагая α1 =
√︁
λ+s (0)λ

+
s (π) sinK, имеем

α2 = λ+s (K)− λ+s (0) cosK.

Используя эти равенства, из (29) найдем явный вид элемента из пространства собственных
функций:

gsK(p) =
√︁
λ+s (0)λ

+
s (K)C(p) sinK +

(︁
λ+s (0)− λ+s (K) cosK

)︁√︁
λ+s (π)S(p), K ̸= 0.
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Отсюда следует, что нормированная собственная функция имеет вид

ψs
K(p) =

√︁
λ+s (0)λ

+
s (K) sinK

as(K)
C(p) +

(︁
λ+s (0)− λ+s (K) cosK

)︁√︁
λ+s (π)

as(K)
S(p),

где
as(K) =

√︁
λ+s (0)(λ

+
s (K) sinK)2 + λ+s (π)(λ

+
s (0)− λ+s (K) cosK)2.

В случае K = π собственная функция выражается как

ψs
π(p) = S(p) =

1√︁
3λ+s (π)

sin p1 + sin p2 + sin p3√︁
ε(p)

.

При K = 0 собственную функцию определим как предел

lim
K→0

ψs
K(p) = ψs

0(p) = C(p) =
1√︁

3λ+s (0)

cos p1 + cos p2 + cos p3 − 3W1

W√︁
ε(p)

.

Пусть P as
23 – оператор проектирования L2(T3) на подпространство L2,as(T3) :

(︁
P as
23ψ
)︁
(p) =

1

2

[︃
ψ(p1, p2, p3)− ψ(p1, p3, p2)

]︃
.

Обозначим через Bas(K) = P as
23B(K)P as

23 сужение оператора B(K) на подпростран-
ство L2,as(T3). Проведя нужные вычисления, получим

(Bas(K)ψ)(p) =

∫︂

T3

[︃(︁
λ+as(0)C

as
2,3(p)C

as
2,3(q)− λ+as(π)S

as
2,3(p)S

as
2,3(q)

)︁
cosK+

√︁
λ+as(0)λ

+
as(π)

(︁
Sas
2,3(p)C

as
2,3(q) +Cas

2,3(p)S
as
2,3(q)

)︁
sinK

]︃
ψ(q)d(q),

где нормированные функции Cas
23 и Sas

23 ортогональны и определены формулами

Cas
23(p) =

1√︁
2λ+as(0)

cos p2 − cos p3√︁
ε(p)

, Sas
23(p) =

1√︁
2λ+as(π)

sin p2 − sin p3√︁
ε(p)

.

Лемма 13. Оператор Bas(K) имеет два ненулевых собственных значения

λ+as(K) =
1

2

[︃
(λ+as(0)− λ+as(π)) cosK +

√︁
(λ+as(0)− λ+as(π))

2 cos2K + 4λ+as(0)λ
+
as(π)

]︃
> 0,

λ−as(K) =
1

2

[︃
(λ+as(0)− λ+as(π)) cosK −

√︁
(λ+as(0)− λ+as(π))

2 cos2K + 4λ+as(0)λ
+
as(π)

]︃
< 0,

где λ+as(π) и λ+as(0) определены формулами (5) и (7).

Доказательство. Доказательство леммы аналогично доказательству леммы 12.
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Нормированная собственная функция, соответствующая положительному собственно-
му значению λ+as(K), имеет вид

ψas
K (p) =

√︁
λ+as(0)λ

+
as(K) sinK

aas(K)
Cas

23(p) +

(︁
λ+as(0)− λ+as(K) cosK

)︁√︁
λ+as(π)

aas(K)
Sas
23(p), K ̸= 0,

где aas(K) – нормирующий множитель, т. е.

aas(K) =
√︁
λ+as(0)(λ

+
as(K) sinK)2 + λ+as(π)(λ

+
as(0)− λ+as(K) cosK)2.

В случае K = π собственная функция выражается как

ψas
π (p) = Sas

23(p) =
1√︁

2λ+as(π)

sin p2 − sin p3√︁
ε(p)

.

При K = 0 собственную функцию определим как предел

lim
K→0

ψas
K (p) = ψas

0 (p) = Cas
23(p) =

1√︁
2λ+as(0)

cos p2 − cos p3√︁
ε(p)

.

Полагая P⊥ = I − P s
123 − P as

23 , из равенства B⊥(K) = P⊥B(K)P⊥ определим сужение
B(K) на L2,⊥ :

(B⊥(K)ψ)(p) =

∫︂

T3

[︃(︁
λ+as(0)C

s
2,3(p)C

s
2,3(q)− λ+as(π)S

s
2,3(p)S

s
2,3(q)

)︁
cosK+

+
√︁
λ+as(0)λ

+
as(π)

(︁
Ss
2,3(p)C

s
2,3(q) +Cs

2,3(p)S
s
2,3(q)

)︁
sinK

]︃
ψ(q)d(q),

где нормированные функции Cs
23 и Ss

23 ортогональны и определяются по формулам

Cs
23(p) =

1√︁
6λ+as(0)

2 cos p1 − cos p2 − cos p3√︁
ε(p)

, Ss
23(p) =

1√︁
6λ+as(π)

2 sin p1 − sin p2 − sin p3√︁
ε(p)

.

Лемма 14. Операторы Bas(K) и B⊥(K) унитарно эквивалентны.

Доказательство. Унитарность операторов осуществляется с помощью унитарного
оператора U : L2,as(T3) → L2,⊥(T3), и

U

(︃
Cas

23(p)

Sas
23(p)

)︃
=

(︃
Cs

23(p)

Ss
23(p)

)︃
.

Замечание 3. Собственные значения операторов Bas(K) и B⊥(K) совпадают.
Собственная функция оператора B⊥(K), соответствующая собственному значению
λ+⊥(K) = λ+as(K), имеет вид

ψ⊥
K(p) = (Uψas

K )(p) =

√︁
λ+as(0)λ

+
as(K) sinK

aas(K)
Cs

23(p) +

(︁
λ+as(0)− λ+as(K) cosK

)︁√︁
λ+as(π)

aas(K)
Ss
23(p).
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Лемма 15. Пусть γ > 0 . Тогда существует такое µγ > 0 , что для любого µ > µγ

верна оценка

∥RF (z)∥ ≤ C

µ
,

которая выполняется равномерно по z ≥ τmax,γ(µ,K) , K ∈ T, где C – положительная
константа, зависящая только от γ .

Доказательство аналогично доказательству леммы 5.5 из работы [14].

Доказательство теоремы 1. (а) Пусть γ ∈ (0, γs(K)). Из равенства (20) и утверж-
дения леммы 15 следует, что существует такое µ0(γ,K) > 0 , что для всех µ > µ0(γ,K)
операторы F (K, z) и F (p)(K, z) имеют одинаковое число собственных значений,
больших 1 :

n [1, F (K, z)] = n
[︁
1, F (p)(K, z)

]︁
.

Число собственных значений оператора F (p)(K, z) , больших 1 , равно числу собственных
значений оператора F

(p)
Q (K, z) = QF (p)(K, z)Q, больших 1.

По лемме 10 числа собственных значений, больших 1, операторов F
(p)
Q (K, τmax,γ(µ,K))

и γB(K) совпадают при µ > µ0(γ,K). Из утверждений лемм 12–14 можно заключить,
что оператор γB(K) имеет три положительных собственных значения с учетом кратности:
γλ+s (K), γλ+as(K) = γλ+⊥(K). Так как γ ∈ (0, γs(K)), то выполнены неравенства

γλ+s (K) < 1, γλ+as(K) < 1,

и по лемме 7 оператор Hµ,γ(K) не имеет собственных значений z > τmax,γ(µ,K) при
µ > µ0(γ,K) .

Аналогично могут быть доказаны утверждения (b) и (c).
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