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Аннотация

Предложен метод расчета закона распределения дискретной случайной величины (ДСВ)
при использовании d -арного дерева. Количество n листьев дерева определяется по количе-
ству элементов закона ДСВ, а количество остальных его вершин отражает генераторы ДСВ
с законом, включающим d элементов (далее – d -ГДСВ). Варьирование закона распределения
ДСВ через обнуление одного из его элементов сводится к пересчету законов d -ГДСВ, количество
которых растет логарифмически в зависимости от значения n .
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Abstract

A method was proposed for calculating the probability distribution of a discrete random variable
(DRV) using a d -ary tree. The tree has n leaves, which is equivalent to the number of elements in
the DRV probability distribution, and the remaining vertices represent the DRV generators with the
probability distribution including d elements (d -DRV). Variation in the DRV probability distribution
by zeroing one of its elements reduces to the recalculation of the d -DRV probability distributions, the
number of which increases logarithmically with respect to the value of n .
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Введение
Методы, алгоритмы, аппаратно-программные средства для реализации генераторов

дискретной случайной величины (ГДСВ) представлены в большом числе публикаций,
в том числе в ряде монографий [1–20], содержащих обзоры результатов по задаче син-
теза ГДСВ и отражающих решения широкого круга задач на основе разнообразных веро-
ятностных моделей статистического моделирования и теории вероятностных автоматов,
в частности, на основе урновых моделей случайного выбора без возвращения [21], вероят-
ностных автоматов с переменной структурой [22], эйлеровых стохастических матриц [23],
вероятностной модели решения задачи коммивояжера [24–26] и др. (см. также [18,19,27]).
Особенностью отмеченных моделей является необходимость изменять закон вероятност-
ного распределения дискретной случайной величины (ДСВ) в применяемой модели ГДСВ
после получения очередного значения случайной величины, т. е. производить пересчет за-
кона с сохранением стохастичности. Для решения этой задачи получил развитие подход
(применяемый и в моделях, отмеченных выше), основанный на алгоритме [5, 22] поэле-
ментного последовательного изменения закона ДСВ. При применении названного метода
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пересчет закона ДСВ в режиме реального времени с большим количеством элементов n
является достаточно трудоемкой задачей [28]. В связи с этим актуальной задачей является
уменьшение временной сложности алгоритма пересчета закона ДСВ.

Цель работы – представить модель ГДСВ и метод пересчета закона распределения
ДСВ на основе предлагаемой модели, позволяющие уменьшить время пересчета закона
с применением возможности распараллеливания процесса пересчета.

1. Постановка задачи
Закон распределения ДСВ задан в виде

(x1, p1) , (x2, p2) , . . . , (xn, pn) , (1)

где ДСВ (далее обозначаемая как X ) принимает значение xi c вероятностью pi , i = 1, n ,
n∑︁

i=1

pi = 1 , |X| = n .

Пусть в применяемой модели ГДСВ после получения очередного значения случай-
ной величины xz в (1) происходит обнуление вероятности pz , z ∈ [1, n] , и длина l по-
следовательности значений ДСВ, формируемых на выходе модели, может быть задана
в пределах 1 ≤ l ≤ n.

В соответствии с [28] введем следующие определения для d -арного дерева T , упоря-
доченного слева направо.

Определение 1. Для дерева T , имеющего n листьев, существует множество NL
узлов, не являющихся листьями, мощности |NL| = a =

]︁ (n−1)
(d−1)

[︁
.

Определение 2. Для каждого узла vk ∈ NL , k = 1, a , дерева T существует ровно d
смежных потомков, которые обозначим wj , j = 1, d .

Каждому из листьев li дерева T поставим в однозначное соответствие элементы xi и pi
закона (1) для X , i = 1, n . Каждому из узлов vk ∈ NL , k = 1, a , поставим в соответствие
генератор ДСВ на d элементов каждый (d -ГДСВ), d < n , с заданным законом распределе-
ния. Тогда предложенную модель ГДСВ можно рассматривать как систему параллельно
функционирующих d-ГДСВ, d < n . Определим порядок задания законов для каждого
из d -ГДСВ в соответствии с (1).

Обозначим через M (j)
k множество листьев, которые являются потомками узлов vk и wj .

При этом узел vk является смежным узлом-предком для wj . Множество листьев, яв-
ляющихся потомками узла vk , обозначим Mk . При этом мощность этого множества

|Mk| =
d∑︁

j=1

⃓⃓
M

(j)
k

⃓⃓
. Согласно определению дерева T множества M

(j)
k являются непересе-

кающимися для заданных значений k = 1, a и j = 1, d .

Замечание 1. Корневой узел (корень) дерева T обозначим v1 ; согласно определе-
нию 1 |M1| = n .

Введем следующие определения.

Определение 3. Величина sk =
∑︁

i:li∈Mk

pi есть сумма вероятностей, соответствующих

листьям, являющимся потомками узла vk дерева T ; для корня дерева T значение s0 = 1 .
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Определение 4. Величина s
(j)
k =

∑︁
i:li∈M(j)

k

pi есть сумма вероятностей, соответствую-

щих листьям, являющимся потомками узлов vk и wj дерева T .

С использованием представленных определений может быть доказана

Теорема. Для d-ГДСВ закон распределения {pkj} ,
d∑︁

i=1

pkj = 1 , которому соответ-

ствует узел vk дерева T , определен по формуле

pkj = s
(j)
k /sk. (2)

Пусть для закона (1) распределения величины X обнуляется вероятность pz генериро-
вания произвольного элемента xz . Этому элементу соответствует лист lz дерева T . От ли-
ста lz к корню T ведет единственный путь через множество узлов, которое обозначим Bz ,
|Bz| = h . Величина h есть длина пути от корня дерева T к листу lz , определенному
на основании вычисления значений d -ГДСВ в соответствии с (2), ] logd n[−1 ≤ h ≤] logd n[ .
На основе определений 3 и 4 из теоремы вытекает следующее

Следствие. Для d-ГДСВ закон распределения {p‘kj} ,
d∑︁

i=1

p‘kj = 1 , которому соот-

ветствуют узел vk и смежный узел-потомок wt дерева T , vk, wt ∈ Bz , варьируется
при обнулении значения pz в соответствии с (2) :

p‘kt =
(s

(t)
k − pz)

(sk − pz)
; и если j ̸= t, то p‘kj =

s
(j)
k

(sk − pz)
. (3)

Замечание 2. Если после обнуления вероятности генерирования элемента xz зако-
на (1) для узла vk величина sk − pz = 0 , то d -ГДСВ, соответствующий узлу vk , больше
не требуется для вычисления закона распределения величины X с обнуленным элемен-
том pz , так как вероятность генерирования каждого из значений X , соответствующих
листьям-потомкам узла vk , будет равна нулю.

Определим закон ДСВ вида (1), (xi, qi) ,
n∑︁

i=1

qi = 1 , l = 1 , после обнуления значения pz ,

т. е. обновленный закон ДСВ при заданном l = 1 . Обозначим через Bi , |Bi| = h , множе-
ство узлов, через которое ведет единственный путь от листа li к корню T . Тогда

qi =
∏︂

p‘kt, (4)

где p‘kt определена согласно (3), wt – смежный узел-потомок vk , wt, vk ∈ Bi , i = 1, n .

Замечание 3. Формула (4) применима к элементам закона (1) для qi ̸= 0 ; обнуление
элементов qi , i = 1, n , допустимо проводить при условии, что в обновленном законе ДСВ
вида (1) Q(qi ̸= 0) ≥ 3 .

Рассмотрим метод варьирования закона X вида (1) при обнулении вероятности гене-
рирования одного из его элементов (далее – Метод).
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2. Описание этапов Метода
Метод варьирования закона X вида (1) при обнулении вероятности генерирования за-

данного элемента xz , который обоснован теоремой и следствием из нее, включает шесть
этапов (см. ниже). Этапы 1–3 носят подготовительный характер: определяются дерево T
и множества NL , |NL| = a d -ГДСВ, задается величина l = 1 . На этапах 4–6 выполняется
варьирование закона для подмножества d -ГДСВ Bz , |Bz| = h , в соответствии с обнуляе-
мой вероятностью pz появления значения xz .

Этап 1. На основе (1) задаем дерево T с множеством узлов-листьев M1 , |M1| = n ,
и множеством узлов NL , a = |NL| =

]︁ (n−1)
d−1

[︁
, не являющихся листьями.

Этап 2. Для каждого из узлов vk , vk ∈ NL , задаем множества Mk , а для vk – d его
смежных потомков (СмП) wj ; далее задаем множества M

(j)
k как непересекающиеся под-

множества Mk , k = 1, a , j = 1, d .
Этап 3. Для каждого из узлов vk ∈ NL задаем закон распределения d -ГДСВ – {pkj} ,

d∑︁
i=1

pkj = 1 , – в соответствии с (2).

Этап 4. Определяем элемент xz , вероятность pz появления которого обнуляется, и со-
ответствующий ему лист lz .

Этап 5. Определяем элементы множества Bz .
Этап 6. Для каждого из узлов vk , k = 1, a , и wt ∈ Bz , задаем новый закон распреде-

ления d -ГДСВ – {p‘kj} ,
d∑︁

i=1

p‘kj = 1 , j = 1, d , – в соответствии с (3).

Отметим, что после выполнения этапа 3 генерирование X в соответствии с законом (1)
сводится к генерированию a значений d -ГДСВ в соответствии с (2), h из которых опре-
деляют, какое именно значение X будет сгенерировано.

Пример. Пусть задан закон распределения величины X в виде
(︁
x1,

3
48

)︁
,
(︁
x2,

2
48

)︁
,

(︁
x3,

7
48

)︁
,
(︁
x4,

2
48

)︁
,
(︁
x5,

8
48

)︁
,
(︁
x6,

5
48

)︁
,
(︁
x7,

9
48

)︁
,
(︁
x8,

1
48

)︁
,
(︁
x9,

4
48

)︁
,
(︁
x10,

3
48

)︁
,
(︁
x11,

2
48

)︁
,
(︁
x12,

2
48

)︁
,

т. е. n = 12 . Примем d = 3 . Выполним этапы 1–3 предложенного Метода.
Этап 1. Определим дерево T , для которого |M1| = 12 и a = |NL| = 3 .
Этап 2. Определим множества листьев, являющихся потомками для каждого из уз-

лов NL . Для корневого узла v1 дерева T потомками являются все листья из множества
M1 = {x1 . . . x12} ; потомками для СмП узла v1 , т. е. для узлов v2 и v3 , являются листья
из соответствующих множеств M

(2)
1 = {x1 . . . x9} и M

(3)
1 = {x10 x11 x12} . При этом

M
(4)
1 = {∅} – пустое множество. Потомками v2 являются листья из множества

M2 = {x1 . . . x9} , а потомками для СмП узла v2 , т. е. для узлов v5 , v6 и v7 , – листья
из соответствующих множеств M

(5)
2 = {x1 x2 x3} , M (6)

2 = {x4 x5 x6} и M
(7)
2 = {x7 x8 x9} .

СмП узла v3 являются листья из множества M3 = {x10 x11 x12} . СмП узлов v5 , v6 и v7
являются листья из множеств M5 = {x1 x2 x3} , M6 = {x4 x5 x6} и M7 = {x7 x8 x9} соот-
ветственно.

Этап 3. Для корневого узла v1 дерева T имеем

s1 = 1, s
(2)
1 =

∑︂

i:li∈M(2)
1

pi =
41

48
, s

(3)
1 =

∑︂

i:li∈M(3)
1

pi =
7

48
, s

(4)
1 = 0,
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т. е. закон для 3-ГДСВ определен в соответствии с (2) как
{︁

41
48

7
48 0

}︁
; для узла v2 получим

s2 =
41

48
, s

(5)
2 =

12

48
, s

(6)
2 =

15

48
, s

(7)
2 =

14

48
,

закон для 3-ГДСВ определим в соответствии с (2) как
{︁

12
48

15
48

14
48

}︁
; для узла v3 имеем

s3 = 7
48 , его СмП являются листьями, закон для 3-ГДСВ определим в соответствии с (2)

как
{︁

3
7

2
7

2
7

}︁
; узел v4 пустой; для узла v5 имеем s5 = 12

41 , его СмП являются листами,

закон для 3-ГДСВ в соответствии с (2) определим как
{︁

3
12

2
12

7
12

}︁
; для узла v6 найдем

s6 = 15
41 , его СмП являются листьями, закон для 3-ГДСВ определим в соответствии с (2)

как
{︁

2
15

8
15

5
15

}︁
; для узла v7 найдем s6 = 14

41 , его СмП являются листьями, закон для

3-ГДСВ определим в соответствии с (2) как
{︁

9
14

1
14

4
14

}︁
.

Этап 4. Пусть требуется обнулить вероятность p3 =
7
48 появления элемента x3 ,

т. е. z = 3 ; ему соответствует лист l3 T .
Этап 5. Множеству Bz принадлежат узлы v1 , v2 и v5 .
Этап 6. Согласно (3) новый закон распределения для 3-ГДСВ, соответствующего v1,

имеет вид
{︁

34
41

7
41 0

}︁
, т. к. новые значения

s1 = 1− p3 =
41

48
, s

(2)
1 =

∑︂

i:li∈M(2)
1

pi =
34

41
, s

(3)
1 =

∑︂

i:li∈M(3)
1

pi =
7

41
;

новый закон для 3-ГДСВ, соответствующего v2 для новых значений s2 = 41
48 −p3 = 34

48 ,

s
(5)
2 = 5

34 , s(6)2 = 15
34 , s(7)2 = 14

34 , определен в соответствии с (2) как
{︁

5
34

15
34

14
34

}︁
; новый

закон для 3-ГДСВ, соответствующего v5 для новых значений s5 =
12
48 −p3 = 5

48 , определим

в соответствии с (2) как
{︁

3
5

2
5 0
}︁

.
Определим обновленный закон для ДСВ вида (1). По определению q3 = 0 . Согласно (4)

вычислим значения

q1 =
3

5
· 5

34
· 34
41

=
3

41
, q2 =

2

5
· 5

34
· 34
41

=
2

41
, q4 =

2

15
· 15
34

· 34
41

=
2

41
,

q5 =
8

15
· 15
34

· 34
41

=
8

41
, q6 =

5

15
· 15
34

· 34
41

=
5

41
, q7 =

9

14
· 14
34

· 34
41

=
9

41
,

q8 =
1

14
· 14
34

· 34
41

=
1

41
, q9 =

4

14
· 14
34

· 34
41

=
4

41
, q10 =

3

7
· 7

41
=

2

41
,

q11 =
2

7
· 7

41
=

2

41
, q12 =

2

7
· 7

41
=

2

41
.

3. Анализ сложности Метода
Оценим сложность генерирования ДСВ вида (1) после выполнения этапов 1–3 предло-

женного Метода. Альтернативный способ реализации генератора ДСВ, имеющего n раз-
личных значений, состоит в выполнении (n − 1) операций сравнения. Они реализуются
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при использовании C компараторов, 1 ≤ C ≤ (n − 1) , за время tA =
]︁ (n−1)

C

[︁
, тогда как

обнуление вероятности pz появления величины xz потребует пересчета (n−2) значений ве-
роятностей pi , i = 1, z − 1, z + 1, n , в векторе вида (1). Эта величина имеет порядок O(n) .

Для предложенного Метода после выполнения этапов 1–3 требуется реализовать опера-
ции сравнения либо последовательно, либо параллельно. В первом случае для h d -ГДСВ,
соответствующих пути через узлы дерева T от корня до листа, последовательно выпол-
ним по (d − 1) операций сравнения h раз, всего h(d − 1) операций. Во втором случае
параллельно реализуем (d − 1) операций сравнения a раз, a =

]︁ (n−1)
d−1

[︁
. Это требует при-

мерно (n − 1) операций сравнения, как и в альтернативном способе, при использовании
C компараторов, 1 ≤ C ≤ (n− 1) , за время, равное

t1 =

]︄
(d− 1)

]︁
n−1
d−1

[︁

C

[︄
.

На этапах 3–6 требуется пересчет законов распределения для h d-ГДСВ, т. е. для
(d − 2) значений вероятностей h раз, ] logd n[−1 ≤ h ≤ ] logd n[ . Путь из корня дерева T
в лист lz при обнулении величины pz известен, поэтому пересчет (d− 2)h значений реа-
лизуем параллельно. Данная величина имеет порядок O(logd n) .

В результате получим, что времена генерирования ДСВ X предложенным (t1) и аль-
тернативным (tA) методами практически не отличаются.

Пересчет закона распределения ДСВ X при обнулении одного из его элементов при ис-
пользовании этапов 4–6 предложенного Метода сводится к пересчету значений элементов
h d-ГДСВ, количество которых имеет порядок O(logd n) , если не требуется отображать
обновленный закон ДСВ (1) в явном виде, в то время как альтернативный метод требует
пересчета порядка O(n) элементов.

Заключение
Решена задача снижения сложности пересчета закона ДСВ, имеющей n значений. Суть

метода в том, что генератор ДСВ представим системой из a =
]︁ (n−1)

d−1

[︁
d -ГДСВ. При обну-

лении вероятности появления одного из заданных значений ДСВ, xz , требуется выполнить
пересчет законов для h , ] logd n[−1 ≤ h ≤ ] logd n[ , d -ГДСВ. Как на этапах представления
ДСВ в виде d -арного дерева, так и на этапах пересчета закона ДСВ процесс получения
законов для d-ГДСВ может быть выполнен параллельно. Это открывает возможности
для распределенной реализации этапов Метода на многопроцессорных вычислительных
системах.

Наличие большого количества всевозможных значений n ДСВ при фиксированном
значении d позволяет уменьшить порядок количества пересчитываемых элементов с O(n)
до O(logd n) при условии, что не требуется отображать обновленный закон ДСВ в яв-
ном виде.

Предложенные модель и метод применимы при решении задач, требующих пересче-
та закона распределения ДСВ без его отображения в явном виде в режиме реального
времени, таких как генерирование сложных цепей Маркова [27], решение задачи комми-
вояжера [24] и т. п.
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