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Аннотация

Исследованы динамика регулярного и стохастических кластеров, состоящих из шестнадцати
воздушных пузырьков, в воде около плоской жесткой стенки и силовое воздействие на эту стенку
в комнатных условиях. Изначально в регулярном кластере центры одинаковых сферических пу-
зырьков расположены в узлах плоской квадратной сетки, параллельной стенке. Стохастические
кластеры образуются из регулярного внесением случайных начальных отклонений в положения
пузырьков либо в их размеры. Давление воды изменяется по гармоническому закону. Исполь-
зована дискретная модель совместной динамики пузырьков, в которой наряду с радиальными
пульсациями пузырьков допускаются их перемещения и деформации, но не допускается их раз-
рушение. Поэтому исследования проводятся лишь до тех пор, пока какой-либо пузырек кла-
стера не разрушится. Изучены динамика пузырьков и их воздействие на стенку в зависимости
от амплитуды колебаний давления воды, удаленности пузырьков от стенки, расстояния между
пузырьками, диапазона случайной неоднородности начальных размеров пузырьков и случайной
нерегулярности их начальных положений. Показано, что изменение величины и конфигурации
поля давления на стенке во многом определяется несинхронной динамикой пузырьков. По мере
уменьшения амплитуды колебаний окружающего давления, увеличения удаленности пузырьков
от стенки и расстояния между пузырьками максимум давления на стенке монотонно понижается.
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Abstract
The dynamics of regular and stochastic clusters consisting of 16 air bubbles in water near a flat

rigid wall under room conditions, as well as with the action they exert on it, was investigated. In the
regular cluster, the centers of the equal spherical bubbles were initially located at the nodes of a flat
quadratic mesh parallel to the wall. The stochastic clusters were produced from the regular one by
the random change in the position or size of the bubbles. The water pressure varied harmonically.
The study used a discrete model of the joint bubble dynamics, in which the bubbles are allowed to
undergo radial oscillations, translation, and deformations, but not destruction, and proceeded until
the destruction began. The dynamics of the bubbles and their action on the wall were analyzed with
respect to the amplitude of water pressure oscillations, the distance between the bubbles and the
wall, the spacing of the bubbles, the random non-uniformity of the initial size of the bubbles, and the
random non-regularity of the initial positions of the bubbles. The pressure on the wall was found to
be largely determined by the asynchronous dynamics of the bubbles. Its maximum value was reduced
monotonically with a decrease in the amplitude of water pressure oscillations and an increase in the
distance between the bubbles and the wall and the spacing of the bubbles.
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Введение
К настоящему времени большинство исследований динамики пузырьков около твер-

дых тел и силового воздействия на них посвящено одиночным пузырькам. В частности,
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в случае одиночных пузырьков изучалось влияние таких факторов, как начальная фор-
ма коллапсирующего пузырька [1, 2], форма пузырька в ходе коллапса [3], расстояние
до поверхности тела [4, 5], присутствие других пузырьков [6, 7], наличие акустического
воздействия на пузырек [8, 9], искривленность поверхности тела в виде выпуклого сфе-
рического сектора [10, 11], неровности поверхности тела в виде локальной выпуклости
или вогнутости [12,13].

Анализ литературы показывает, что исследование динамики кластеров около твер-
дых тел преимущественно проводится с применением прямого численного моделирова-
ния (DNS). В частности, в работе [14] для метода DNS представлены результаты расче-
та однократного коллапса крайне большого (пятнадцать тысяч) числа пузырьков вблизи
плоской стенки и воздействия на нее. В работе [15] исследована динамика роста и коллапса
кластера, состоящего из относительно небольшого (пятьдесят) числа пузырьков.

В работе [16] изучен коллапс около твердой стенки кластера из двадцати семи ка-
витационных пузырьков, равномерно распределенных в кубической области. Межфазная
граница построена методом объемов VOF (Volume Of Fluid). Следует отметить, что в ме-
тоде VOF предполагается, что контактирующие среды остаются несмешанными, а граница
их раздела является непрерывной. Жидкость считалась сжимаемой, а плотность и дав-
ление в пузырьках – постоянными. Варьировались расстояние между пузырьками и уда-
ленность от стенки. Основное внимание было уделено определению импульсного давления
на стенке и деформации пузырьков.

В работе [17] представлены результаты исследования коллапса кластера, состояще-
го из ста пятидесяти сферических паровых пузырьков, с особым вниманием на ударные
нагрузки стенки, потенциально вызывающие эрозию. Давление жидкости 10 MPa. Учи-
тывалась сжимаемость жидкости, применялся консервативный конечно-объемный метод.
Исследуемые кластеры различались начальным объемным содержанием пара, расстояни-
ем до стенки и начальным радиусом пузырьков.

Работа [18] посвящена численному исследованию коллапса изначально сферических
одиночных пузырьков и кластера, состоящего из восьми пузырьков. Пузырьки заполнены
паром. Основное внимание направлено на превращение различных форм энергии. Паро-
жидкостные границы определены методом VOF.

В работе [19] изучен процесс коллапса кластера паровых пузырьков в окрестности
стенки. Для описания поверхностей пузырьков также применялся метод VOF. Учиты-
валось влияние вязкости и сжимаемости жидкости, а также поверхностного натяжения.
Рассмотрены колоноподобные кластеры и кубический кластер, состоящий из шестидесяти
четырех пузырьков.

Наряду с DNS иногда применяют модели механики сплошной среды (МСС), метод гра-
ничных элементов (МГЭ) и дискретные модели (particle-модели). Так, в работе [20] при-
ведены результаты численного исследования динамики сферического кластера пузырьков
около стенки при акустическом возбуждении с применением эйлерово-лагранжевой моде-
ли двухфазной сплошной среды. Изначально кластер имеет сферическую форму. Изучено
влияние амплитуды и частоты возбуждения, размеров кластера и его пузырьков, газосо-
держания кластера, начальной удаленности кластера от стенки.

В работе [6] экспериментально и численно с помощью МГЭ изучена динамика двух ка-
витационных пузырьков возле плоской твердой границы. Пузырьки образуются лазерны-
ми импульсами в осесимметричной конфигурации, когда центры пузырьков расположены
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на нормали к этой границе. Варьируется расстояние между пузырьками и их удаленность
от стенки.

В работе [7] с применением МГЭ изучена динамика двух пузырьков, образующихся
в результате расщепления паровой полости, возникающей в жидком диэлектрике меж-
ду электродом и образцом при электроискровой обработке образца. Проанализированы
изменение давления в пузырьках, их деформации и перемещения, изменение их объема
в зависимости от места образования полости между поверхностями электрода и образца,
которые считаются плоскими.

В работе [21] предложен один из вариантов дискретных (particle) моделей, в котором
пузырьки считаются сферическими, учтены их пространственное перемещение и времен-
ная задержка в их взаимодействии. Приведены примеры применения этой модели для опи-
сания динамики одиночных пузырьков и пузырьковых кластеров в неограниченном объ-
еме жидкости, в окрестности свободной поверхности жидкости и около твердой стенки.

В работе [22] с применением particle-модели работы [21] изучена динамика одиночных
пузырьков и пузырьковых кластеров в разнообразных конфигурациях, включая наличие
жестких стенок. Рассмотрены комплексные жесткие границы, в том числе параллельные
стенки и стенки, находящиеся под углом друг к другу. Для оценки правильности результа-
тов численного моделирования проведены соответствующие эксперименты с пузырьками,
образованными искровым разрядом.

В настоящей работе изучены динамика шестнадцати воздушных пузырьков в воде око-
ло плоской жесткой стенки и силовое воздействие на эту стенку в комнатных условиях
при гармоническом изменении давления воды. Пузырьки образуют либо регулярные, ли-
бо стохастические кластеры. В регулярном кластере пузырьки изначально одинаковые,
сферические, их центры расположены в узлах квадратной сетки, плоскость которой па-
раллельна стенке. Стохастические кластеры образуются из регулярного внесением случай-
ных возмущений либо в начальное положение пузырьков, либо в их начальные размеры.
Использована недавно предложенная авторами дискретная модель совместной динамики
пузырьков [23]. Наряду с рядом преимуществ по сравнению с другими моделями (воз-
можность перемещений и деформаций пузырьков, четкое выделение их поверхности, учет
сжимаемости жидкости, высокая вычислительная эффективность и т. д.), данная модель,
как и многие другие, не допускает разрушения пузырьков. Поэтому исследования прово-
дятся лишь до тех пор, пока какой-либо пузырек кластера не разрушится. Эффективность
применения указанной модели к изучению рассматриваемой задачи продемонстрирована
в работе [24].

1. Постановка задачи
Изучим совместную динамику газовых пузырьков в жидкости около плоской твердой

стенки (рис. 1) и их силовое воздействие на эту стенку. Газом в пузырьках является воз-
дух, окруженный жидкостью – водой. Давление воды на большом удалении от пузырьков
изменяется по гармоническому закону

p∞ = p0 − pa sinωt, (1)

где p0 – статическое давление, pa и ω – амплитуда и частота колебаний, t – время.
При таком возбуждении пузырьки радиально пульсируют, перемещаются по жидкости,

их поверхности деформируются. Такое поведение пузырьков может иметь место, напри-
мер, при акустическом воздействии.
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Рис. 1. Регулярный плоский кластер газовых пузырьков около плоской жесткой стенки
Fig. 1. Regular plane cluster of gas bubbles near a flat rigid wall

Рассмотрим регулярный и стохастические кластеры, состоящие из K⋆ = 16 пузырьков.
В регулярном кластере центры пузырьков расположены в узлах равномерной квадратной
сетки с размером ячеек (расстоянием между центрами ближайших пузырьков) d0 . Счита-
ем, что стенка ориентирована горизонтально, а плоскость центров пузырьков (плоскость
кластера) расположена над ней параллельно ее поверхности. Расстояние между центрами
пузырьков (плоскостью кластера) и стенкой равно h0 . В начальный момент времени t = 0
жидкость и пузырьки покоятся (находятся в динамическом равновесии), все пузырьки яв-
ляются сферическими с одинаковым радиусом R0 .

Стохастические кластеры характеризуются случайным распределением либо началь-
ных размеров, либо положений пузырьков. Кластеры со случайным распределением
начальных размеров пузырьков образуются из регулярного кластера путем случайно-
го отклонения начальных радиусов пузырьков согласно выражению Rst

k 0 = R0(1 + δstk ) ,
где k = 1, 2, . . . , K⋆ , Rst

k 0 – начальный радиус k -го пузырька в стохастическом кластере,
δstk – параметр, определяющий случайное отклонение. Значение δstk выбирается из интер-
вала [−δR, δR] , δR – некоторое положительное число.

Кластеры со случайным распределением положений пузырьков получаются из регу-
лярного кластера путем случайного отклонения начальных положений центров пузырьков
согласно выражению rstk 0 = rk 0+R0δ

st
k , где rk 0 = xk 0i+yk 0j+zk 0k , δst

k = δstx ki+δ
st
y kj+δ

st
z kk ;

xk 0 , yk 0 , zk 0 – начальные координаты k -го пузырька в регулярном кластере, i , j , k – еди-
ничные векторы декартовой системы координат. Значения параметров δstx k , δsty k , δstz k , опре-
деляющих случайное отклонение положения пузырьков, берутся из интервала [−δr, δr] ,
где δr – некоторое положительное число.

Изучим влияние амплитуды возбуждения pa , удаленности пузырьков от стенки h0 ,
расстояния между пузырьками d0 и случайных отклонений в начальных радиусах пу-
зырьков δR и в их начальном положении δr . Исследования выполним в комнатных усло-
виях при статическом давлении p0 = 1 бар, плотности жидкости ρL = 998 кг/м3 , скорости
звука в жидкости cL = 1500 м/с, динамической вязкости жидкости µL = 10−3 кг/(м · с) ,
начальных радиусах пузырьков в регулярном кластере R0 = 3 мкм, частоте колебаний
давления жидкости ω/2π = 20 кГц, начальном давлении в пузырьках pb 0 = p0 + 2σ/R0 ,
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где σ – поверхностное натяжение (σ = 0.0725 Н/м). В силу ограниченности используе-
мой модели исследования проводим лишь до момента разрушения каких-либо пузырьков
кластера (критерий разрушения приведен ниже).

2. Математическая модель
Для описания коллективной динамики пузырьков вблизи плоской жесткой стен-

ки (рис. 1) используем разработанную недавно математическую модель взаимодейству-
ющих газовых пузырьков в неограниченном объеме жидкости [23]. При этом задача кол-
лективной динамики K⋆ пузырьков вблизи плоской жесткой стенки рассматривается как
задача взаимодействия K = 2K⋆ пузырьков, K⋆ из которых являются исследуемыми пу-
зырьками, а остальные K⋆ – их зеркальными отображениями относительно стенки [24],
так что на поверхности плоской жесткой стенки выполняется условие непротекания.

В используемой модели совместной динамики пузырьков [23] газ в пузырьках пред-
полагаем идеальным совершенным, с равномерным распределением давления, изменяю-
щимся по адиабатическому закону, жидкость – слабосжимаемой, а пузырьки – слабоне-
сферическими. Учитываем поверхностное натяжение и влияние вязкости жидкости.

Уравнение поверхности k -го пузырька (k = 1, 2, . . . , K ) имеет вид

F (rk, θk, φk, t) = rk −Rk (t)−
N∑︂

n=2

ank (t)Yn (θk, φk) = 0,

где rk, θk, φk – сферические координаты с началом в центре k -го пузырька,
Rk (t) – его радиус, ank (t) =

(︁
a−n
nk , a

−n+1
nk , . . . , a0nk, . . . , a

n
nk

)︁
– вектор-строка из 2n+ 1 эле-

ментов, Yn (θk, φk) =
(︁
Y −n
nk , Y

−n+1
nk , . . . , Y 0

nk, . . . , Y
n
nk

)︁T – вектор-столбец из 2n+ 1 элемен-
тов, Y m

nk = Y m
n (θk, φk) = P

|m|
n (cos θk) e

imφk – сферическая функция (гармоника) с номе-
ром n и порядком m , P |m|

n (cos θk) – соответствующий многочлен Лежандра степени n
и порядка |m| , i – мнимая единица, amnk = amnk (t) – амплитуда отклонения поверхно-
сти пузырька от сферической поверхности rk = Rk (t) в виде сферических функций Y m

nk ,
N – максимальное число сферических гармоник, представляющих поверхность пузырька.

Отклонения поверхности пузырьков от сферической считаем не слишком большими,
так что для всех n = 2, 3, . . . , N и k = 1, . . . , K выполнены следующие соотношения:

|εnk| ∼ δn+1, |ε̇nk| ∼ δn+1|Ṙk|/Rk, |ε̈nk| ∼ δn+1|R̈k|/Rk,

где δ – малый параметр, который определяется ниже, точки сверху означают дифферен-
цирование по времени,

εnk =

{︄
εnk max, εnk max + εnk min ≥ 0;

εnk min, εnk max + εnk min < 0,

εnk max = max
θk, φk

enkYn (θk, φk) , εnk min = min
θk, φk

enkYn (θk, φk) ,

enk = ank/Rk – вектор-строка относительных амплитуд отклонения поверхности k -го пу-
зырька от сферической в виде гармоник Y m

nk ; εnk max , εnk min – соответственно максималь-
ное положительное и минимальное отрицательное относительные отклонения от сфериче-
ской поверхности в виде Ynk ; enkYnk – значение относительного отклонения поверхности
пузырька от сферической в виде Ynk в точке θk , φk . Отметим, что enkYnk > 0 соответ-
ствует выпуклости поверхности пузырька наружу, а enkYnk < 0 – вогнутости внутрь.
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Пузырьки считаем расположенными не очень близко друг к другу, так что слагаемые
порядка δ7 и выше не учитываем, т. е. δ7 ≪ 1 . Здесь δ = max

k, j
[(Rk +Rj) /dk j] – макси-

мальное по всем парам взаимодействующих пузырьков отношение суммы их радиусов Rk

и Rj к расстоянию между их центрами dk j = |rk − rj| (k, j = 1, 2, . . . , K ; k ̸= j ),
rk = xki + ykj + zkk ; xk , yk и zk – координаты центра k -го пузырька в неподвижной
декартовой системе. Скорости и ускорения смещения центров пузырьков также предпо-
лагаем малыми:

|ṙk| ∼ δ2|Ṙk|, |r̈k| ∼ δ2|R̈k|.
Совместная динамика пузырьков может быть описана следующей системой обыкно-

венных дифференциальных уравнений второго порядка относительно радиусов пузырь-
ков Rk , радиус-векторов их центров pk и амплитуд отклонения их формы от сфериче-
ской ank [23]:

RkR̈k +
3

2
Ṙ2

k −
3

4
ṗkṗk ◦ Y1 1 0 −

pb,k − p∞
ρL

+
2σ

ρLRk

+∆
(6)
0 k +∆µ

0 k +∆c
k =

=
K∑︂

j=1,j ̸=k

[︄
ḃ0 j
dk j

− b0 j ḋk j

d2k j

−
(︄
(︁
R3

j ṗj

)︁′ −
K∑︂

s=1,s̸=j

(︁
R3

jb0 s
)︁′
C0 1 j s

d2j s

)︄
C1 0 k j

2d2k j

−

−
(︄
ṗk −

K∑︂

s=1,s̸=k

b0 sC0 1 k s

2d2k s

)︄
9b0 jC0 1 k j ◦ Y1 1 0

2d2k j

+∆
(6)
0 k j

]︄
, (2)

Rkp̈k+3Ṙkṗk−
(︄
6Ṙkṗka2 k

Rk

+
9

2
ṗkȧ2 k +

7

2
p̈ka2 k

)︄
◦Y2 1 1+∆µ

1 k =
K∑︂

j=1,j ̸=k

[︄
3 (Rkb0 j)

′ C0 1 k j

d2k j

+

+
3Rkb0 jĊ0 1 k j

d2k j

− 6Rkb0 jC0 1 k j ḋk j

d3k j

−
(︄
(︁
RkR

3
j ṗj

)︁′ −
K∑︂

s=1,s̸=j

(︁
RkR

3
jb0 s

)︁′
C0 1 j s

d2j s

)︄
3C1 1 k j

2d3k j

−

−
(︄
ṗk −

K∑︂

s=1,s̸=k

C0 1 k s

b−1
0 sd

2
k s

)︄
15C0 2 k j ◦ Y2 1 1

R−1
k b−1

0 j d
3
k j

− (Rkb0 j)
′ a2 k + 3 (Rka2 k)

′ b0 j
2Rkd2k j

3C0 1 k j ◦ Y2 1 1

]︄
, (3)

Rkänk + 3Ṙkȧnk − (n− 1) R̈kank + 2δ3n

(︄
4Ṙkṗka2 k

Rk

+ 5ṗkȧ2 k + p̈ka2 k

)︄
◦ Y1 2 3+

+ δ2n
27

8
ṗkṗk ◦ Y1 1 2 +

σ (n2 − 1) ank

(n+ 2)−1ρLR2
k

+ (δ2n + δ4n)∆
(6)
nk +∆µ

nk =
K∑︂

j=1,j ̸=k

[︄
(Rn

kb0 j)
′C0nk j

(2n+ 1)−1dn+1
k j

+

+
3 (δ2n + δ3n) (n

2 − 1)Rn−2
k b0 j

2n(2n− 1)−1dnk j

(︄
ṗk −

K∑︂

s=1,s̸=k

b0 sC0 1 k s

(δ2n + 1) d2k s

)︄
C0n−1 k j ◦ Y1n−1n+

+2δ3n
4Ṙkb0 ja2 k + 3Rkḃ0 ja2 k + 5Rkb0 j ȧ2 k

Rkd2k j

C0 1 k j ◦ Y1 2 3 + (δ2n + δ4n)∆
(6)
nk j

]︄
. (4)

Здесь n = 2, 3, . . . , N , δnm – символ Кронекера, штрихи (как и точки сверху) озна-
чают дифференцирование по времени, pb,k = (p0 + 2σ/Rk 0)(Rk 0/Rk)

3κ(1 + ∆
(6)
b,k) – дав-
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ление в k -ом пузырьке, κ – показатель адиабаты (κ = 1.4), b0 k = −R2
kṘk ,

pk = 0.5(xk + iyk, 2zk, xk − iyk) – вектор-строка положения центра k -го пузырька,
Cnmk j = Cnm(θk j, φk j) – матрица размерности (2n+ 1)× (2m+ 1) с элементами Cn′ m′

nmk j

(n′ = −n,−n+ 1, . . . , n , m′ = −m,−m+ 1, . . . ,m), которые определяются следующим об-
разом:

Cn′ m′
nmk j =

(−1)n+
|n′|+|m′|−|n′−m′|

2 (n+m− |n′ −m′|)!
(n− |n′|)! (m+ |m′|)! Y n′−m′

n+m (θk j, φk j),

θk j, φk j – угловые координаты центра j -го пузырька в локальной системе координат k -го,
Ynm l – массив (2n+ 1)× (2m+ 1)× (2l + 1) чисел Y n′ m′ −l′

nm l (n′ = −n,−n+ 1, . . . , n ,
m′ = −m,−m+ 1, . . . ,m , l′ = −l,−l + 1, . . . , l ), которые выражаются в виде

Y n′ m′ l′
nm l =

2l + 1

4π

(l − |l′|)!
(l + |l′|)!

2π∫︂

0

π∫︂

0

sin θY n′
n (θ, φ)Y m′

m (θ, φ)Y l′
l (θ, φ)dθdφ.

Оператор ◦ , применяемый к вектору-строке cn=(c−n
n , c−n+1

n , . . . , cnn) и матрице чисел Ynm l,
определяется как cn ◦Ynm l = Mnm l , где Mnm l – матрица размерности (2m+1)× (2l+1) ,

состоящая из элементов
n∑︁

n′=−n

cn
′

n Y
n′ m′ −l′
nm l (m′ = −m,−m+ 1, . . . ,m , l′ = −l,−l + 1, . . . , l ).

При этом приоритет оператора ◦ в векторно-матричных выражениях предполагаем наи-
высшим [23].

Слагаемые ∆µ
0 k, ∆

µ
1 k, ∆

µ
nk и ∆c

k в уравнениях (2)–(4) описывают эффект влияния вяз-
кости и сжимаемости жидкости, а ∆

(6)
b,k, ∆

(6)
0 k , ∆

(6)
0 k j, ∆

(6)
nk и ∆

(6)
nk j являются слагаемыми

шестого порядка по малому параметру δ . Все они определяются так же, как в работе [23].
Силовое воздействие пузырьков на стенку характеризуется давлением жидкости

на ее поверхности, которое рассчитываем по выражениям, приведенным в [24]. При этом
используем значения Rk , pk , ank , а также их первые и вторые производные по времени.

3. Особенности динамики пузырьков и их воздействия на стенку
Учитывая структуру рассматриваемого регулярного кластера и его положение относи-

тельно стенки (рис. 1), в нем можно выделить три группы пузырьков, динамика которых
является подобной относительно центра воздействия кластера на стенку. Первая группа
состоит из четырех пузырьков, наиболее близких к центру кластера. Третью группу фор-
мируют четыре пузырька, наиболее удаленные от центра кластера. Восемь оставшихся
пузырьков образуют вторую группу. В последующем пузырьки первой группы называем
центральными, второй – боковыми, а третьей – угловыми. Для анализа пространственных
перемещений пузырьков используем параметр d̃k c(t) , представляющий собой изменение
расстояния между центром k -го пузырька и центром воздействия кластера на стенке.
Он определяется выражением

d̃k c(t) = dk c(0)− dk c(t),

где dk c(t) – текущее расстояние между центром k -го пузырька и центром воздействия
кластера на стенке. Для оценки текущих деформаций пузырьков применим параметр

εkmax(t) = max
θk,φk

⃓⃓
⃓⃓
⃓

N∑︂

n=2

enk(t)Yn(θk, φk)

⃓⃓
⃓⃓
⃓ ,

характеризующий максимальное отклонение формы k -го пузырька от сферической.
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Как отмечено выше, в силу ограниченности используемой модели исследование прово-
дим лишь до тех пор, пока какие-либо пузырьки кластера не разрушатся в силу больших
несферических деформаций. В качестве критерия разрушения k -го пузырька примем сле-
дующее неравенство:

εkmax(t) ≥ 1. (5)

Рис. 2 иллюстрирует динамику пузырьков регулярного кластера (рис. 1) под воздей-
ствием возбуждения (1). Видно, что при относительно небольшой амплитуде возбужде-
ния (pa = 1.17 бар) пузырьки сначала расширяются, затем коллапсируют, после чего
совершают высокочастотные колебания, которые довольно быстро затухают. В отличие
от одиночных пузырьков [23,24], затухание происходит в немонотонном режиме. В конце
периода колебаний давления жидкости радиусы пузырьков принимают значения, близ-
кие к начальному R0 , несферические деформации практически исчезают, смещения пу-
зырьков имеют порядок их начального радиуса. Наиболее сильное сжатие испытывают
центральные пузырьки. Они также больше перемещаются и деформируются. По этим по-
казателям далее следуют боковые пузырьки, а за ними – угловые. В результате наиболь-
шее давление достигается в центральных пузырьках, и происходит это в конце их второго
сжатия. При этом величина максимального давления в центральных пузырьках примерно
в восемнадцать раз превышает их начальное значение.

По мере увеличения интенсивности возбуждения амплитуда радиальных колебаний
пузырьков увеличивается. При этом возрастает и максимальная несферичность пузырь-
ков. Начиная с некоторого значения pa, некоторые из пузырьков разрушаются (согласно
критерию (5)). После момента разрушения рассмотрение прекращается. На рис. 2 (b), (c)
видно, что с ростом pa момент разрушения наступает раньше.

Рис. 3 характеризует воздействие пузырьков кластера на стенку. Представлен вариант,
приведенный на рис. 2 (c). Момент времени 7 соответствует экстремальному воздействию
пузырьков на стенку, вскоре после чего центральные пузырьки кластера разрушаются.
Видно, что в первый из представленных моментов времени, когда радиусы пузырьков
кластера еще превышают их начальное значение, на стенке под кластером имеет место об-
ласть пониженного давления, по форме и размерам близкая к форме и размерам кластера.
Затем эта область уменьшается за счет повышения давления в угловых пузырьках. После
этого в результате достижения в угловых пузырьках максимального давления на стен-
ке под ними формируются небольшие локальные зоны с повышенным давлением. Далее
угловые пузырьки начинают расширяться, а боковые и центральные продолжают сжи-
маться. В результате область повышенного давления на стенке принимает форму полого
квадрата за счет более высокого давления в угловых и боковых пузырьках по сравнению
с центральными. В момент экстремального сжатия боковых пузырьков (момент 5) область
с повышенным давлением принимает форму полого восьмиугольника, поскольку давление
в боковых пузырьках заметно превышает давление как в угловых, так и центральных пу-
зырьках. Дальнейшая эволюция давления на стенке определяется повышением давления
в центральных пузырьках и понижением в остальных. В результате область со значи-
тельно более высоким давлением локализуется в малой окрестности центра воздействия
кластера.

Таким образом, можно заключить, что изменение величины и конфигурации поля дав-
ления на стенке во многом определяется неравномерной динамикой пузырьков в кластере.
Давление на стенке повышается под теми пузырьками, в которых оно выше. В варианте,
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приведенном на рис. 3, пузырьки последовательно и все более сильно сжимаются в направ-
лении от периферии кластера к его центру (кумулятивный эффект). В результате область
повышенного давления на стенке локализуется сначала под угловыми пузырьками, затем
под боковыми и, наконец, под центральными.

Рис. 2. Временные зависимости радиусов пузырьков и давления жидкости (штриховые линии)
(первый ряд), давления в пузырьках (второй ряд), расстояния между центрами пузырьков кла-
стера и центром их воздействия на стенку (третий ряд) и максимального отклонения формы
пузырьков от сферической (четвертый ряд) для трех амплитуд возбуждения: (a) pa = 1.17 бар,
(b) pa = 1.18 бар, (c) pa = 1.19 бар при h0 = 30 мкм и d0 = 60 мкм. Черные линии соответ-
ствуют центральным пузырькам кластера, синие – боковым, красные – угловым. Вертикальные
пунктирные линии указывают момент разрушения пузырьков
Fig. 2. Time histories of the radii of the bubbles and the liquid pressure (dashed lines) (first row), the
pressure in the bubbles (second row), the distance between the centers of the bubbles and the center
of their action on the wall (third row), and the maximum deflection of the shape of the bubbles from
the spherical one (fourth row) for three excitation amplitudes: (a) pa = 1.17 bar, (b) pa = 1.18 bar,
and (c) pa = 1.19 bar at h0 = 30 µm and d0 = 60 µm. Black lines show the central bubbles of the
cluster, blue lines correspond to the lateral bubbles, and red lines indicate the corner bubbles. Vertical
dotted lines mark the moment of destruction of some bubbles
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Рис. 3. (a) Изменение радиусов центрального (черная кривая), боковых (синяя кривая) и угло-
вых (красная кривая) пузырьков кластера в окрестности моментов их экстремального сжатия
(точками и вертикальными линиями указаны 7 характерных моментов времени), (b) поля давле-
ния на стенке в 6 моментов времени (точками указаны нормальные проекции центров пузырьков,
сплошной и штриховой линиями показаны направления, к которым относятся кривые на (с)),
(с) распределения давления на стенке вдоль линий, указанных на (b) (сплошные кривые соот-
ветствуют сплошной линии, штриховые – штриховой), в 4 момента времени
Fig. 3. (a) Change of the radii of the central (black curve), lateral (blue curve), and corner (red curve)
bubbles of the cluster at the time moments of their maximum compression (dots and vertical lines
mark seven characteristic time moments), (b) the pressure fields on the wall at six time moments (dots
indicate the normal projections of the centers of bubbles, solid and dashed lines show the directions
corresponding to the curves in (c)), and (c) the distributions of the pressure on the wall along the lines
in (b) (solid and dashed curves correspond to the solid and dashed lines, respectively) at four time
moments

4. Воздействие на стенку в зависимости от амплитуды возбуждения,
расстояния между пузырьками и их удаленности от стенки

Воздействие кластера на стенку в зависимости от амплитуды возбуждения, расстояния
между пузырьками и их удаленности от стенки демонстрирует рис. 4. Представлены зави-
симости максимального давления на стенке pwmax (в интервале до момента разрушения
какого-либо из пузырьков) от амплитуды возбуждения pa для трех значений расстоя-
ния h0 между кластером и стенкой при фиксированном расстоянии между пузырьками
d0 и для трех значений расстояния между пузырьками d0 при фиксированном расстоянии
h0 между кластером и стенкой.

Видно, что во всех представленных вариантах увеличение pa приводит к монотонному
росту максимального давления на стенке. При этом скорость роста не всегда повышается
монотонно. Так, при d0 = 60 мкм и h0 = 60 мкм максимальное давление в интервале
1.17 бар ≤ pa ≤ 1.18 бар растет быстрее, чем в предыдущем интервале, но медленнее, чем
в последующем. Это обусловлено тем, что максимальное давление в первых двух интер-
валах достигается в конце второго коллапса центральных пузырьков, а при pa = 1.19 бар
уже в конце первого (вскоре после чего они разрушаются). Если бы рассмотрение бы-
ло ограничено завершением первого коллапса центральных пузырьков, то скорость роста
максимального давления на стенке по мере увеличения pa была бы монотонной (серые
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штриховые линии). Аналогичные закономерности имеют место с ростом максимального
давления на стенке по мере увеличения h0 при фиксированных значениях pa , d0 и по мере
увеличения d0 при фиксированных значениях pa , h0 . Более того, по той же причине при
уменьшении d0 от 120 мкм до 90 мкм при pa = 1.19 бар и h0 = 30 мкм максимальное
давление на стенке не растет, а уменьшается.

Рис. 4. Зависимости максимального давления на стенке от амплитуды возбуждения (a) для
трех расстояний между кластером и стенкой при фиксированном расстоянии между пузырьками
и (b) для трех расстояний между пузырьками при фиксированной расстоянии между кластером
и стенкой. Сплошные линии соответствуют промежутку времени до разрушения некоторых пу-
зырьков, а пунктирные – до первого экстремального сжатия пузырьков
Fig. 4. Dependences of the maximum pressure on the wall on the amplitude of excitation (a) for three
distances between the cluster and the wall at a fixed spacing of the bubbles and (b) for three distances
between the bubbles at a fixed distance between the cluster and the wall. Solid curves correspond to
the time interval up to the destruction of some bubbles, dotted curves show the time interval up to
the first extreme compression of the bubbles

5. Влияние стохастичности в начальных радиусах пузырьков

Рис. 5 характеризует влияние стохастичности в начальных радиусах пузырьков на воз-
действие кластера на стенку. Рис. 5 (a) демонстрирует зависимость максимальных давле-
ний на стенке в десяти вариантах случайных отклонений начальных радиусов пузырьков
от их величины в регулярном кластере для двух диапазонов отклонения δR . Видно, что
случайные отклонения приводят к занижению максимальных давлений на стенке в пре-
делах некоторого интервала и что по мере увеличения диапазона случайных отклонений
ширина этого интервала возрастает.

Рис. 5 (b) демонстрирует влияние диапазона случайных отклонений на величину мак-
симальных давлений на стенке, усредненных по числу вариантов начальных случайных
отклонений, и на соответствующие поля давления на стенке в момент достижения на ней
максимального давления. Видно, что по мере увеличения δR усредненное максимальное
давление на стенке уменьшается, а поле давления на ней все более уклоняется от того,
что соответствует регулярному кластеру (δR = 0).
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6. Влияние стохастичности в начальных положениях пузырьков

Рис. 6 характеризует влияние стохастичности в начальных положениях пузырьков на
воздействие кластера на стенку. Рис. 6 (a) демонстрирует зависимость максимальных дав-
лений на стенке в десяти вариантах случайных отклонений начальных радиусов пузырьков
от их величины в регулярном кластере для двух диапазонов отклонения δr . Видно, что,
как и в случае случайных отклонений начальных размеров пузырьков, случайные откло-
нения их начального положения приводят к занижению максимальных давлений на стенке
в пределах некоторого интервала и что по мере увеличения диапазона случайных откло-
нений ширина этого интервала возрастает.

Рис. 6 (b) демонстрирует влияние диапазона случайных отклонений на величину мак-
симальных давлений на стенке, усредненных по числу вариантов начальных случайных
отклонений, и на соответствующие поля давления на стенке в момент достижения на ней
максимального давления. Видно, что и здесь, как и в случае случайных отклонений на-
чальных размеров пузырьков, по мере увеличения диапазона случайных отклонений δr
усредненное максимальное давление на стенке уменьшается, а поле давления на ней все
более уклоняется от того, что соответствует регулярному кластеру (δr = 0).

Заключение

Проведено исследование динамики пузырьков в плоских кластерах квадратной струк-
туры (пузырьки расположены в узлах квадратной сетки) около плоской твердой по-
верхности (плоскость кластера параллельна твердой поверхности) и силового воздей-
ствия пузырьков на эту поверхность. Рассмотрен случай, когда жидкостью является
вода, а пузырьки изначально сферические, одинаковые по размеру (с равновесным радиу-
сом R0 = 3 мкм). Условия комнатные, давление жидкости изменяется по гармоническому
закону с ультразвуковой частотой. Использована дискретная модель, в которой пузырьки
могут деформироваться, но не могут разрушаться, поэтому исследование проводится лишь
до момента разрушения одного из пузырьков. Исследовано влияние амплитуды возбужде-
ния pa ≤ 1.19 бар, начального расстояния между пузырьками d0 ≥ 60 мкм и удаленности
кластера от стенки h0 ≥ 30 мкм.

Показано, что изменение величины и конфигурации поля давления на стенке во мно-
гом определяется неравномерной динамикой пузырьков в кластере. Давление на стенке
повышается под теми пузырьками, в которых оно выше. Наибольшее давление на стенке
порядка 16 бар достигается при pa = 1.19 бар, d0 = 60 мкм и h0 = 30 мкм. В этом случае
пузырьки последовательно и все более сильно сжимаются в направлении от периферии
кластера к его центру. В результате область повышенного давления на стенке локализуется
сначала под угловыми пузырьками, затем под боковыми и, наконец, под центральными.
При уменьшении pa , увеличении как d0 , так и h0 максимум давления на стенке моно-
тонно понижается. При этом скорость понижения может изменяться немонотонно, что
обусловлено изменением числа радиальных пульсаций пузырьков до их разрушения.

Продемонстрировано влияние случайных отклонений начальных размеров и положе-
ний пузырьков по отношению к тем, которые соответствуют рассмотренному выше кла-
стеру квадратной структуры. Показано, что случайные отклонения начальных радиусов
пузырьков в пределах 0.005R0 и случайные отклонения начальных положений центров пу-
зырьков в пределах 4.5R0 могут привести к снижению усредненного (по числу вариантов
случайных отклонений) максимального давления на стенке до 1.6 раза. В обоих случаях
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по мере сужения диапазона случайных отклонений снижение усредненного максимального
давления на стенке монотонно уменьшается.

Рис. 5. (a) Зависимости максимального давления на стенке, реализующегося до разрушения
некоторых из пузырьков, от номера варианта случайных отклонений их начальных радиусов от
R0 = 3 мкм для двух диапазонов отклонений (горизонтальная линия соответствует варианту без
случайных отклонений). (b) Зависимости максимального давления на стенке, усредненного по
вариантам случайных отклонений начальных радиусов, от диапазона этих случайных отклоне-
ний; сверху даны аналогичным образом усредненные поля давлений на стенке для рассчитанных
диапазонов отклонения
Fig. 5. (a) Dependences of the maximum pressure on the wall realized up to the destruction of some
bubbles on the number of the variant of random deflections of their initial radii from R0 = 3 µm
for two deflection ranges (horizontal line corresponds to the variant without random deflections).
(b) Dependences of the maximum pressure on the wall averaged over the variants of random deflections
of the initial radii on the range of these random deflections; the upper part shows the correspondingly
averaged fields of the pressure on the wall for the computed deflection ranges

Рис. 6. То же, что и на рис. 5, но для случайных отклонений начальных положений пузырьков
Fig. 6. Same as in Fig. 5, but for the random deflections of the initial positions of the bubbles
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