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Аннотация

Предложена неявная двухслойная схема метода конечных элементов для решения
уравнения Кирхгофа, которое представляет собой нелинейное нелокальное уравнение ги-
перболического типа и включает интеграл Дирихле. Дискретная схема сформулирована
в терминах решения задачи и его производной по переменной времени и обеспечивает
сохранение полной энергии на дискретном уровне. Показано, что решение схемы на слое
по времени может быть эффективно получено методом Ньютона, несмотря на нелокаль-
ность уравнения. На основе решения тестовых задач с гладкими решениями установлено,
что схема позволяет определить как решение задачи, так и его производную по времени
с погрешностью порядка O(h2 + τ 2) в среднеквадратической норме, где τ и h характе-
ризуют шаги сетки по времени и пространству соответственно.
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Введение

1. Следующее интегро-дифференциальное уравнение

∂2u

∂ t2
−
(
1 +

∫
Ω

|∇u|2 dx
)
Δu = f, x ∈ Ω ⊂ Rd, (1)

известное как уравнение Кирхгофа, при d = 1 и краевом условии u|∂Ω = 0 было

получено в 1876 г. Кирхгофом [1] как нелинейная модель поперечных колебаний

струны, закрепленной в концевых точках. Уравнение Кирхгофа изучалось Берн-

штейном [2] и Похожаевым [3, 4] в специальном классе аналитических функций,

см. также статью Лионса [5].

В последние годы большое внимание уделяется изучению нелокальных уравне-

ний различных типов, включающих интеграл Дирихле. Интерес к таким задачам

связан как с моделированием разнообразных физических и биологических явле-

ний, так и с рядом интересных математических особенностей этих задач. В связи

с этим отметим статью [6], посвященную изучению корректности уравнения (1),

обзорную работу [7] и обзор литературы в [8], а также статьи [9–12], в которых

рассматривались уравнения, более общие, чем (1).

2. В цитированных выше работах основное внимание уделялось изучению суще-

ствования, единственности и асимптотики решения нелокальной задачи с интегра-

лом Дирихле. Поскольку (1) является уравнением гиперболического типа, то для

его приближенного решения могут быть использованы соответствующие известные

115



116 Р. З. ДАУТОВ, М. В. ИВАНОВА

численные методы. Однако существенная особенность уравнения (1) в виде инте-

грального коэффициента приводит к необходимости его отдельного рассмотрения.

Численному решению таких задач посвящено лишь небольшое число работ. Среди

известных нам отметим: статьи [13,14], посвященные соответственно обоснованию

конформного и смешанного методов конечных элементов для решения эллиптиче-

ского уравнения, соответствующего (1), и статьи [15–17], посвященные исследова-

ниям неявных дискретных методов решения уравнений параболического типа. Еще

меньше работ посвящено решению гиперболического уравнения (1) [18–20]. В ста-

тье [18] предложен спектральный метод Галеркина для решения одномерной задачи

Кирхгофа (1) и получены априорные оценки погрешности решения модифициро-

ванной разностной схемы Кранка–Николсона. В статье [19] также для решения

одномерной задачи (1), предварительно сведенной к системе уравнений первого

порядка, построена и численно исследована консервативная конечно-разностная

схема. Для решения двумерного уравнения (1) с затуханием в [20] предложен и ис-

следован неконформный метод конечных элементов, основанный на четырехуголь-

ных квадратичных элементах.

Поскольку уравнение Кирхгофа описывает консервативные системы, следует

отметить, что в практических вычислениях консервативные численные схемы его

решения являются более предпочтительными, чем неконсервативные: при прочих

равных условиях они более точны. Ключевым моментом является то, что такие

схемы сохраняют некоторые важные инвариантные свойства дифференциального

уравнения и более точно воспроизводят особенности решения при вычислениях

на больших отрезках времени. Для решения уравнения Кирхгофа нам известна

только консервативная конечно-разностная схема для одномерной задачи [19].

3. Основной целью настоящей работы является численное исследование точно-

сти предлагаемого нами двухслойного консервативного неявного метода конечных

элементов решения уравнения (1) в произвольной области Ω . Первоначально вве-

дением новой неизвестной v = ∂u/∂t уравнение сводится к системе уравнений,

которая далее аппроксимируется на основе комбинации метода конечных элемен-

тов (по пространственным переменным) и метода Петрова–Галеркина (по времен-

ной переменной). На основе решения ряда тестовых задач с гладкими решениями

показано, что такая схема позволяет определить как решение задачи, так и его

производную по времени с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в среднеквадрати-

ческой норме, где τ и h характеризуют шаги сетки по времени и пространству

соответственно.

1. Постановка задачи

1.1. Исходная задача. Пусть T > 0 , Ω – ограниченная область в Rd с

липшицевой границей Γ , d ≥ 1 . Обозначим через QT = Ω× (0, T ] цилиндр в Rd+1

с боковой поверхностью ΓT = Γ × (0, T ] . Через u′ далее будем обозначать произ-

водную по времени t функции u(x, t) , определенной в области Q . Рассмотрим

уравнение Кирхгофа

u′′(x, t)−
(
1 + ‖∇u‖2

)
�u(x, t) = f(x, t), (x, t) ∈ QT , (2)

при краевых условиях Дирихле1:

u(x, t) = γ(x, t), (x, t) ∈ ΓT . (3)

1Для удобства изложения будем считать, что функция γ определена в QT .
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В начальный момент времени t = 0 решение уравнения и его производная по

времени считаются известными:

u(x, 0) = u0(x), u′(x, 0) = v0(x), x ∈ Ω. (4)

Здесь ∇u означает градиент функции u ,

∇u =
( ∂u

∂x1
, . . . ,

∂u

∂xd

)
, ‖∇u‖2 =

∫
Ω

|∇u|2 dx,

|a| = (a · a)1/2 есть длина вектора a , a · b =
∑

i aibi – скалярное произведение

векторов a и b .

Отметим одно важное свойство рассматриваемой задачи (см., например, [5]).

Пусть данные задачи γ и f не зависят от времени, т. е. γ = γ(x) и f = f(x) . Тогда
в силу краевого условия (3) имеем u′(x, t) = 0 на ΓT . Умножим уравнение (2)

на u′(x, t) и проинтегрируем полученное равенство по области Ω . В результате

получим

1

2

d

dt

∫
Ω

(u′(x, t))2 dx+
(
1+‖∇u‖2

) ∫
Ω

∇u(x, t) ·∇u′(x, t)dx =
d

dt

∫
Ω

f(x)u(x, t)dx, (5)

поскольку согласно формуле Остроградского–Гаусса

−

∫
Ω

�u(x, t) ζ(x, t) dx =

∫
Ω

∇u(x, t) · ∇ζ(x, t) dx, (6)

если ζ обращается в нуль на Γ . Определим функцию Π(s) = s+s2/2. Теперь легко

видеть, что равенству (5) можно придать вид

d

dt
E(u(t), u′(t)) = 0, t ∈ (0, T ], (7)

где функционал (полной энергии) E определяется следующим образом:

E(u(t), u′(t)) =
1

2

∫
Ω

(u′(x, t))2dx+Π
(
‖∇u‖2

)
−

∫
Ω

f(x)u(x, t)dx,

а u(t) означает функцию u в момент времени t . Из (7) следует равенство

E(u(t), u′(t)) = E(u0, v0) для всех t ∈ [0, T ],

которое принято называть законом сохранения (полной) энергии.

Для определения дискретного метода решения сформулированной задачи (2)–

(4) нам понадобится его обобщенная формулировка. С этой целью введем допол-

нительные обозначения и определим пространства функций.

1.2. Пространства функций. Используем стандартное обозначение L2(Ω)
для пространства функций, измеримых в области Ω и интегрируемых в ней с квад-

ратом. Через H1(Ω) обозначим пространство Соболева первого порядка, через

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω) : u|Γ = 0} – его подпространство. Для сокращения запи-

си положим

H = L2(Ω), V = H1(Ω), V 0 = H1
0 (Ω).

Через (·, ·) обозначим как скалярное произведение в H , т. е.

(u, v) =

∫
Ω

u v dx,
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так и отношение двойственности между пространством V 0 и его сопряженным

H−1(Ω) . Пусть также (
∇u,∇v) =

∫
Ω

∇u · ∇v dx.

Далее для заданной функции u переменных x ∈ Ω и t ∈ [0, T ] под u(t) , t ∈ [0, T ]
будем понимать функцию x→ u(x, t) , x ∈ Ω . Подобные функции, определенные на

[0, T ] со значениями в некотором банаховом пространстве B функций от x , будем
рассматривать как элементы пространства Lp(0, T ;B) . Напомним, что Lp(0, T ;B)
есть пространство (классов) измеримых функций [0, T ]→ B таких, что

‖u‖Lp(0,T ;B) =
(∫ T

0

‖u(t)‖pB dt
)1/p

<∞, 1 ≤ p <∞.

При p = ∞ норма в нем определяется функционалом ess sup t∈(0,T )‖u(t)‖B (по-

дробнее см., например, [13, с. 469]). Отметим, что Lp(0, T ;Lp(Ω)) = Lp(Q) .

1.3. Обобщенное решение задачи. Относительно исходных данных задачи

будем предполагать, что выполнены следующие условия:

(H) f ∈ L2(0, T ;H), u0 ∈ V, v0 ∈ H, γ является следом на Γ× [0, T ] некото-
рой функции η из L∞(0, T ;V ) такой, что η′ ∈ L∞(0, T ;H) .

Обобщенное решение задачи (2)–(4) будем искать в классе функций, гаранти-

рующих конечность функционала энергии E(u(t), u′(t)) почти всюду на (0, T ) . Это
приводит к ограничениям u ∈ L∞(0, T ;V ) , u′ ∈ L∞(0, T ;H) .

Введем новую неизвестную v = u′ и запишем исходную задачу в виде системы

v′(t)−
(
1 + ‖∇u‖2

)
�u(t) = f(t), (8)

u′(t) = v(t), (9)

u− γ ∈ L∞(0, T ;V 0), u(0) = u0, v(0) = v0,

где t ∈ (0, T ) . Для определения обобщенного решения задачи умножим обе части

уравнения (8) на произвольную функцию ζ ∈ L1(0, T ;V
0) , проинтегрируем по-

лученное равенство по области QT и учтем равенство (6). Аналогично умножим

равенство (9) на произвольную функцию η ∈ L1(0, T ;H) . В результате придем

к следующим тождествам:∫ T

0

(v′(t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(u(t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt, (10)∫ T

0

(u′(t), η(t)) dt =

∫ T

0

(v(t), η(t)) dt. (11)

Здесь использовано обозначение

a(u, ζ) =
(
1 + ‖∇u‖2

) (
∇u,∇ζ

)
.

Определение 1. Пару функций u и v , удовлетворяющих условиям

u− γ ∈ L∞(0, T ;V 0), v, u′ ∈ L∞(0, T ;H), v′ ∈ L∞(0, T ;V ∗),

u(0) = u0, v(0) = v0,

а также тождествам (10) и (11) для всех ζ ∈ L1(0, T ;V
0) и η ∈ L1(0, T ;H) , назовем

обобщенным решением задачи (2)–(4).
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Заметим, что при выполнении условий (H1) , (H2) данное определение коррект-
но в том смысле, что все слагаемые в (10), (11) являются конечными, а начальные

условия имеют смысл (см., например, обсуждение обобщенной формулировки ги-

перболической задачи в [21, Замечание 1.1, с. 21]).

Далее будем предполагать, что определенное выше обобщенное решение суще-

ствует (это так по крайней мере для достаточно гладких исходных данных u0 , v0 ,
f [5]), и сосредоточимся на его приближенном определении.

2. Определение неявной схемы МКЭ

Укажем способ дискретизации поставленной выше задачи, обеспечивающий со-

хранение энергии на дискретном уровне. Его можно рассматривать как метод

Петрова–Галеркина, основанный на аппроксимациях, принятых в методе конечных

элементов. Полностью дискретную схему получим последовательной дискретиза-

цией задачи сначала по пространственным переменным, а затем – по переменной

времени. Для облегчения изложения далее будем предполагать, что Ω является

многогранником в Rd .

2.1. Полудискретная схема МКЭ. Пусть h > 0 означает максимальный

размер конечных элементов (симплексов в Rd ), Th = {K1,K2, . . . ,K�} – множество

конечных элементов (отрезков при d = 1 , треугольников при d = 2 , тетраэдров при
d = 3), образующих, как это принято в МКЭ, точное разбиение (триангуляцию)

области Ω . Множество всех вершин симплексов из Th обозначим ωh и назовем

сеткой узлов на Ω . Пусть ωh = {ai}
N
i=1 , N = N(h) . Далее для удобства изложения

предположим, что внутренние узлы сетки имеют номера от 1 до n , а граничные

(лежащие на Γ) – от n+ 1 до N .

На основе триангуляции Th определим пространство конечных элементов

Vh = {vh ∈ C(Ω) : vh|K ∈ P1 ∀K ∈ Th},

где P1 есть множество алгебраических многочленов первой степени, т. е. функций

вида a0 + a1x1 + . . .+ adxd . Определим также его подпространство

V 0
h = {vh ∈ Vh : vh|Γ = 0}.

Пространства Vh и V 0
h будем рассматривать как аппроксимации пространств

H1(Ω) и H1
0 (Ω) соответственно. Отметим, что Vh ⊂ H1(Ω) , V 0

h ⊂ H1
0 (Ω) .

Через {ϕi(x)}
N
i=1 обозначим базис Лагранжа в Vh , т. е. множество таких функ-

ций ϕi ∈ Vh , что ϕi(aj) = δij , i, j = 1, . . . , N , где δij – символ Кронекера. В этом

базисе произвольная функция vh ∈ Vh имеет представление

vh(x) =

N∑
i=1

vi ϕi(x), (12)

где vi = vh(ai) , i = 1, . . . , N . Вектор-столбец коэффициентов v = (v1, v2, . . . , vN )T

принято называть вектором узловых параметров функции vh ∈ Vh . Будем ис-

пользовать запись v � vh . Функцию uI из Vh назовем интерполянтом функции

u ∈ C(Ω) , если uI(ai) = u(ai) , i = 1, . . . , N .

Далее через u0h и v0h обозначим функции из Vh , являющиеся некоторыми

аппроксимациями функций u0 и v0 соответственно. Через γh обозначим функцию

[0, T ] → Vh такую, что γh(t) есть некоторая аппроксимация γ(t) . Например, их

можно определить как наилучшие среднеквадратические приближения или как

интерполянты соответствующих функций.
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Определение 2. Функции uh, vh из L∞(0, T ;Vh) такие, что

uh − γh ∈ L∞(0, T ;V 0
h ), u′

h, v
′
h ∈ L∞(0, T ;Vh),

удовлетворяющие условиям uh(0) = u0h , vh(0) = v0h , а также тождествам∫ T

0

(v′h(t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(uh(t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt,∫ T

0

(u′
h(t), η(t)) dt =

∫ T

0

(vh(t), η(t)) dt

для всех ζ ∈ L1(0, T ;V
0
h ) , η ∈ L1(0, T ;Vh) назовем приближенным решением зада-

чи (2)–(4) по методу конечных элементов.

2.2. Неявная схема. Пусть τ > 0 . На отрезке [0, T ] определим сетку узлов

ωτ = {tj, j = 0, 1, . . . ,M} с шагами τj = tj − tj−1 , τj ≤ τ . Через S1(0, T ;Vh)
обозначим множество всех функций, непрерывных на [0, T ] и линейных на каждом

отрезке [tj−1, tj ] со значениями в Vh . Функция uhτ из S1(0, T ;Vh) имеет пред-

ставление

uhτ (t) = uj−1
h + (uj

h − uj−1
h )

t− tj−1

τj
, t ∈ [tj−1, tj ], (13)

где uj
h = uhτ (tj) , j = 0, 1, . . . ,M .

Определим также пространство S(0, T ;Vh) как множество функций ζ : [0, T ]→
Vh , являющихся постоянными на каждом отрезке [tj−1, tj ] . Отметим, что обобщен-

ная производная функции из S1(0, T ;Vh) принадлежит S(0, T ;Vh) .
Искомую дискретную схему для задачи (2)–(4) определим следующим образом:

Определение 3. Найти функции uhτ , vhτ из S1(0, T ;Vh) такие, что

uhτ − γhτ ∈ S1(0, T ;V 0
h ), uhτ (0) = u0h, vhτ (0) = v0h,

которые удовлетворяют тождествам∫ T

0

(v′hτ (t), ζ(t)) dt +

∫ T

0

a(uhτ (t), ζ(t)) dt =

∫ T

0

(f(t), ζ(t)) dt, (14)∫ T

0

(u′
hτ (t), η(t)) dt =

∫ T

0

(vhτ (t), η(t)) dt (15)

для всех ζ ∈ S(0, T ;V 0
h ) , η ∈ S(0, T ;Vh) .

Рассмотрим реализацию этой схемы. Пусть в момент времени tj−1 решение

схемы, а именно, пара функций uj−1
h = uhτ (tj−1) , v

j−1
h = vhτ (tj−1) , известно. Это

так при j = 1 , поскольку в силу начальных условий имеем u0
h = u0h , v0h = u0h .

Выберем в тождествах (14) и (15) функции ζ(t) и η(t) равными нулю всюду, кро-

ме отрезка [tj−1, tj ] , на котором примем их равными соответственно произвольно

зафиксированным ζh ∈ V 0
h и ηh ∈ Vh . Тогда придем к следующим равенствам:∫ tj

tj−1

(v′hτ (t), ζh) dt+

∫ tj

tj−1

a(uhτ (t), ζh) dt =

∫ tj

tj−1

(f(t), ζh) dt, (16)∫ tj

tj−1

(u′
hτ (t), ηh) dt =

∫ tj

tj−1

(vhτ (t), ηh) dt. (17)
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Воспользуемся здесь формулой (13) для представления uhτ(t) и аналогичной фор-

мулой для vhτ (t) . Учитывая, что∫ tj

tj−1

a(uhτ (t), ζh) dt = τj

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1− σ)uj−1

h , ζh) dσ,

после вычисления остальных интегралов в (16) и (17) придем к следующим урав-

нениям, справедливым для всех j = 1, . . . ,M :(vjh − vj−1
h

τj
, ζh

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1 − σ)uj−1

h , ζh) dσ = (f̄ j, ζh), (18)

(uj
h − uj−1

h

τj
, ηh

)
=
(vjh + vj−1

h

2
, ηh

)
. (19)

Здесь использовано обозначение

f̄ j =

∫ 1

0

f(σtj + (1− σ)tj−1) dσ.

В силу произвольности ηh ∈ Vh из (19) следует равенство

uj
h − uj−1

h

τj
=

vjh + vj−1
h

2
.

Найдем отсюда vjh и подставим полученное выражение в (18). В результате придем

к уравнению для определения искомого неизвестного uj
h :

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ζh

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1 − σ)uj−1

h , ζh) dσ = (f̄ j , ζh), (20)

где τ̄j = τj/2 , ζh – произвольная функция из V 0
h . Уравнение (20) сводится к

системе (нелинейных) алгебраических уравнений. После его решения найдем uj
h ,

а потом определим vjh по формуле

vjh =
uj
h − uj−1

h

τ̄j
− vj−1

h .

2.3. Сохранение энергии на дискретном уровне.

Теорема 1. Пусть f = f(x) , γ = γ(x) , uhτ , vhτ – решения схемы (14), (15).

Тогда E(uhτ (t), vhτ (t)) = E(u0h, v0h) для всех t ∈ ωτ .

Доказательство. Поскольку γ не зависит от t , γhτ совпадает с γh и также

не зависит от t . Поэтому u′
hτ (t) ∈ V 0

h для всех t . Это позволяет выбрать в (14)

и (15) пробные функции равными

ζ(t) =

{
u′
hτ (t), t ≤ tj ,

0, t > tj ,
η(t) =

{
v′hτ (t), t ≤ tj ,
0, t > tj ,

где j ≥ 1 . В результате придем к следующим равенствам∫ tj

0

(v′hτ (t), u
′
hτ (t)) dt+

∫ tj

0

a(uhτ (t), u
′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(f, u′
hτ (t)) dt,∫ tj

0

(u′
hτ (t), v

′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(vhτ (t), v
′
hτ (t)) dt.
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Очевидно, из них вытекает соотношение∫ tj

0

(vhτ (t), v
′
hτ (t)) dt+

∫ tj

0

a(uhτ (t), u
′
hτ (t)) dt =

∫ tj

0

(f, u′
hτ (t)) dt. (21)

Преобразуем это равенство. Заметим, что

(v(t), v′(t)) = 1/2 d/dt (v(t), v(t)), a(w(t), w′(t)) =
d

dt
Π(‖∇w(t)‖2).

Поэтому равенство (21) можно записать в следующем виде:∫ tj

0

d

dt
E(uhτ (t), vhτ (t)) dt = 0.

Следовательно, E(uhτ (tj), vhτ (tj)) = E(u0h, v0h) , j = 1, . . . ,M .

2.4. Реализация дискретной схемы. Рассмотрим вопросы, возникающие

при решении уравнения (20). Для определенности будем считать, что γhτ есть ин-

терполянт γ . В этом случае условие uhτ−γhτ ∈ S1
m(0, T ;V 0

h ) равносильно условиям

uj
h|Γ = γh(tj) для всех j или условиям uj

h(ai) = γ(ai, tj) для всех n + 1 ≤ i ≤ N ,

1 ≤ j ≤M . Поэтому согласно (12) неизвестная функция uj
h имеет представление

uj
h(x) =

n∑
i=1

ui ϕi(x) +
N∑

i=n+1

γj
i ϕi(x), γj

i = γ(ai, tj), (22)

где ui = uj
h(ai) . Обозначим через ū =

(
u1, . . . , un, γ

j
n+1, . . . , γ

j
N

)T
вектор узловых

параметров uj
h , а через u = (u1, . . . , u

j)T – его неизвестные узловые параметры.

Поскольку функции из V 0
h равны нулю на границе Γ , то

ζh(x) =

n∑
i=1

ζi ϕi(x) ∀ ζh ∈ V 0
h .

Поэтому уравнение (20) эквивалентно системе равенств

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ϕi

)
+

∫ 1

0

a(σ uj
h + (1− σ)uj−1

h , ϕi) dσ −
(
f̄ j , ϕi

)
= 0, (23)

где 1 ≤ i ≤ n , uj
h задана формулой (22).

Обозначим через Fi(u) левую часть (23), а через F (u) – вектор-функцию дли-

ны n с компонентами Fi(u) . Тогда решение уравнения (20) равносильно решению

системы алгебраических уравнений

F (u) = 0, u ∈ Rn. (24)

Для реализации итерационных методов решения уравнения (24) необходимы

удобные для использования формулы вычисления вектора F (u) при заданном век-

торе u . Для их получения определим матрицы M (матрицу масс) и K (матрицу

жесткости)

M = {(ϕj , ϕi)}
N
i,j=1, K = {(∇ϕj ,∇ϕi)}

N
i,j=1.

Эти матрицы могут быть экономно вычислены стандартной процедурой сборки

матриц, принятой в МКЭ. Это относится также к вектору (сил) g с компонентами

gi = (f̄ j , ϕi) =

∫
Ω

f̄ jϕi dx, 1 ≤ i ≤ N,
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для вычисления которого используются квадратурные формулы. По определению

(uh, ηh) = Mu · v, (∇uh,∇ηh) = Ku · v, (25)

где u � uh , η � ηh .
1. Вычисление F (u) . Учитывая, что вектор узловых параметров ϕi совпадает

с ортом i -ой оси в RN , то согласно первой формуле (25) имеем

1

τ̄j

(uj
h − uj−1

h

τj
− vj−1

h , ϕi

)
=

1

τ̄j

(
1

τj
M
(
ū− uj−1

)
−Mvj−1

)
i

, (26)

где uj−1
� uj−1

h , vj−1
� vj−1

h . Под интегралом во втором слагаемом в (23)

стоит многочлен третьей степени от σ . Поэтому интеграл можно точно вычис-

лить при помощи квадратурной формулы Симпсона. Учтем, что ‖∇uj
h‖

2 = |Kū|2 ,(
∇uj

h,∇ϕi

)
= (Kū)i , и определим величины

λj = 1 +Kū · ū, λj+1/2 = 1 +
1

4
K
(
ū+ uj−1

)
·
(
ū+ uj−1

)
. (27)

Теперь нетрудно вычислить∫ 1

0

a(σ uj
h+(1−σ)uj−1

h , ϕi) dσ =
1

6
a(uj

h, ϕi)+
4

6
a
(uj

h + uj−1
h

2
, ϕi

)
+
1

6
a(uj−1

h , ϕi) =

=

(
λj

6
Kū+

λj+1/2

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1

)
i

. (28)

Из формул (23), (26) и (28) следует, что компоненты F (u) равны

Fi(u) =

(
1

τ̄jτj
M
(
ū− uj−1

)
−

1

τ̄j
Mvj−1+

+
λj

6
Kū+

λj+1/2

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1 − g

)
i

,

где 1 ≤ i ≤ n . Отметим, что Fi(u) зависит от всех компонент u , поскольку величи-

ны λj и λj+1/2 зависят от всех компонент u (см. (27)). Следствием этого является

полная заполненность матрицы Якоби F ′(u) . Это делает непрактичным использо-

вание при больших значениях n итерационных методов, требующих вычисления

матрицы Якоби (например, метода Ньютона).

2. Переформулировка дискретной задачи. Дадим эквивалентную формулиров-

ку дискретной задачи (24). Для этого введем две новые неизвестные λ = λj ,

μ = λj+1/2 и расширенный вектор неизвестных U = (u, λ, μ) . Расширенная си-

стема уравнений для определения U включает следующие n+ 2 уравнения:(
1

τ̄jτj
M
(
ū− uj−1

)
−

1

τ̄j
Mvj−1+

+
λ

6
Kū+

μ

3
K
(
ū+ uj−1) +

λj−1

6
Kuj−1 − g

)
i

= 0, (29)

1

12

(
1 +Kū · ū

)
−

1

12
λ = 0, (30)

2

3

(
1 +

1

4
K
(
ū+ uj−1

)
·
(
ū+ uj−1

))
−

2

3
μ = 0, (31)
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Рис. 1. Приближенное решение тестовой задачи 1 при t = T (слева) и его погрешность
(справа) на сетке узлов с шагами h = 1/40 , τ = 3h/8

где λj−1 = 1+Kuj−1 ·uj−1 . Запишем эту систему в виде Φ(U) = 0 . Матрица Якоби

этой расширенной системы является симметричной разреженной невырожденной

матрицей вида2

Φ′(U) =

⎛⎝ A b c
bT −1/12 0
cT 0 −2/3

⎞⎠ , A =
1

τ̄jτj
M +

(λ
6
+

μ

3

)
K,

b =
1

6
Kū, c =

1

3
K
(
ū+ uj−1),

поскольку A является разреженной симметричной положительно-определенной

матрицей. Для решения системы (29)–(31) уже можно использовать метод Нью-

тона. На k -ой итерации он сводится к решению системы линейных алгебраических

уравнений вида

F ′(U (k))(U (k+1) − U (k)) = −F (U (k)), k = 0, 1, . . . ,

для нахождения приближения U (k+1) к решению U . Начальное приближение мож-

но выбрать (например) с предыдущего слоя по времени.

3. Вычислительные эксперименты

Представим результаты решения тестовых задач с известными точными ре-

шениями. Вычисления были организованы с целью определения максимального

порядка точности схемы на гладких решениях в среднеквадратичной норме и се-

точной равномерной норме.

Функции в начальных условиях дискретной схемы равны интерполянтам u0

и v0 . Для решения расширенной системы нелинейных алгебраических уравнений

на каждом слое времени использован итерационный метод Ньютона с начальным

приближением с предыдущего слоя. Во всех рассмотренных случаях метод схо-

дился квадратично. Итерации завершались следующим образом: после того как

равномерная норма разности соседних итераций становилась меньше 10−8 , выпол-

нялась еще одна итерация. При таком условии итерационный метод не оказывал

влияния на погрешность схемы.

Приближенный метод зависит от двух параметров h и τ . Учитывая приближе-

ния, использованные при построении схемы, естественно ожидать, что погрешность

2Верхний индекс T означает операцию транспонирования.
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Табл. 1
Нормы погрешности и порядки сходимости решения теста 1 при τ = 3h/8

h L(u) αL(u) L(v) αL(v) C(u) αC(u) C(v) αC(v)

1/10 1.13 e-1 — 1.14 e-1 — 2.86 e-2 — 5.59 e-2 —

1/20 2.83 e-2 1.99 2.90 e-2 1.98 7.06 e-3 2.02 1.34 e-2 2.06

1/40 7.09 e-3 2.00 7.29 e-3 1.99 1.75 e-3 2.01 3.41 e-3 1.98

1/80 1.77 e-3 2.00 1.83 e-3 2.00 4.40 e-4 1.99 8.51 e-4 2.00

1/160 4.44 e-4 2.00 4.57 e-4 2.00 1.10 e-4 2.00 2.12 e-4 2.01

решения в среднеквадратичной норме имеет второй порядок малости как по h , так
и по τ , т. е. справедлива оценка

L(u) = ‖u− uhτ‖L2(Q) ≤ C (h2 + τ2). (32)

Для экспериментальной проверки этой оценки были проведены следующие вы-

числения: для набора точек сетки n = n1, n2, . . . (в одном направлении) и соответ-

ствующих им шагов сетки h = h1, h2, . . . при τ = c h были найдены приближен-

ные решения задачи с известным точным решением и вычислены величины L(u)
и L(v) . Одновременно были вычислены погрешности C(u) и C(v) , где

C(u) = max
1≤i≤N

max
1≤j≤M

|u(ai, tj)− uhτ (ai, tj)|. (33)

Для вычисления интегралов в определениях L(u) и L(v) использована высоко-

точная составная квадратурная формула. В предположении Eh ≈ C hα, где Eh –

любая из указанных выше норм, и что постоянная C слабо зависит от h , были
найдены значения αi по формуле

αi = log
(
Ehi+1

/Ehi

)
/ log

(
hi+1/hi

)
.

Значения αi ≈ 2 соответствуют ожидаемому значению α = 2 .

Вычислениями было подтверждено, что предложенная схема сохраняет полную

энергию (с точностью до ошибок округления). Как в одномерном, так и двумерном

случаях был решен ряд задач при различных шагах сетки с исходными данными,

удовлетворяющими условиям теоремы 1. По найденным решениям была вычислена

вариация функционала энергии

ΔE = max
t∈ωτ

Eh(uhτ (t), vhτ (t))− min
t∈ωτ

Eh(uhτ (t), vhτ (t)).

Во всех случаях она имела порядок 10−16 ∼ 10−12 в зависимости от шага h , что
свидетельствует о постоянности функционала энергии.

Тестовая задача 1. Рассмотрим одномерное уравнение Кирхгофа на отрезке

[−4, 4] при T = 3 с точным решением u(x, t) = sin(x−t). Для решения задачи была

использована равномерная сетка узлов с шагами h и τ . На рис. 1 представлен гра-

фик приближенного решения и его погрешности. В таблице 1 указана зависимость

от h норм погрешности (32), (33), а также соответствующих им значений α .
Тестовая задача 2. Рассмотрим двумерное уравнение Кирхгофа в квадрате

Ω = [0, 2] × [0, 2] при T = 2 с точным решением u(x, y, t) = sin(2x + 2y) cos(t).
Область Ω разбивалась на треугольные конечные элементы на основе равномер-

ной ортогональной сетки из (n + 1) × (n + 1) узлов после деления одним и тем

же способом каждого элементарного квадрата со стороной h на два треугольни-

ка. Равномерная сетка узлов использовалась также по переменной t (с шагом τ ).
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Рис. 2. Приближенное решение тестовой задачи 2 при t = T (слева) и его погрешность
(справа) на сетке узлов с шагами h = 1/20 , τ = h

Табл. 2
Нормы погрешности и порядки сходимости решения теста 2 при τ = h

h L(u) αL(u) L(v) αL(v) C(u) αC(u) C(v) αC(v)

1/20 1.33 e-2 — 4.68 e-2 — 1.01 e-2 — 7.59 e-2 —

1/40 3.33 e-3 1.99 1.15 e-2 2.02 2.41 e-3 2.07 2.19 e-2 1.80

1/80 8.20 e-4 2.02 2.85 e-3 2.01 5.02 e-4 2.26 5.28 e-3 2.05

1/100 5.23 e-4 2.01 1.81 e-3 2.01 3.19 e-4 2.03 3.39 e-3 1.99

На рис. 2 представлены график приближенного решения и его погрешности на

грубой сетке узлов. В таблице 2 указана зависимость от h норм погрешности (32),

(33), а также соответствующих им значений α .

Результаты, аналогичные приведенным выше, были получены при решении дру-

гих тестовых задач с гладкими решениями. Из них следует, что предложенная схе-

ма позволяет определить как решение задачи, так и его производную по времени

с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в среднеквадратической норме.

Заключение

Предложена неявная двухслойная схема МКЭ для решения нелинейного урав-

нения Кирхгофа. Дискретная схема определяется в терминах решения задачи и его

производной по переменной времени. Показано, что она обеспечивает сохранение

полной энергии на дискретном уровне. Проведено численное исследование точно-

сти предложенной схемы. Численным решением ряда тестовых задач, имеющих

гладкие решения, показано, что она позволяет определить как решение задачи,

так и его производную по времени с погрешностью порядка O(h2 + τ2) в средне-

квадратической норме.
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Abstract

This article presents an implicit two-layer finite element scheme for solving the Kirchhoff
equation, a nonlinear nonlocal equation of hyperbolic type with the Dirichlet integral.
The discrete scheme was designed considering the solution of the problem and its derivative
for the time variable. It ensures total energy conservation at a discrete level. The use of the
Newton method was proven to be effective for solving the scheme on the time layer despite
the nonlocality of the equation. The test problems with smooth solutions showed that the
scheme can define both the solution of the problem and its time derivative with an error of
O(h2+τ 2) in the root-mean-square norm, where τ and h are the grid steps in time and space,
respectively.

Keywords: Kirchhoff equation, finite element method, Petrov–Galerkin method, implicit
scheme, Newton method
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Figure Captions

Fig. 1. Approximate solution of test problem 1 at t = T (on the left) and its error (on the
right) on the grid of nodes with step size h = 1/40 , τ = 3h/8 .

Fig. 2. Approximate solution of test problem 2 at t = T (on the left) and its error (on the
right) on the grid of nodes with step size h = 1/20 , τ = h .
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