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Аннотация

Поставлены и решены задачи гидроупругости для математического моделирования нелиней-
ного отклика стенки узкого канала, заполненного пульсирующей вязкой жидкостью. Исследован
плоский канал с параллельными жесткими стенками для случая продольных колебаний ниж-
ней стенки, имеющей нелинейно-упругое закрепление на торцах, за счет ее взаимодействия через
слой жидкости в канале с противоположной вибрирующей стенкой. Динамика жидкости в канале
изучена в пределах пульсирующего течения Куэтта с учетом инерции ее движения. Движение
нижней стенки канала рассмотрено в рамках модели «масса на пружине», имеющей симметрич-
ную характеристику жесткости с кубической нелинейностью. Учет диссипативных свойств вязкой
жидкости позволяет пренебречь влиянием начальных условий и перейти к рассмотрению крае-
вой задачи математической физики для исследования установившихся вынужденных колебаний
стенки канала. Асимптотический анализ данной задачи методом возмущений позволил свести
ее к рассмотрению нелинейного обыкновенного дифференциального уравнения, обобщающего
уравнение Дуффинга. Его решение проведено методом Крылова – Боголюбова, что позволило
определить нелинейный гидроупругий отклик стенки на основном резонансе в виде ее ампли-
тудной и фазовой частотных характеристик. Указанные характеристики имеют вид неявных
функций, что требует их численного исследования. Приведен пример такого исследования, кото-
рый показал существенное влияние учета инерции движения жидкости и вариации толщины слоя
жидкости в канале на амплитуду колебаний, резонансные частоты, а также частотный диапазон
неустойчивых колебаний со скачкообразным изменением амплитуд.

Ключевые слова: нелинейные гидроупругие колебания, жесткая стенка, вязкая жидкость,
пульсирующее течение Куэтта, нелинейно-упругое закрепление, жесткая кубическая нелиней-
ность, метод возмущений, метод Крылова –Боголюбова, гидроупругий отклик, математическое
моделирование
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Abstract

The problems of hydroelasticity that arise during the mathematical modeling of the nonlinear
response of the wall of a narrow channel filled with pulsating viscous liquid were formulated and solved.
The plane channel has parallel rigid walls, where the bottom wall with nonlinear elastic supports at the
ends undergoes longitudinal vibrations due to its interaction with the opposite vibrating wall through
the liquid layer. The liquid dynamics in the channel were analyzed as a pulsating Couette flow with
the consideration of the liquid inertia. The movement of the bottom wall of the channel was described
using the mass-on-spring model characterized by symmetric stiffness with cubic nonlinearity. With the
dissipative properties of the viscous liquid taken into account, the influence of the initial conditions
became negligible, making it possible to focus on the formulation of a boundary value problem of
mathematical physics for steady-state forced vibrations of the channel wall. Following the asymptotic
analysis by the perturbation method, the problem was reduced to a nonlinear ordinary differential
equation that generalizes the Duffing equation. The equation was solved by the Krylov–Bogolyubov
method, and the nonlinear hydroelastic response of the wall to the primary resonance was determined
in the form of its amplitude- and phase-frequency characteristics. The nonlinear hydroelastic response
characteristics were expressed as implicit functions and require further numerical investigation. An
example of such an investigation was provided, demonstrating that taking into account the liquid
inertia and varying thickness of the liquid layer in the channel significantly affects the amplitude of
vibrations, resonant frequencies, as well as the range of unstable vibrations with sudden amplitude
changes.
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Введение

Моделирование и расчет поведения различных конструкций связаны с рассмотрени-
ем статических и динамических проблем механики. Одно из современных ее направле-
ний составляют задачи гидроаэроупругости, в рамках которых изучается взаимодействие
твердых тел с упругим закреплением или упруго деформируемых тел с жидкостью или
газом [1–3]. Ограничимся ниже кратким указанием работ, наиболее близких к темати-
ке нашего исследования и посвященных колебаниям упругих балок и пластин, а также
твердых тел, взаимодействующих с жидкостью.

В работах [4,5] в линейной постановке решены задачи о свободных колебаниях упругой
круглой пластины, являющейся частью жесткой границы раздела, над которой находит-
ся безграничный объем неподвижной идеальной жидкости. Основной подход указанных
работ – использование разделения переменных и задание пространственной формы коле-
баний пластины, соответствующей случаю ее колебаний в вакууме. В исторически пер-
вой работе [4] использован энергетический метод Рэлея для низшего тона колебаний
жестко защемленной пластины, а в [5] решена связанная задача гидроупругости с уче-
том обертонов пластины для жесткого, шарнирного и сводного опираний ее на контуре.
В [6] подход из [4] дополнен рассмотрением вязкости жидкости путем введения безразмер-
ного параметра, который по факту является обратным значением известного параметра
подобия – числа Уомерсли [7], используемого при изучении напорных пульсирующих дви-
жений вязкой жидкости. В [8] в рамках подхода, аналогичного [5], рассмотрена плоская за-
дача собственных колебаний консольно закрепленной балки Бернулли – Эйлера, окружен-
ной неограниченным объемом вязкой жидкости, и представлены сравнения полученного
решения с экспериментом. Задача динамики жидкости решена в упрощенной постановке
за счет задания экспоненциально убывающего профиля скорости в направлении изгиба
балки.

Как пример исследования статической проблемы гидроупругости следует отметить ра-
боту [9], посвященную определению площади контакта элемента системы жидкостного
охлаждения в виде упругой оболочки плоскоовального сечения с двумя параллельными
жесткими пластинами, между которыми он заключен с начальным зазором, за счет изме-
нения гидростатического давления внутри элемента. Моделирование выполнено в предпо-
ложении плоской деформации при рассмотрении контура поперечного сечения оболочки
как балки-полоски Бернулли –Эйлера. Выполнено сравнение аналитического решения с
поставленным экспериментом, которое показало правомочность предложенного подхода.
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В [10,11] на базе конечно-элементного алгоритма численно исследованы гидроупругая
устойчивость и собственные колебания пластинки, образующей верхнюю стенку канала
прямоугольного сечения, взаимодействующей с потоком идеальной жидкости. Исследова-
ние [11] нацелено на изучение пассивного демпфирования колебаний посредством замыка-
ния внешней электрической цепью из резистора и катушки индуктивности пьезоэлемента,
закрепленного на внешней поверхности пластины. Отметим также пристатейные спис-
ки названных работ, содержащие актуальные источники с информацией по численному
исследованию проблем гидроупругости пластин, в том числе смарт-конструкций с пьезо-
элементами, для реализации активных и пассивных способов управления их колебаниями.

Среди работ о взаимодействии вибрирующих жестких тел с жидкостью выделим
[12–14], посвященные исследованию волновых процессов в идеальной и вязкой жидко-
сти. Возможность подавления амплитуд волн в безнапорном мелководном канале вбли-
зи вибрирующего на дне жесткого штампа установлена в [12], для аналогичного канала
в [13] исследовано взаимодействие нелинейных уединенных волн или группы волн с упру-
го закрепленной жесткой стенкой. Возбуждение и эволюция нелинейных вязких волн при
продольных колебаниях жесткой пластины в вязкой жидкости аналитически исследованы
в [14].

Укажем на экспериментальные исследования взаимодействия жесткого тела и окру-
жающей его вязкой жидкости, помещенных в замкнутую полость, при продольных или
вращательных колебаниях этой полости [15,16]. В данных работах обнаружен эффект виб-
рационной подъемной силы, возникающей в вязкой жидкости вблизи стенки вибрирующей
полости.

Математическое моделирование движения вязкой жидкости за счет продольных виб-
раций жестких или жестких пористых стенок выполнено в [17,18]. В [19] проведено моде-
лирование движения вязкой жидкости при вращательных колебаниях пористой жесткой
сферы, помещенной в нее, а в [20,21] аналитически исследовано движение вязкой жидко-
сти между криволинейными стенками, одна из которых пористая, при их радиальных и
окружных колебаниях.

Отметим также работы [22–24], в которых рассмотрены задачи колебаний твердых
тел на линейно-упругом подвесе, взаимодействующих с вязким газом. В [22] в плоской
постановке исследовано взаимодействие смазочного слоя газа и стенки газодинамиче-
ского подшипника. Упругая податливость стенки за счет давления учитывается в виде
дополнительного изменения толщины слоя газа по линейному закону с коэффициентом
пропорциональности, определяемым модулем упругости материала стенки. Численное мо-
делирование взаимодействия вязкого газа, с учетом термодинамических процессов в нем,
и затвора клапана при его открытии проведено в [23,24]. Движение затвора клапана смо-
делировано в рамках модели «масса на пружине», а для численного решения уравнений
движения газа использован модифицированный метод Годунова. В работах [25, 26] пред-
ставлено аналитическое решение задач о поперечных колебаниях жесткой стенки узкого
канала в виде круглой [25] или прямоугольной [26] пластины на упругом подвесе с ку-
бической нелинейностью, взаимодействующей с пульсирующим слоем газа в канале. Рас-
смотрены плоская [25] и осесимметричная [26] задачи при использовании для газа модели
вязкой баротропной среды в изотермическом состоянии.
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В [27, 28] изучены продольные колебания стенок, имеющих линейно-упругое закреп-
ление на торцах и взаимодействующих с вязкой жидкостью. Случай возбуждения про-
дольных колебаний пластины, закрепленной по торцам на пружинах, совершающей по-
перечные колебания и помещенной в поток вязкой жидкости, ограниченный жесткими
стенками, рассмотрен в [27]. В работе [28] аналитически решена задача о продольных ко-
лебаниях жесткой стенки клиновидного канала, имеющей линейно-упругое закрепление
на торцах. Постановка и решение задачи гидроупругих колебаний торцевой стенки узко-
го плоского канала в случае учета кубической нелинейности ее упругого закрепления и
взаимодействия с вязкой пульсирующей жидкостью, заполняющей канал, осуществлены
в [29].

Проведенный анализ опубликованных исследований показывает, что за рамками рас-
смотрения остались вопросы постановки и решения задачи о продольных колебаниях
стенки узкого канала, имеющей нелинейно-упругое закрепление на торцах, возбужда-
емых вибрацией противоположной стенки через пульсирующий слой вязкой жидкости,
находящейся между ними.

1. Постановка проблемы, основные положения и допущения

Рассмотрим механическую колебательную систему, состоящую из двух параллельных
друг другу жестких стенок, между которыми находится жидкость (см. рис. 1). Стен-
ки рассматриваемого канала представляют собой прямоугольные пластины со сторонами
2𝑙 и 𝑏 . Полагая, что размер 𝑏≫ 2𝑙 , перейдем к рассмотрению плоской задачи. Расстояние
между пластинами 𝛿 ≪ 𝑙 . Законы изменения давления в сечениях канала на его торцах
считаем известными, на левом торце – это 𝑝−𝑙 , а на правом – 𝑝+𝑙 . Верхняя стенка совер-
шает продольные колебания по заданному закону. Нижняя (ведомая) стенка на торцах
имеет нелинейно-упругое закрепление, позволяющее совершать ей только продольные пе-
ремещения за счет взаимодействия с жидкостью в канале. Для определенности считаем,
что торцевое закрепление нижней стенки имеет симметричную характеристику жесткости
с кубической нелинейностью, а амплитуды колебаний стенок канала существенно меньше
его длины 2𝑙 . Жидкость, заполняющую канал, рассмотрим в рамках модели ньютонов-
ской вязкой жидкости. Изменение температуры стенок канала и жидкости считаем незна-
чительным по сравнению с быстро меняющимся колебательным процессом, т. е. положим
ее постоянной в пределах достаточно большого цикла колебаний. Плотность жидкости
примем постоянной, исходя из того, что скорость ее движения, как и скорость движе-
ния стенок канала, значительно меньше скорости звука в изотермическом состоянии, т. е.
характерное число Маха значительно меньше единицы. В связи с рассмотрением изотерми-
ческого состояния примем коэффициент кинематической вязкости жидкости постоянным,
учитывая, что этот коэффициент можно считать не зависящим от давления [30, 31]. Дей-
ствием силы тяжести ввиду узости канала пренебрегаем. Введем декартову систему коор-
динат 𝑂𝑥𝑧 , начало которой расположим в центре внутренней поверхности нижней стенки
канала в невозмущенном состоянии. Учет вязкости жидкости позволяет сосредоточиться
на изучении установившихся вынужденных нелинейных колебаний нижней стенки канала,
так как ее свободные колебания в течение короткого времени затухают [32].

Закон движения верхней стенки считаем гармоническим:

𝑥2 = 𝑥2𝑚𝑓2(𝜔𝑡), 𝑓2(𝜔𝑡) = sin(𝜔𝑡+ 𝜙2), (1)
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здесь 𝑧2𝑚 – амплитуда колебаний верхней стенки, 𝜔 – частота, 𝜙2 – начальная фаза,
𝑡 – время.
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Рис. 1. Схематичный вид колебательной системы в виде узкого плоского канала: 1 – верхняя
(ведущая) стенка канала, совершающая продольные гармонические колебания; 2 – нижняя (ве-
домая) стенка канала, имеющая нелинейно-упругое закрепление на торцах; 3 – вязкая жидкость
Fig. 1. Schematic view of the vibration system in the form of a narrow plane channel: 1 – upper
(driving) wall of the channel performing longitudinal harmonic vibrations; 2 – lower (driven) wall of
the channel with nonlinear elastic supports at the ends; 3 – viscous liquid

Уравнение движения нижней стенки в рамках модели «масса на нелинейно-упругой
пружине» в подходе Лагранжа представим в виде

𝑚1
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝐹 (𝑥1) = 𝑁𝑓 , (2)

где 𝐹 (𝑥1) – восстанавливающая сила нелинейно-упругого закрепления; 𝑁𝑓 – возмущаю-
щая сила, обусловленная вибрацией верхней стенки канала и пульсацией давления на его
торцах; 𝑚1 – масса нижней стенки.

Закон движения нижней стенки представим в виде 𝑥1 = 𝑥1𝑚𝑓1(𝜔*𝑡) , где 𝑥1𝑚 – ампли-
туда нелинейных колебаний нижней стенки, 𝑓1(𝜔*𝑡) – функция времени, 𝜔* – характерная
частота нелинейных колебаний нижней стенки.

Восстанавливающая сила нелинейно-упругого закрепления на торцах имеет линейную
и нелинейную составляющие. Первая пропорциональна смещению нижней стенки, а вто-
рая пропорциональна кубу смещения нижней стенки [33,34], т. е.

𝐹 (𝑥1) = 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1. (3)

Здесь 𝑛1 – коэффициент жесткости линейной составляющей, 𝑛3 – коэффициент жест-
кости нелинейной составляющей. Далее рассматриваем случай жесткой нелинейности, т. е.
полагаем 𝑛3 > 0 .

Возмущающая сила 𝑁𝑓 определяется напряжением сдвига вязкой жидкости
𝑞𝑧𝑥 = 𝜌𝜈

(︀
𝜕𝑉𝑥

𝜕𝑧
+ 𝜕𝑉𝑧

𝜕𝑥

)︀
[30,31], действующим на поверхности контакта нижней стенки с жид-

костью. С учетом того, что представленное соотношение для напряжения соответствует
описанию движения жидкости в подходе Эйлера [30], выражение для возмущающей силы
запишем в виде

𝑁𝑓 =

∫︁ 𝑏

0

∫︁ 𝑙

−𝑙

(︂
𝑞𝑧𝑥 + 𝑥1

𝜕𝑞𝑧𝑥
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

𝑑𝑥𝑑𝑦 = 𝑏𝜌𝜈

∫︁ 𝑙

−𝑙

(︂
1 + 𝑥1

𝜕

𝜕𝑥

)︂(︂
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑧

+
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑥

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑧=0

𝑑𝑥. (4)
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Для определения напряжения сдвига вязкой жидкости необходимо совместно с (2)–(4)
рассмотреть уравнения движения жидкости, т. е. уравнения Навье – Стокса, замыкаемые
уравнением неразрывности для среды постоянной плотности. Для плоской задачи в под-
ходе Эйлера эти уравнения во введенной системе координат можно записать следующим
образом [30,31]:

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑡

+ 𝑉𝑥
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+ 𝑉𝑧
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑧

= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑉𝑥
𝜕𝑧2

)︂
,

𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑡

+ 𝑉𝑥
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑥

+ 𝑉𝑧
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑧

= −1

𝜌

𝜕𝑝

𝜕𝑧
+ 𝜈

(︂
𝜕2𝑉𝑧
𝜕𝑥2

+
𝜕2𝑉𝑧
𝜕𝑧2

)︂
,

𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

+
𝜕𝑉𝑧
𝜕𝑧

= 0.

(5)

Здесь 𝑝 – давление жидкости, 𝑉𝑧 – проекция скорости жидкости на ось 𝑂𝑧 , 𝑉𝑥 – про-
екция скорости жидкости на ось 𝑂𝑥 , 𝜌 и 𝜈 – плотность и кинематический коэффициент
вязкости жидкости соответственно.

Граничные условия уравнений (5) – это условия отсутствия скольжения вязкой жид-
кости на поверхности ее контакта с вибрирующими стенками канала. Эти условия пред-
ставляют собой совпадение скоростей жидкости и стенок канала на границах их контакта:

𝑉𝑥 + 𝑥1𝑚𝑓1(𝜔*𝑡)
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

= 𝑥1𝑚
𝑑𝑓1(𝜔*𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑉𝑧 = 0 при 𝑧 = 0,

𝑉𝑥 + 𝑥2𝑚𝑓2(𝜔𝑡)
𝜕𝑉𝑥
𝜕𝑥

= 𝑥2𝑚
𝑑𝑓2(𝜔𝑡)

𝑑𝑡
, 𝑉𝑧 = 0 при 𝑧 = 𝛿.

(6)

При записи (6) учтено, что движение жидкости рассматривается в подходе Эйлера, а
движение стенок канала – в подходе Лагранжа [30,31].

Кроме того, необходимы граничные условия для давления в торцевых сечениях кана-
ла. Сформулируем их в предположении, что на торцах канал примыкает к достаточно
большим торцевым полостям, заполненным той же жидкостью, давление в которых за-
дано, т. е. пульсирует по известному закону. В этом случае давление в торцевом сечении
канала совпадает с заданным давлением в соответствующей торцевой полости, т. е.

𝑝 = 𝑝−𝑙(𝜔𝑡) при 𝑥 = −𝑙, 𝑝 = 𝑝+𝑙(𝜔𝑡) при 𝑥 = 𝑙. (7)

Изучение режима установившихся вынужденных нелинейных колебаний в рассматри-
ваемой колебательной системе позволяет исключить из рассмотрения начальные условия,
так как их влияние за счет вязкости жидкости быстро перестает сказываться. Таким об-
разом, сформулирована краевая задача гидроупругости (1)–(7) для исследования нели-
нейных продольных колебаний нижней (ведомой) стенки рассматриваемого канала.

2. Асимптотический анализ сформулированной задачи, уравнение
продольных нелинейных гидроупругих колебаний стенки канала

В рассматриваемой постановке имеют место следующие соотношения:

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

∼ 1,
𝑥2𝑚
𝑙

≪ 1,
𝛿

𝑙
≪ 1.
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Учитывая их, введем в рассмотрение два независимых малых параметра 𝜓 = 𝛿/𝑙 ≪ 1 ,
𝜆 = 𝑥1𝑚/𝑙 ≪ 1 и следующие безразмерные переменные:

𝜉 =
𝑥

𝑙
, 𝜁 =

𝑧

𝛿
, 𝜏 = 𝜔*𝑡, 𝑉𝑥 = 𝑥1𝑚𝜔*𝑈𝜉, 𝑉𝑧 = 𝜓𝑥1𝑚𝜔*𝑈𝜁 ,

𝑝 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃, 𝑝−𝑙 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃−𝑙, 𝑝+𝑙 =
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*
𝛿𝜓

𝑃+𝑙.
(8)

В переменных (8) уравнения динамики жидкости (5), их краевые условия (6), (7) и выра-
жение для возмущающей силы (4) примут вид

Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
+ 𝜓2𝜕

2𝑈𝜉

𝜕𝜉2
,

𝜓2Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜁
+ 𝜓2

(︂
𝜓2𝜕

2𝑈𝜁

𝜕𝜉2
+
𝜕2𝑈𝜁

𝜕𝜁2

)︂
,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0,

(9)

𝑈𝜉 + 𝜆𝑓1(𝜏)
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
=
𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 0,

𝑈𝜉 + 𝜆
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
=
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 1,

(10)

𝑃 = 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) при 𝜉 = −1, 𝑃 = 𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) при 𝜉 = 1, (11)

𝑁𝑓 = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

(︂
1 + 𝜆𝑓1(𝜏)

𝜕

𝜕𝜉

)︂ [︂
𝜓2𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

]︂⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (12)

Здесь выделен параметр подобия рассматриваемой задачи Wo2 = 𝛿2𝜔*/𝜈 – квадрат
числа Уомерсли [7, 34].

Пренебрегая в (9), (12) членами при введенном в рассмотрение малом параметре 𝜓2 ,
перейдем аналогично гидродинамической теории смазки [31] к уравнениям тонкого слоя
вязкой жидкости, но с удержанием локальных и конвективных членов инерции:

Wo2
[︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
+ 𝜆

(︂
𝑈𝜉
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+ 𝑈𝜁

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

)︂]︂
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
,

𝜕𝑃

𝜕𝜁
= 0,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0,

(13)

а также получим следующее выражение для возмущающей силы:

𝑁𝑓 = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

(︂
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁
+ 𝜆𝑓1(𝜏)

𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜉𝜕𝜁

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (14)

Проведем асимптотический анализ задачи (13) с граничными условиями (10), (11) ме-
тодом возмущений [35,36]. Для этого рассмотрим следующие разложения искомых функ-
ций по малому параметру 𝜆 :

𝑈𝜉 = 𝑈
(0)
𝜉 + 𝜆𝑈

(1)
𝜉 + . . . , 𝑈𝜁 = 𝑈

(0)
𝜁 + 𝜆𝑈

(1)
𝜁 + . . . , 𝑃 = 𝑃 (0) + 𝜆𝑃 (1) + . . . . (15)
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Подставив (15) в (13), (14) с краевыми условиями (10), (11) и приняв во внимание, что
при движении вязкой жидкости в тонкой щели имеют место регулярные возмущения [35],
ограничимся первым членом разложений (15) для линеаризации уравнений гидродинами-
ки. В результате получим следующую задачу (верхний индекс (0) в приведенных ниже
уравнениях опущен):

– линеаризованные уравнения движения тонкого слоя вязкой жидкости в канале

Wo2
𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜏
= −𝜕𝑃

𝜕𝜉
+
𝜕2𝑈𝜉

𝜕𝜁2
,
𝜕𝑃

𝜕𝜁
= 0,

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜉
+
𝜕𝑈𝜁

𝜕𝜁
= 0, (16)

– уравнение продольного движения нижней стенки канала

𝑚1
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝐹 (𝑥1) = 𝑏𝑙
𝜌𝜈𝑥1𝑚𝜔*

𝛿

∫︁ 1

−1

𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

𝑑𝜉. (17)

Граничные условия уравнений (16) – это условия для давления (11) и линеаризованные
условия на границах контакта жидкости и стенок канала, которые имеют вид

𝑈𝜉 =
𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 0, 𝑈𝜉 =

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0 при 𝜁 = 1. (18)

Построим решение линеаризованных уравнений динамики тонкого слоя вязкой жидко-
сти (16) с граничными условиями (10), (11) методом итерации [37,38]. На первой итерации
положим в первом уравнении (16) Wo2 → 0 , т. е. исключим из рассмотрения инерцию дви-
жения жидкости, что с физической точки зрения эквивалентно рассмотрению ползущего
движения вязкой жидкости в узкой щели. В результате на первой итерации получим сле-
дующее решение:

𝑈𝜉 =
𝜁2 − 𝜁

2

𝜕𝑃

𝜕𝜉
+ (1− 𝜁)

𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
+ 𝜁

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
, 𝑈𝜁 = 0,

𝑃 =
1

2

[︂
𝜉
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀
+
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*) + 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀]︂
.

(19)

На второй итерации проведем уточнение полученного решения (19) учетом влияния
инерции движения вязкой жидкости, положив Wo2 < 1 . Для этого используем найден-
ную компоненту скорости 𝑈𝜉 по (19) и подставим ее в член первого уравнения (16) при
удерживаемом параметре подобия Wo2 , а затем решим полученные уравнения с гранич-
ными условиями (10), (11). В результате найдем выражение для уточненной компоненты
скорости 𝑈𝜉 , а также ее частную производную по координате 𝜁 , определяющую возмуща-
ющую силу (правую часть (17)) в следующем виде:

𝑈𝜉 =

(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀

4
(𝜁2 − 𝜁) +

𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏
(1− 𝜁) +

𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
𝜁+

+
Wo2

48

(︂
𝑑𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏

)︂
(𝜁4 − 2𝜁3 + 𝜁)+ (20)

+
Wo2

6

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑2𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏 2
(𝜁3 − 𝜁) +

𝑑2𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏 2
(3𝜁2 − 𝜁3 − 2𝜁)

)︂
,
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𝜕𝑈𝜉

𝜕𝜁

⃒⃒
⃒⃒
𝜁=0

=

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏

)︂
−
(︀
𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)− 𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

)︀

4
+

+
Wo2

48

(︂
𝑑𝑃+𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑃−𝑙(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏

)︂
− Wo2

6

(︂
𝑥2𝑚
𝑥1𝑚

𝑑2𝑓2(𝜔𝜏/𝜔*)

𝑑𝜏 2
+ 2

𝑑2𝑓1(𝜏)

𝑑𝜏 2

)︂
.

Подставляя (20) в правую часть (17) получили уравнение продольных нелинейных
гидроупругих колебаний стенки в следующем виде:

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+𝐾
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

+ 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1 = 𝐾

𝑑𝑥2
𝑑𝑡

−𝑀
𝑑2𝑥2
𝑑𝑡2

−

−𝑏𝛿
2

(︀
𝑝+𝑙(𝜔𝑡)− 𝑝−𝑙(𝜔𝑡)

)︀
+
𝑏𝛿

2
𝑇

(︂
𝑑𝑝+𝑙(𝜔𝑡)

𝑑𝜏
− 𝑑𝑝−𝑙(𝜔𝑡)

𝑑𝜏

)︂
.

(21)

Здесь 𝑀 = 1
3
𝑏𝑙𝛿𝜌 , 𝐾 = 2𝑙𝑏𝜌𝜈

𝛿
, 𝑇 = 1

12
𝛿2

𝜈
.

3. Определение гидроупругого отклика нижней стенки канала
Уравнение (21) представляет собой обобщенное уравнение Дуффинга, которое допус-

кает периодическое решение [39]. Проведем исследование данного уравнения для случая,
когда законы пульсации давления на левом и правом торцах одинаковы, т. е. 𝑝−𝑙 = 𝑝+𝑙 .
В этом случае в канале имеет место пульсирующее течение Куэтта, а уравнение (21) с
учетом (1) принимает вид

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+𝐾
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

+ 𝑛1𝑥1 + 𝑛3𝑥
3
1 = 𝑥2𝑚𝜔𝐸sin(𝜔𝑡+ 𝜙2 + 𝜙), (22)

где tg(𝜙) = 𝐾
𝑀𝜔

, 𝐸 =
√
𝐾2 +𝑀2𝜔2 , для определенности положим далее 𝜙2 = 0 .

Множитель 𝑥2𝑚𝜔 в (22) представляет собой амплитуду виброскорости верхней стенки
канала. Зададим ее исходя из скорости 1 м/с, т. е. 𝑥2𝑚𝜔 = 𝑘 · 1 м/с, здесь 𝑘 – коэффици-
ент виброперегрузки по скорости. С учетом сделанного замечания проведем решение (22)
методом Крылова –Боголюбова [33]. Для этого представим (22) в следующем виде:

(𝑚1 + 2𝑀)
𝑑2𝑥1
𝑑𝑡2

+ 𝑛1𝑥1 = 𝜀𝑓

(︂
𝑥1,

𝑑𝑥1
𝑑𝑡

)︂
+ 𝜀𝐸1sin(𝜔𝑡+ 𝜙), (23)

приняв 𝜀𝑓
(︀
𝑥1,

𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︀
= 𝜀𝑓(𝑥1) + 𝜀𝑓

(︀
𝑑𝑥1

𝑑𝑡

)︀
= −𝑛3𝑥

3
1 − 𝐾 𝑑𝑥1

𝑑𝑡
, 𝑘𝐸 = 𝜀𝐸1 и введя 𝜀 – условный

малый параметр, отражающий слабую нелинейность и демпфирование в рассматривае-
мой колебательной системе, а также малую амплитуду возмущающей силы. Ограничимся
отысканием решения на главном резонансе, когда

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀
= 𝜔0 ≈ 𝜔 . В этом случае вид

искомого решения (23) представляется как [33]

𝑥1 = 𝑥1𝑚cos(Ψ) = 𝑥1𝑚cos(𝜔𝑡+ 𝜙+ 𝜑). (24)

Здесь Ψ – полная фаза, 𝜑 – сдвиг между фазами свободных колебаний стенки и вынуж-
дающей силы. Выражения для 𝑥1𝑚 и 𝜑 определим из уравнений [33]

𝑑𝑥1𝑚
𝑑𝑡

= 𝜀𝐴1(𝑥1, 𝜑) + . . . ,

𝑑𝜑

𝑑𝑡
= 𝜔0 − 𝜔 + 𝜀Φ1(𝑥1, 𝜑) + . . . ,

(25)

где 𝐴1(𝑥1, 𝜑) , Φ1(𝑥1, 𝜑) – это функции, определяемые как
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𝐴1(𝑥1, 𝜑) = − 1

(𝑚1 + 2𝑀)2𝜋𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓

(︂
𝑑𝑥1
𝑑𝑡

)︂⃒⃒
⃒⃒
𝑥1=𝑥1𝑚cos(Ψ)

sin(Ψ)𝑑Ψ−

− 𝐸1cos(𝜑)
(𝑚1 + 2𝑀)(𝜔0 + 𝜔)

= − 𝐾𝑥1𝑚
2𝜀(𝑚1 + 2𝑀)

− 𝐸1cos(𝜑)
(𝑚1 + 2𝑀)(𝜔0 + 𝜔)

,

Φ1(𝑥1, 𝜑) = − 1

(𝑚1 + 2𝑀)2𝜋𝑥1𝑚𝜔0

∫︁ 2𝜋

0

𝑓(𝑥1)

⃒⃒
⃒⃒
𝑥1=𝑥1𝑚cos(Ψ)

cos(Ψ)𝑑Ψ+

+
𝐸1sin(𝜑)

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚(𝜔0 + 𝜔)
=

3𝑛3𝑥
2
1𝑚

8𝜀(𝑚1 + 2𝑀)𝜔0

+
𝐸1sin(𝜑)

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚(𝜔0 + 𝜔)
.

(26)

Таким образом, в случае установившихся нелинейных колебаний из (25) с учетом (26)
получим с точностью до 𝜀2 следующую систему алгебраических уравнений:

𝐾𝑥1𝑚𝜔 = −𝑘𝐸sin𝜑,

(𝑚1 + 2𝑀)𝑥1𝑚

[︂(︂
𝜔0 +

3𝑥21𝑚
8𝜔0

𝑛3

𝑚1 + 2𝑀

)︂2

− 𝜔2

]︂
= −𝑘𝐸cos𝜑.

(27)

Из этой системы найдем выражения для амплитудной и фазовой характеристик ниж-
ней стенки канала, совершающей установившиеся нелинейные колебания,

𝑥1𝑚 =
𝑘𝐾

𝑚1 + 2𝑀

√︀
1 +𝑀2𝜔2/𝐾2

√︃[︂(︂
𝜔0 +

3𝑥2
1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀

)︂2

− 𝜔2

]︂2
+ 𝐾2𝜔2

(𝑚1+2𝑀)2

, (28)

tg 𝜑 =
𝐾

𝑚1 + 2𝑀

𝜔
(︁
𝜔0 +

3𝑥2
1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀

)︁2
− 𝜔2

. (29)

Заметим, что в (28), (29) можно выделить частоту 𝜔* = 𝜔0+
3𝑥2

1𝑚

8𝜔0

𝑛3

𝑚1+2𝑀
, которая пред-

ставляет собой частоту колебаний консервативной нелинейной системы с жесткой нели-
нейностью (характерная частота нелинейных колебаний нижней стенки). Данная частота
определяет скелетную характеристику, задающую изменение собственных частот консер-
вативной нелинейной колебательной системы с жесткой нелинейностью 𝜔2

* = 𝜔2
0+

3
4

𝑥2
1𝑚𝑛3

𝑚1+2𝑀
.

Вводя в рассмотрение безразмерную частоту 𝜂2 =
(︀

𝜔
𝜔0

)︀2
= 𝜔2 𝑚1+2𝑀

𝑛1
, скелетную харак-

теристику для данной частоты 𝜂2* = 1 + 3
4

𝑥2
1𝑚𝑛3

𝑛1
и обозначение 𝐷 = 𝐾√

𝑛1(𝑚1+2𝑀)
, представ-

ляем (28), (29) как

𝑥1𝑚 =
𝑘𝐾

𝑛1

√︁
1 + 𝑀2

𝐾2
𝑛1

𝑚1+2𝑀
𝜂2

√︀
(𝜂2* − 𝜂2)2 +𝐷2𝜂2

, (30)

tg(𝜑) =
𝐷𝜂

𝜂2* − 𝜂2
. (31)

Таким образом, выражения (28), (29) или (30), (31) определяют основной гидроупругий
отклик нижней стенки рассматриваемого канала, т. е. отклик на основном резонансе.
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4. Численное моделирование основного гидроупругого отклика стенки
канала при пульсирующем течении Куэтта

Найденные характеристики (30), (31) представляют собой неявные функции, что тре-
бует их численного исследования. Заметим, что данные выражения допускают следую-
щие частные случаи: 𝑀 = 0 – исключение из рассмотрения инерции движения жидкости,
что эквивалентно полаганию в уравнениях динамики пульсирующего слоя вязкой жидко-
сти (16) Wo2 → 0 ; 𝑛3 = 0 – переход к рассмотрению стенки, имеющей линейно-упругое
закрепление на торцах. В последнем случае (30), (31) представляют собой явные функ-
ции, допускающие непосредственное вычисление амплитуды и фазы колебаний стенки по
заданной частоте возмущающей силы.

Для примера реализации численного моделирования рассмотрим канал со следу-
ющими параметрами: 𝑙 = 0.15 м, 𝛿 = 10−3 м, 𝑏 = 8𝑙 , 𝑚1 = 3 кг, 𝜌 = 1.84 · 103 кг/м3 ,
𝜈 = 2.53 · 10−5 м2/c, 𝑛1 = 5 · 104 Н/м, 𝑛3 = 5 · 108 Н/м3 . При моделировании было про-
ведено численное построение характеристик (30), (31) для следующих случаев:

1) взаимодействие стенки со слоем жидкости при учете инерции пульсирующего тече-
ния Куэтта для различных значений коэффициента виброперегрузки по скорости;

2) взаимодействие стенки со слоем жидкости без учета инерции последней (ползу-
щее течение Куэтта, т. е. когда в (30), (31) положим 𝑀 = 0) при различных значениях
коэффициента виброперегрузки по скорости;

3) взаимодействие пластины с пульсирующим слоем жидкости при учете инерции его
движения при варьировании значений коэффициента виброперегрузки по скорости и тол-
щины слоя жидкости;

4) взаимодействие пластины с пульсирующим слоем жидкости для случая ползущего
течения Куэтта при варьировании толщины слоя жидкости. Результаты расчетов пред-
ставлены ниже на рис. 2–5.

Заметим, что при исключении из рассмотрения нелинейности упругого закрепления
стенки канала на торцах, т. е. при полагании в (30) и (31) 𝑛3 = 0 , имеют место известные
кривые амплитудных и фазовых частотных характеристик, соответствующих гармониче-
скому осциллятору [32].

Выводы и заключение

В работе поставлена и решена задача гидроупругости для исследования продольных
колебаний абсолютно жесткой стенки узкого канала, имеющей нелинейно-упругое закреп-
ление на торцах. Рассмотрен случай вынужденных установившихся колебаний стенки за
счет ее взаимодействия с противоположной вибрирующей стенкой через пульсирующий
слой вязкой жидкости, заполняющей канал. Учет диссипативных свойств вязкой жидко-
сти в узком канале дает возможность исключить из рассмотрения в исследуемой колеба-
тельной системе начальные условия, так как их влияние быстро перестает сказываться,
и ограничиться постановкой краевой задачи математической физики (2)–(7). Проведен-
ный асимптотический анализ поставленной задачи позволил показать, что исходная зада-
ча может быть сведена к рассмотрению нелинейного обыкновенного дифференциального
уравнения (21), обобщающего уравнение Дуффинга. Решение этого уравнения для случая
пульсирующего течения Куэтта с учетом инерции движения вязкой жидкости в узком
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канале выполнено с использованием метода Крылова – Боголюбова. На базе полученно-
го решения определен гидроупругий отклик стенки канала в виде нелинейных ампли-
тудной (30) и фазовой (31) частотных характеристик, представляющих собой неявные
функции от амплитуды и частоты колебаний. Анализ данных характеристик и численное
моделирование их поведения позволили сделать следующие выводы.

Вязкость жидкости, а также геометрические размеры канала полностью определяют
значение коэффициента демпфирования в (21), т. е. демпфирующие свойства в рассмат-
риваемой колебательной системе. Кроме того, учет инерции движения жидкости обуслав-
ливает увеличение инерционных свойств нелинейной колебательной системы, что прояв-
ляется в возникновении дополнительных членов в уравнении нелинейных гидроупругих
колебаний (21) и дополнительной, так называемой присоединенной массы 𝑀 . Данная мас-
са также определяется физическими свойствами жидкости и геометрическими размерами
канала.

Результаты моделирования, представленные на рис. 2–5, указывают на важность при-
нятия во внимание инерции пульсирующего течения Куэтта при исследовании нелинейных
колебаний нижней стенки рассматриваемого канала. А именно, сравнив характеристи-
ки на рис. 3 и 4, пришли к выводу, что при ползущем течении Куэтта (рис. 4), когда
в (30), (31) принято 𝑀 = 0 , т. е. инерция жидкости исключена из рассмотрения, наблю-
дается снижение амплитуд колебаний и уменьшение значений резонансных частот. В ре-
зультате этого имеем менее интенсивный изгиб характеристик кривых (30), (31) вправо.
Известно [39], [40], что в области изгиба амплитудных характеристик нелинейных коле-
бательных систем с кубической нелинейностью наблюдается скачкообразное изменение
амплитуд колебаний. Следовательно, исключение инерции движения жидкости приводит
к занижению границ области частот, на которых возможно возникновение неустойчивых
колебаний со скачкообразным изменением амплитуд, а также заниженным оценкам ампли-
туд колебаний стенки. Увеличение коэффициента виброперегрузки по скорости приводит
к росту как амплитуд колебаний, так и резонансных частот, и, как следствие, увеличению
изгиба амплитудных и фазовых характеристик, как в случае учета инерции жидкости,
так и при исключении инерции движения жидкости из рассмотрения.

Кроме того, моделирование показало существенное влияние толщины слоя жидкости
на нелинейные колебания стенки. Например (см. рис. 4), при учете инерции движения
жидкости увеличение толщины слоя жидкости при фиксированных значениях ампли-
туды виброскорости противоположной стенки ведет к существенному росту амплитуд
колебаний нижней стенки канала. С другой стороны (см. рис. 5), при исключении из
рассмотрения инерции движения жидкости и фиксации коэффициента виброперегрузки
по скорости, уменьшение толщины слоя жидкости приводит к расширению резонансной
области (увеличению добротности), что непосредственно следует из аналитических выра-
жений для (30), (31).

Сформулированная в работе новая математическая модель и представленные резуль-
таты численного моделирования гидроупругого отклика стенки узкого канала, имеющей
нелинейно-упругое закрепление на торцах, за счет взаимодействия со слоем вязкой жид-
кости при пульсирующем течении Куэтта, могут быть использованы для анализа работы
элементов гидроприводов и динамических гидропередач, а также найти применение в
технологиях неразрушающей вибрационной диагностики различных изделий современно-
го машиностроения.
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а)

, рад

b)
Рис. 2. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 0.6 ; 3 – коэффициент виб-
роперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1

соответствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =
√︁

𝑛1
𝑚1+2𝑀

Fig. 2. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 ; 2 – the coefficient determining vibration overload by speed 𝑘 = 0.6 ; 3 – the coefficient
determining vibration overload by speed 𝑘 = 1.2 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

а)

, рад

b)
Рис. 3. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 0.6 ; 3 – коэффициент виб-
роперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1

соответствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =
√︁

𝑛1
𝑚1

Fig. 3. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 ; 2 – the coefficient determining vibration overload by speed 𝑘 = 0.6 ; 3 – the coefficient
determining vibration overload by speed 𝑘 = 1.2 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1
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а)

, рад

b)
Рис. 4. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при учете инерции пульсирующего течения Куэтта: 1 – коэффициент виброперегрузки по
скорости 𝑘 = 0.3 и толщина слоя жидкости 2𝛿 ; 2 – коэффициент виброперегрузки по скорости
𝑘 = 0.6 и толщина слоя жидкости 1.5𝛿 ; 3 – коэффициент виброперегрузки по скорости 𝑘 = 1.2 и
толщина слоя жидкости 𝛿 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1 соответ-
ствует размерная частота 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

Fig. 4. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
considering the inertia of the pulsating Couette flow: 1 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.3 and the liquid layer thickness 2𝛿 ; 2 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 0.6 and the liquid layer thickness 1.5𝛿 ; 3 – the coefficient determining vibration overload
by speed 𝑘 = 1.2 and the liquid layer thickness 𝛿 ; 4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency
𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1

𝑚1+2𝑀

а)

, рад

b)
Рис. 5. Гидроупругий отклик стенки канала, амплитудная характеристика (а) и фазовый сдвиг
(б) при ползущем пульсирующем течении Куэтта и коэффициенте виброперегрузки по скорости
𝑘 = 1.5 : 1 – толщина слоя жидкости 2𝛿 ; 2 – толщина слоя жидкости 1.5𝛿 ; 3 – толщина слоя
жидкости 𝛿 ; 4 – скелетная кривая 𝜂* ; здесь безразмерной частоте 𝜂* = 1 соответствует размерная
частота 𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1

Fig. 5. Hydroelastic response of the channel wall, amplitude characteristic (a) and phase shift (b)
under the creeping pulsating Couette flow with the coefficient determining vibration overload by speed
𝑘 = 1.5 : 1 – liquid layer thickness 2𝛿 ; 2 – liquid layer thickness 1.5𝛿 ; 3 – liquid layer thickness 𝛿 ;
4 – backbone curve 𝜂* ; the dimensionless frequency 𝜂* = 1 corresponds to the dimensional frequency
𝜔* = 𝜔0 =

√︁
𝑛1
𝑚1
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