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Аннотация

Проведен анализ построенных аналитических решений задач о макромасштабных изгибно-
сдвиговых и чисто поперечно-сдвиговых формах потери устойчивости (ФПУ) тест-образцов из
волокнистых композитов со структурой [0∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев), а также мезомасштабных
поперечно-сдвиговых ФПУ их периферийных слоев при осевом сжатии. Рассмотрены материалы,
которые характеризуются физически нелинейной зависимостью лишь между формирующимися
поперечными касательными напряжениями и соответствующими сдвиговыми деформациями. Ре-
шения получены при использовании трех вариантов линеаризованных уравнений равновесия в
возмущенном состоянии, основанных на простейшей уточненной модели С.П. Тимошенко; ап-
проксимации прогиба линейным законом, а осевых перемещений – кубическим полиномом по
поперечной координате при предварительном удовлетворении граничным условиям по тангенци-
альным усилиям (первый уточненный вариант теории; модель типа Редди – Немировского) и без
предварительного удовлетворения таким условиям (второй уточненный вариант теории). В ис-
пользованных линеаризованных уравнениях физическая нелинейность материала учтена в соот-
ветствии с концепцией Шенли на основе рассмотрения касательного модуля поперечного сдвига.
Дано сравнение теоретических результатов с экспериментальными.
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Abstract
The analytical solutions for the problems of macroscale flexural-shear and purely transverse-shear

buckling modes of test specimens made of fiber-reinforced composites with a [0∘]𝑠 layup (𝑠 denoting
the number of laminas) were analyzed, as well as the problems of mesoscale transverse-shear buckling
modes of their peripheral layers under axial compression. Composite materials characterized by a
physically nonlinear relationship only between transverse tangential stresses and the corresponding
shear strains were examined. The solutions were obtained using three variants of linearized equations
of the equilibrium in a perturbed state: based on the simplest refined S.P. Timoshenko’s model; from a
linear approximation of the deflection and a cubic polynomial approximation of the axial displacements
in the transverse coordinate with the preliminary satisfaction of the boundary conditions for tangential
forces (the first refined version of the theory; Reddy–Nemirovsky model type); and without the
preliminary satisfaction of such conditions (the second refined version of the theory). The physical
nonlinearity of the material was incorporated in the linearized equations following the Shanley concept
by introducing the tangential shear modulus. The theoretical data were compared with the experimental
results.

Keywords: fiber-reinforced composite, test specimen, compression, theoretical study,
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Введение

Несмотря на имеющуюся теорию деформирования и разрушения композиционных ма-
териалов, развитую за последние 50 лет и, казалось бы, вполне законченную, исследова-
ниям в области механики деформирования и разрушения волокнистых композитов вплоть
до настоящего времени уделяется значительное внимание как зарубежными, так и отече-
ственными исследователями [1–9].

Широкий круг задач о разрушении волокнистых композитных материалов описан в
монографии [10]. В ней выделены основные и наиболее характерные формы разрушения
типичных тест-образцов при сжатии, которые приведены на рис. 1.

Рис. 1. Возможные виды разрушения при сжатии композитных образцов: a) смятие по торцам,
b) макровыпучивание, c) выщелкивание полоски, d) расслоение посередине, e) образование по-
лосы сдвига
Fig. 1. Possible failure modes of composite specimens under compression: a) end crushing,
b) macrobuckling, c) strip delamination, d) delamination in the middle, e) shear band formation

Современные общеупотребительные стандарты испытаний композиционных матери-
алов на сжатие требуют использования специальных захватов, которые в зависимости
от своей конструкции могут реализовать один из трех видов передачи нагрузки на
тест-образец (см. рис. 2). В экспериментальной механике наиболее благоприятной с точки
зрения отсутствия концентрации напряжений считается третья схема приложения усилий
на сжатие, в которой за счет клиновых захватов и торцевого упора нагрузка на тест-
образец передается через три компоненты напряжений: осевую 𝜎0

11 , касательную 𝜎0
13 и

поперечную сжимающую 𝜎0
33 .

Одно из направлений исследований в механике деформирования композитных волок-
нистых материалов связано с задачами о внутренних и поверхностных формах потери
устойчивости армирующей и связующей фаз. Связано это с тем, что при разрушении
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слоистых композитов одной из причин разрушения является потеря устойчивости арми-
рующей фазы, что может привести к разрушению всей структуры материала в целом.
В этой области исследований опубликованы монографии [11,12].

Рис. 2. Схемы нагружения образцов при испытаниях на сжатие: 1) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 = 0
(︀
𝜎0
13 = 0

)︀
;

2) 𝜎0
33 ̸= 0

(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀
, 𝜎0

11 = 0 ; 3) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0
(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀

Fig. 2. Diagrams of loading modes during the compression tests: 1) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 = 0
(︀
𝜎0
13 = 0

)︀
;

2) 𝜎0
33 ̸= 0

(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀
, 𝜎0

11 = 0 ; 3) 𝜎0
11 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0
(︀
𝜎0
13 ̸= 0

)︀

Вид разрушения, связанный с потерей устойчивости армирующей фазы, описан в спра-
вочнике [13] и работе [14]. Эти результаты получили развитие в [1, 15–18]. Общий анализ
полученных результатов и направлений дальнейших исследований можно найти в рабо-
тах обзорного характера [4, 19–21]. Уточненные модели деформирования тест-образцов,
сжатых вдоль волокон, предложены авторами в статьях [22,23].

1. Физико-механические характеристики волокнистого композита
на полимерной основе в осях ортотропии

Экспериментальное определение физико-механических характеристик композитных
материалов (КМ) на основе проведения тех или иных испытаний является неотъемле-
мой частью технологического процесса проектирования и изготовления с их применением
конструкций того или иного назначения. Для волокнистых КМ на полимерной основе в со-
ответствии с существующими стандартами испытания проводят, как правило, на плоских
тест-образцах, имеющих толщину ℎ и ту или иную ориентацию волокон, расположенных в
матрице. Наиболее простыми в реализации являются испытания на растяжение образцов
со структурами [0∘]𝑠 и [90∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев в образце) с волокнами, располо-
женными вдоль и поперек направления действующей нагрузки и имеющими небольшие
значения 𝑠 и толщины ℎ . Для КМ с углеродными волокнами характерными являют-
ся диаграммы нагружения, являющиеся линейными вплоть до разрушения образцов.
Исходя из результатов таких испытаний, для монослоя композита определяют модули
упругости первого рода 𝐸+

1 (в направлении волокон), 𝐸+
2 (в направлении поперек воло-

кон) и коэффициент Пуассона 𝜈+12. Они связаны с другим коэффициентом Пуассона 𝜈+21
зависимостью 𝐸+

1 𝜈
+
21 = 𝐸+

2 𝜈
+
12 . Определяют также предельные напряжения 𝜎+*

1 и 𝜎+*
2 в

направлениях осей ортотропии 𝑥1 и 𝑥2 , при достижении которых в условиях растяжения
происходит разрушение образца. Заметим, что для волокнистого композитного материала,
изготовленного из препрега HSE 180 REM на основе углеленты с прямолинейными волок-
нами, указанные характеристики, найденные в работе [24] и использованные в статьях
[25, 26], равны 𝐸+

1 = 133 ГПа, 𝐸+
2 = 5.9 ГПа, 𝜈+12 = 0.29 , 𝜈+21 = 0.0126 , 𝜎+*

1 = 2490 МПа,
𝜎+*
2 = 17.2 МПа. Более сложными в реализации являются испытания на сжатие тест-

образцов со структурами [0∘]𝑠 , [90∘]𝑠 и [±45∘]2𝑠 в силу возможной потери ими устой-
чивости по той или иной форме и наблюдаемого продольно-поперечного изгиба (хотя и
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малого), особенно при выдержке тест-образца под нагрузкой в течение длительного вре-
мени. При испытаниях на сжатие до разрушения тест-образцов со структурами [0∘]𝑠 и
[90∘]𝑠 соответствующие диаграммы деформирования 𝜎−

1 = 𝜎−
1 (𝜀1) и 𝜎−

2 = 𝜎−
2 (𝜀2) с боль-

шой степенью точности допустимо считать линейными вплоть до разрушения образцов, а
определяемые на их основе модули упругости 𝐸−

1 , 𝐸
−
2 и коэффициенты Пуассона 𝜈−12, 𝜈

−
21

– практически совпадающими со значениями 𝐸+
1 , 𝐸

+
2 , 𝜈

+
12, 𝜈

+
21 . Однако определяемое при

этом предельное напряжение 𝜎−*
1 , при достижении которого в условиях сжатия проис-

ходит разрушение образца, оказывается намного ниже значения 𝜎+*
1 . В соответствии с

результатами многочисленных исследований ([1–9] и др.) допустимо считать, что пре-
дельное напряжение 𝜎−*

1 сжатия тест-образца, имеющего структуру [0∘]𝑠 , соответствует
потере им устойчивости по чисто поперечно-сдвиговой форме, которая реализуется при
значении касательного модуля поперечного сдвига 𝐺̃−*

13 материала тест-образца в плоско-
сти 𝑥1, 𝑥3 = 𝑧 , равном 𝐺̃−*

13 = 𝜎−*
1 . Такой вид разрушения образца (рис. 1, е) реализуется

только при соответствующих немалой его толщине ℎ и короткой рабочей длине 𝐿 между
захватами приспособления, используемого при испытаниях (рис. 2).

Для определения модуля сдвига 𝐺12 в осях ортотропии 𝑥1, 𝑥2 проводят испытания
на растяжение и сжатие тест-образцов со структурой [±45∘]2𝑠 с четным числом моно-
слоев 2𝑠 . Их результатом являются диаграммы деформирования, дающие зависимости
𝜎+
𝑥 = 𝜎+

𝑥 (𝜀+𝑥 ) между нормальными напряжениями растяжения (𝜎+
𝑥 ) и сжатия (𝜎−

𝑥 ) об-
разца и соответствующими осевыми деформациями в направлении растяжения (𝜀+𝑥 ) и
сжатия (𝜀−𝑥 ) (рис. 3, а), а также предельные напряжения 𝜎+*

𝑥 и 𝜎−*
𝑥 , при достижении

которых происходит разрушение образца. Исходя из таких диаграмм деформирования
образца, при использовании выведенных в [27,28] соотношений вида

𝜎±
12 =

𝜎±
𝑥

2
, 𝛾±12 =

2
(︀
1 + 𝜈±𝑥𝑦

)︀

2 + 𝜀±𝑥
(︀
1− 𝜈±𝑥𝑦

)︀𝜀±𝑥 ≈
(︀
1 + 𝜈±𝑥𝑦

)︀
𝜀±𝑥 (1)

можно построить диаграммы деформирования при сдвиге 𝜎±
12 = 𝜎±

12

(︀
𝛾±12
)︀

(рис. 3, b), да-
ющие зависимости между касательными напряжениями 𝜎±

12 и соответствующими сдвиго-
выми деформациями 𝛾±12 в осях ортотропии 𝑥1, 𝑥2 (𝑎0 = 𝐿/𝑏 , ℎ0 = 𝐿/ℎ ; 𝐿, 𝑏 – длина и
ширина образца).

Диаграммы деформирования, приведенные для указанного выше композита (рис. 3, a),
позволяют установить зависимости между секущими (𝐸̂±

𝑥 = tan𝜙± ) и касательными
(𝐸̃±

𝑥 = tan𝜙± ) модулями упругости и осевыми деформациями |𝜀±𝑥 | . Они изображены для
тест-образцов с указанными выше параметрами 1 и 2 (рис. 4, a и 4, b).

В соответствии с рис. 4 зависимости между 𝜎±
𝑥 и 𝜀±𝑥 представим в виде

𝜎±
𝑥 = 𝐸̂±

𝑥

(︀⃒⃒
𝜀±𝑥
⃒⃒)︀
𝜀±𝑥 , (2)

а зависимости между приращениями ∆𝜎±
𝑥 и ∆𝜀±𝑥 – в виде

∆𝜎±
𝑥 = 𝐸̃±

𝑥

(︀⃒⃒
𝜀±𝑥
⃒⃒)︀
∆𝜀±𝑥 . (3)

При использовании уравнения (1) соотношение (2) преобразуем к виду

𝜎±
12 = 𝐺̂±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀
𝛾±12, (4)

где

𝛾±12 =
𝛾±12

1 + 𝜈±𝑥𝑦
, 𝐺̂±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

=
𝐸̂±

𝑥

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

2(1 + 𝜈±𝑥𝑦)
. (5)
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a b

Рис. 3. Диаграммы деформирования (МПа): 1 – растяжение длинных образцов (𝑎0 = 4.4 ,
ℎ0 = 196); 2 – сжатие коротких образцов (𝑎0 = 1 , ℎ0 = 5.7); 3 – сжатие длинных образцов
(𝑎0 = 2.8 , ℎ0 = 37)
Fig. 3. Stress-strain diagrams (MPa): 1 – tension of long specimens (𝑎0 = 4.4 , ℎ0 = 196);
2 – compression of short specimens (𝑎0 = 1 , ℎ0 = 5.7); 3 – compression of long specimens (𝑎0 = 2.8 ,
ℎ0 = 37)

Аналогичным образом вместо (3) можно получить соотношение

∆𝜎±
12 = 𝐺̃±

12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀
∆𝛾±12, (6)

где

𝐺̃±
12

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

=
𝐸̃±

𝑥

(︀⃒⃒
𝛾±12
⃒⃒)︀

2(1 + 𝜈±𝑥𝑦)
. (7)

Для рассматриваемого композита со структурой [±45∘]2𝑠 , изготовленного из препрега
HSE 180 REM, построенные зависимости (6) и (7) приведены для тест-образцов 1 и 2
(рис. 5, a и 5, b).

Приведенные выше результаты свидетельствуют о том, что поведение тест-образца во-
локнистого композита со структурой [±45∘]2𝑠 при сжатии достаточно сильно отличается от
его поведения в условиях растяжения. Более надежными и достоверными следует считать
результаты, соответствующие растяжению, так как они получены при использовании до-
статочно длинных образцов, обеспечивающих однородность формирующихся параметров
напряженно-деформированного состояния (НДС) как по ширине, так и по длине рабочей
части образца.

Такую однородность параметров НДС не удается обеспечить при испытаниях образцов
на сжатие по существующим в настоящее время стандартам из-за малой рабочей длины
испытываемых образцов. Отмеченное различие в результатах, в частности, обусловлено
тем, что в слоях связующего материала, в которых формируется преимущественно сдвиго-
вое НДС, а в волокнах и пучках волокон – преимущественно одноосное НДС растяжения
или сжатия [27], как при нагружении, так и разгрузке конструкции происходят, как бы-
ло установлено в [28], структурные изменения в композите частично из-за деградации
связующего материала, а преимущественно из-за внутренних форм потери устойчивости
волокон и пучков волокон на микро- и мезомасштабах [29–31].
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a b

Рис. 4. Зависимости между секущими 𝐸̂±
𝑥 = 𝐸̂±

𝑥 (|𝜀±𝑥 |) и касательными 𝐸̃±
𝑥 = 𝐸̃±

𝑥 (|𝜀±𝑥 |) модуля-
ми упругости и осевыми деформациями образца (пунктирная линия – растяжение, сплошная
линия – сжатие), ГПа
Fig. 4. Dependencies between secant 𝐸̂±

𝑥 = 𝐸̂±
𝑥 (|𝜀±𝑥 |) and tangent 𝐸̃±

𝑥 = 𝐸̃±
𝑥 (|𝜀±𝑥 |) moduli of elasticity

and axial strain of the specimen (dashed line – under tension, solid line – under compression), GPa

a b

Рис. 5. Зависимости между секущими 𝐺̂±
12 = 𝐺̂±

12(|𝛾±12|) и касательными 𝐺̃±
12 = 𝐺̃±

12(|𝛾±12|) моду-
лями сдвига и сдвиговыми деформациями (при растяжении – пунктирная линия, при сжатии –
сплошная линия), ГПа
Fig. 5. Dependencies between secant 𝐺̂±

12 = 𝐺̂±
12(|𝛾±12|) and tangent 𝐺̃±

12 = 𝐺̃±
12(|𝛾±12|) shear moduli

and shear strain of the specimen (dashed line – under tension, solid line – under compression), GPa

В связи с изложенным в дальнейшем при проведении расчетов будем использовать
результаты, соответствующие растяжению образцов. Из рис. 5 видно, что на началь-
ном участке нагружения при 𝛾12 = 0 касательный модуль сдвига 𝐺̃+

12 = 4.2 ГПа. Далее
на участке до 𝛾12 = 0.017 он резко убывает и достигает практически нулевого значе-
ния (𝐺̃+

12 = 47 МПа) при 𝛾12 = 0.044 . Рассмотрим на диаграмме 𝐺̃+
12 = 𝐺̃+

12(𝛾12) точки
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(𝐺0, 0) , (𝐺*, 𝛾*) и (𝐺𝑝, 𝛾𝑝) , имеющие координаты: 𝐺̃+
12 = 𝐺0 , 𝛾12 = 0 , 𝐺̃+

12 = 𝐺* , 𝛾12 = 𝛾*
и 𝐺̃+

12 = 𝐺𝑝 , 𝛾12 = 𝛾𝑝 . В них величина 𝐺* соответствует найденному в [25] предельному
напряжению сжатия образца, численно равному осредненному модулю поперечного сдви-
га композита при потере устойчивости образца по чисто поперечно-сдвиговой форме (по
этому значению 𝐺* на диаграмме можно определить соответствующее значение сдвиговой
деформации 𝛾12 = 𝛾* ), а значения 𝐺𝑝 и 𝛾𝑝 являются на диаграмме экстремальными и со-
ответствуют началу разрушения образца. В результате для аналитического представления
функции 𝐺̃+

12 = 𝐺̃+
12(𝛾12) допустимо использование аппроксимационной формулы

𝐺̃+
12 = 𝐺0 +𝐺(1) |𝛾12|+𝐺(2)𝛾212, (8)

где величины 𝐺(1) и 𝐺(2) определяются по формулам, приведенным в работе [24].

2. Решения задач о макро- и мезомасштабных формах потери устойчивости
при сжатии тест-образца со структурой [0∘]𝑠 на основе уравнений

простейшей уточненной теории типа С.П. Тимошенко
Рассмотрим стержень (тест-образец) из однонаправленного волокнистого композита со

структурой [0∘]𝑠 , для которого имеет место равенство

𝐺13 = 𝐺12(𝛾12). (9)

Стержень имеет прямоугольное поперечное сечение, толщину ℎ , ширину 𝑏 , длину 𝐿
и подвержен осевому сжатию силой 𝑃 . Задача о таком изгибе по уточненной сдвиговой
модели С.П. Тимошенко [32,33] может быть описана следующими уравнениями

𝐷𝛾′′ − 𝐵̂13(𝑤
′ + 𝛾) = 0,

[︁
𝐵̂13(𝑤

′ + 𝛾)
]︁′
− 𝑃𝑤′′ = 0,

(10)

где 𝑤 – прогиб осевой линии; 𝛾 – угол поворота поперечного сечения 𝑥 = const;
𝐷 = 𝐸1ℎ

3/12 – изгибная жесткость; 𝐵̂13 = 𝑘𝑐𝐺̂13ℎ – поперечная сдвиговая жесткость,
в которой 𝑘𝑐 – коэффициент поперечного сдвига; 𝐺̂13 = 𝐺̂13(𝛾13) – секущий модуль по-
перечного сдвига, определяемый (исходя из диаграммы вида рис. 3, a) в предположении
𝐺13 = 𝐺12 при заданном значении 𝑃 и достигнутом уровне деформации поперечного сдви-
га 𝛾13 = 𝑤′ + 𝛾 .

При возрастании внешней силы 𝑃 , как было установлено в [34, 35], в окрестностях
поперечных сечений стержня 𝑥 = 0 и 𝑥 = 𝐿 будут формироваться касательные напряже-
ния 𝜎13(𝑥, 𝑧) и, как следствие, будут уменьшаться модули поперечного сдвига 𝐺̂13 и 𝐺̃13 .
С целью проведения качественного анализа предположим, что при некотором критическом
значении нагрузки 𝑃 = 𝑃𝑐𝑟 , наряду со сформированным напряженно-деформированным
состоянием, возможно существование и смежного равновесного состояния, переход к ко-
торому осуществляется за счет приращений неизвестных функций ∆𝑤 и ∆𝛾 в рамках
чисто упругой модели деформирования, когда в возмущенном состоянии для приращения
функций имеет место зависимость

∆𝜎13 = 2𝐺̃13∆𝜀13 = 𝐺̃13(∆𝑤
′ +∆𝛾), (11)

где 𝐺̃13 – касательный модуль поперечного сдвига в плоскости 𝑥𝑧 , который с целью упро-
щения будем считать постоянным по всей длине стержня.
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Записав вместо уравнений равновесия (10) уравнения возмущенного равновесного со-
стояния относительно функций 𝑤* = 𝑤+∆𝑤 и 𝛾* = 𝛾+∆𝛾 и использовав уравнения (10)
невозмущенного состояния, получим

𝐷∆𝛾′′ − 𝐵̃13(∆𝑤
′ +∆𝛾) = 0,

𝐵̃13(∆𝑤
′′ +∆𝛾′)− 𝑃𝑐𝑟∆𝑤

′′ = 0,
(12)

где принято предположение, что жесткость 𝐵̃13 = 𝑘𝑐𝐺̃13ℎ является постоянной по всей
длине образца и равна минимальной достигнутой жесткости в одном из поперечных
сечений, указанных выше. Использовав во втором уравнении системы (12) зависимость
∆𝑤′ = 𝐷

𝐵̃13
∆𝛾′′ −∆𝛾 , следующую из первого уравнения, получим уравнение

𝐷

(︂
1− 𝑃𝑐𝑟

𝐵̃13

)︂
∆𝛾′′′ + 𝑃𝑐𝑟∆𝛾

′ = 0. (13)

Его первый интеграл

𝐷

(︂
1− 𝑃𝑐𝑟

𝐵̃13

)︂
∆𝛾′′ + 𝑃𝑐𝑟∆𝛾 = 𝑐1, (14)

где 𝑐1 – постоянная интегрирования. При

𝑃 𝑠
𝑐𝑟 = 𝐵̃13 = 𝑘𝑐𝐺̃13ℎ (15)

из (14) следует решение

∆𝛾 =
𝑐1
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

, ∆𝑤′ = −∆𝛾 = − 𝑐1
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

, 𝑤 = −𝑐1𝑥
𝑃 𝑠
𝑐𝑟

+ 𝑐2

(𝑐2 – постоянная интегрирования), которое соответствует реализации чисто поперечно-
сдвиговой формы потери устойчивости стержня. Такая ФПУ может реализоваться только
у достаточно коротких стержней при значении 𝐵*

13 = 𝑘𝑐𝐺̃
*
13ℎ , где в соответствии с резуль-

татами исследований [1–9,14–18] допустимо принять 𝐺̃*
13 = 𝜎−*

1 .
Критические значения усилия 𝑃 , соответствующие реализации других (изгибно-сдви-

говых) ФПУ стержня, зависят от условия закрепления торцевых сечений.

2.1. Шарнирное опирание торцевых сечений. Решения для исследуемых ФПУ
стержня при шарнирном опирании торцевых сечений имеют вид

∆𝑤 = 𝑤𝑛 sin𝜆𝑛𝑥, ∆𝛾 = 𝛾𝑛 cos𝜆𝑛𝑥, 𝜆𝑛 =
𝑛𝜋

𝐿
, 𝑛 = 1, 2, . . . . (16)

При их подстановке в уравнения (12) из условия нетривиальности амплитудных значений
𝑤𝑛 и 𝛾𝑛 придем к формуле

𝑃𝑐𝑟 = 𝐵̃13

(︂
1− 1

1 +𝐷𝜆2𝑛/𝐵̃13

)︂
=

𝐷𝜆2𝑛
1 +𝐷𝜆2𝑛/𝐵̃13

, (17)

где жесткость, определяемая по формуле 𝐵̃13 = 𝑘𝑐𝐺̃13ℎ, должна быть больше жесткости
𝐵*

13 = 𝑘𝑐𝐺̃
*
13ℎ = 𝑘𝑐𝜎

−*
1 ℎ , так как реализация изгибно-сдвиговой ФПУ стержня возможна

только при его достаточно большой длине и при 𝐺̃13 > 𝐺̃−*
13 .
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Из (17) следует, что при 𝜆𝑛 → ∞ (то есть при 𝑛→ ∞) это решение стремится к ре-
шению (15), что, вообще говоря, не поддается какой-либо физической трактовке и, по-
видимому, является особенностью решений рассматриваемой задачи в рамках простейшей
используемой математической модели изучаемого процесса.

В формуле (17) слагаемое
1

1 +𝐷𝜆2𝑛/𝐵̃13

достигает максимума при волновом числе

𝑛 = 1 . При таком значении 𝑛 величина 𝑃𝑐𝑟 является минимальной, и ей всегда соот-
ветствует изгибно-сдвиговая ФПУ, описываемая функциями (16).

2.2. Защемление торцевых сечений. Введя безразмерную независимую перемен-
ную 𝜂 = 𝑥/𝐿 , функцию перемещений Φ в соответствии с зависимостями

∆𝛾 = −Φ′, ∆𝑤 = Φ− 𝐷

𝐵̃13

Φ′′

и параметр усилия 𝑚 = 𝑃𝐿2/𝐷 , вместо системы уравнений (12) получим разрешающее
уравнение

𝑑4Φ

𝑑𝜂4
+ 𝑘2

𝑑2Φ

𝑑𝜂2
= 0, (18)

где введены обозначения

ℎ0 =
ℎ

𝐿
, 𝑘2 =

𝑚

1−𝑚𝑟
, 𝑟 =

𝐸1ℎ
2
0

12𝐺13𝑘𝑐
. (19)

Записав решение уравнения (18) в виде

Φ = 𝑐1 + 𝑐2𝜂 + 𝑐3 sin 𝑘𝜂 + 𝑐4 cos 𝑘𝜂,

найдем решение уравнений (12) (здесь и в дальнейшем для краткости – без символов
приращений ∆)

𝛾 = −𝑐2 − 𝑐3𝑘 cos 𝑘𝜂 + 𝑐4𝑘 sin 𝑘𝜂, (20)

𝑤 = 𝑐1 + 𝑐2𝜂 + 𝑐3
(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
sin 𝑘𝜂 + 𝑐4

(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
cos 𝑘𝜂. (21)

Если подчинить решение (20) условиям 𝛾′ (0) = 𝛾′ (1) = 0 , имеющим место при шар-
нирном опирании торцевых сечений, то 𝑐3 = 0 , а из условия 𝑐4 ̸= 0 найдем решение
𝑘 = 𝑛𝜋, 𝑛 = 1, 2, . . . , соответствующее формуле (17).

При подчинении решений (20) и (21) условиям защемления

𝑤̃(0) = 𝑤̃(1) = 𝛾(0) = 𝛾(1) = 0

придем к системе алгебраических уравнений

𝑐2 + 𝑘𝑐3 = 0, 𝑐2 + 𝑘 (𝑐3 cos 𝑘 − 𝑐4 sin 𝑘) = 0,

𝑐1 +
(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
𝑐4 = 0, 𝑐1 + 𝑐2 +

(︀
1 + 𝑟𝑘2

)︀
(𝑐3 sin 𝑘 + 𝑐4 cos 𝑘) = 0,

из условия нетривиальности решений которой получим характеристическое уравнение

𝑘

1 + 𝑘2𝑟
sin 𝑘 − 2 (1− cos 𝑘) = 0.

Корни этого уравнения при различных значениях параметра 𝑟 приведены в табл. 1.
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Табл. 1. Корни характеристического уравнения при различных 𝑟

Table 1. Roots of the characteristic equation for various values of 𝑟

𝑟
номер положительного корня
1 2 3 4 5

0.01 2𝜋 2.7555𝜋 4𝜋 4.7403𝜋 6𝜋

0.1 2𝜋 2.3323𝜋 4𝜋 4.2183𝜋 6𝜋

0.2 2𝜋 2.2014𝜋 4𝜋 4.1181𝜋 6𝜋

0.3 2𝜋 2.1442𝜋 4𝜋 4.0807𝜋 6𝜋

0.4 2𝜋 2.1123𝜋 4𝜋 4.0612𝜋 6𝜋

0.5 2𝜋 2.0919𝜋 4𝜋 4.0493𝜋 6𝜋

Видим, что в случае защемления торцевых сечений при всех значениях 𝑟 минимально-
му значению 𝑃𝑐𝑟 соответствует корень 𝑘 = 2𝜋 , в то время как при шарнирном закреплении
торцевых сечений 𝑘 = 𝜋 . Следовательно, в обоих случаях для определения 𝑚 и 𝑃𝑐𝑟 по-
лучим формулы

𝑚 =
𝑘2

1 + 𝑟𝑘2
, 𝑃𝑐𝑟 =

𝐷𝑚

𝐿2
. (22)

Примем 𝑘𝑐 = 5/6 . При фиксированных геометрических и жесткостных характеристи-
ках тест-образца 𝐿 = 25 мм, ℎ = 4 мм, 𝐸1 = 130 ГПа по формуле (17) были проведены
расчеты критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значений 𝐺̃13 и числа
полуволн потери устойчивости. Полученные результаты представлены (рис. 6, a) в виде за-
висимостей 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , а их фрагменты показаны в другом масштабе при 𝐺̃13 < 1 ГПа
(рис. 6, b). Видим, что при всех значениях 𝐺̃13 минимальным значениям 𝜎𝑐𝑟 соответствует
волновое число 𝑛 = 1 , а по мере уменьшения 𝐺̃13 (рис. 6, b) наблюдается значитель-
ное сближение значений 𝜎𝑐𝑟 при увеличении значения 𝑛 . Следовательно, предельное
значение сжимающего напряжения 𝜎 = 𝜎* , при достижении которого в экспериментах
наблюдается разрушение образца, вполне допустимо принять за критическое напряже-
ние 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎−*

1 = 𝐺* , соответствующее реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ в силу
его близости к значению 𝜎𝑐𝑟 , соответствующему реализации изгибно-сдвиговой ФПУ при
𝑛 = 1 и 𝐺̃13 = 𝐺* . Заметим также, что по мере уменьшения 𝐺̃13 и увеличения 𝑛 (рис. 6)
наблюдается значительное сближение определяемых значений 𝜎𝑐𝑟 , а при 𝐺̃13 = 𝐺* опре-
деляемые значения 𝜎𝑐𝑟 можно считать практически совпадающими как при шарнирном
опирании, так и при защемлении торцевых сечений стержня.

Важно отметить, что в процессе нагружения стержня во всех уравнениях (10),
(12)–(14), соотношении (11) и формулах (15), (17) входящие модули поперечного сдви-
га должны равняться модулю 𝐺0 при 𝛾12, входящему в аппроксимационную формулу (8).
Поэтому для реализации чисто поперечно-сдвиговой ФПУ, возможной только при малых
значениях 𝐺̃13 , нужно использовать более сложные и содержательные модели деформиро-
вания [34,35]. В реальных экспериментах сложное докритическое напряженное состояние
в образцах с компонентами 𝜎0

11 ̸= 0, 𝜎0
13 ̸= 0, 𝜎0

33 ̸= 0 формируется только в зонах их
закрепления в захватах (рис. 2) и на достаточно коротких участках рабочей длины 𝐿 .
При этом задача о нагружении стержня осевой силой 𝑃 , сформулированная на основе
уравнений (10) при заданных граничных условиях, накладываемых на функции 𝑤 и 𝛾 ,
становится существенно нелинейной в силу наблюдаемой в экспериментах существенной
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физически нелинейной зависимости 𝐺̂12 = 𝐺̂12(𝛾12) лишь в окрестности захватов приспо-
соблений, используемых для экспериментов. Результаты качественного характера теорети-
ческих исследований этих вопросов, касающиеся формирования сложного докритического
НДС в окрестности захватов приспособления, изложены, в частности, в работах [34, 35].
В связи с этим укажем, что при такой более содержательной постановке рассматриваемой
задачи на каждом уровне нагружения при решении линеаризованной задачи на основе
уравнений (12) требуется предварительное определение величины 𝐺̃13 в каждом сечении
стержня по накопленному значению 𝛾13 с использованием аппроксимационной формулы
(8). Такая постановка и численное решение геометрически и физически нелинейной задачи
по выявлению поперечно-сдвиговой формы потери устойчивости в условиях трехточечно-
го изгиба тест-образца из волокнистого композита даны в работе [24], где приведены также
результаты проведенных экспериментов.

а b

Рис. 6. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) при различных значениях 𝑛

Fig. 6. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) for different values of 𝑛

2.3. Мезомасштабные ФПУ периферийного слоя композита. Если тест-
образец со структурой [0∘]𝑠 изготовлен из 𝑠 монослоев волокнистого композита, каждый
из которых имеет толщину 𝑡 , а между слоями расположены слои связующего материала
толщиной 𝑡0 , то при его сжатии (рис. 7) возможна реализация также и мезомасштабных
ФПУ периферийных слоев.

В соответствии с рис. 7 и результатами работ [22, 23] для исследования таких ФПУ
могут быть использованы уравнения докритического и возмущенного равновесных состо-
яний, записанные в приближении

𝐷𝛾′′ − 𝐵̂13 (𝑤
′ + 𝛾) = 0,

[︁
𝐵̂13 (𝑤

′ + 𝛾)
]︁′
− 𝑃𝑤′′ − 𝐸0

3

𝑡0
𝑤 = 0, (23)

𝐷∆𝛾′′ − 𝐵̃13 (∆𝑤
′ +∆𝛾) = 0,

[︁
𝐵̃13 (∆𝑤

′ +∆𝛾)
]︁′
− 𝑃∆𝑤′′ − 𝐸0

3

𝑡0
∆𝑤 = 0. (24)
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Рис. 7. Расчетная схема для постановки задачи о мезомасштабных ФПУ периферийного слоя
композита
Fig. 7. Computational diagram for formulating the problem of mesoscale buckling modes in the
peripheral composite layer

В уравнениях (23) и (24) для вычисления изгибных и поперечно-сдвиговых жесткостных
коэффициентов в рассматриваемом случае необходимо использовать формулы

𝐷 =
𝐸1𝑡

3

12
, 𝐵̂13 = 𝑘𝑐𝐺̂13𝑡, 𝐵̃13 = 𝑘𝑐𝐺̃13𝑡, (25)

где 𝐸0
3 обозначает модуль упругости слоя связующего материала в направлении толщины.

Если считать, что 𝐵̃13 имеет постоянное значение по длине монослоя, то при под-
становке функций (16) из условия нетривиальности решений уравнений (24) придем к
формуле

𝑃𝑐𝑟 =
𝐷𝜆2𝑛

1 +𝐷𝜆2𝑛/𝐵̃13

+
𝐸0

3

𝑡0𝜆2𝑛
= 𝐵̃13

(︂
1− 1

1 +𝐷𝜆2𝑛/𝐵̃13

)︂
+

𝐸0
3

𝑡0𝜆2𝑛
, (26)

из которой при 𝜆𝑛 → ∞ по-прежнему следует формула

𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/𝑡 = 𝐺̃*
13. (27)

Найденное решение в виде (27) подтверждается и результатами расчетов, проведен-
ных с использованием формулы (26) при указанных выше характеристиках композита,
заданных значениях толщин 𝑡 = 0.15 мм, 𝑡0 = 0.1 мм и варьировании значений 𝑛 и 𝐸0

3 .
Результаты, полученные при 𝐸0

3 = 50 МПа, представлены на рис. 8 (a) в виде зависимо-
сти 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) , а результаты, соответствующие 𝑛 → ∞ и полученные при различных
значениях 𝐸0

3 , изображены на рис. 8 (b) в виде зависимостей 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) .
Полученные результаты показывают, что реализация исследуемых мезомасштабных

ФПУ возможна как при ослабленных (𝐸0
3 = 0.5 ГПа), так и неослабленных (𝐸0

3 = 2 ГПа)
характеристиках слоя связующего материала, расположенного между периферийным и
внутренним монослоями композита. Судя по приведенным кривым (рис. 8, b), значения 𝐸0

3

не столь значительно влияют на определяемую величину 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) .

3. Решения задач о макромасштабных ФПУ при сжатии тест-образца
со структурой [0∘]𝑠 на основе уточненных уравнений, имеющих высокую

степень точности
В данном разделе на основе уравнений, построенных в работах [34, 36] и имеющих

более высокую степень точности в сравнении с использованными выше, рассмотрим лине-
аризованную задачу о возможных чисто сдвиговых и изгибно-сдвиговых формах потери
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устойчивости волокнистого композитного стрежня при сжатии. Заметим, что их реали-
зация может привести к первому, второму и пятому видам разрушения образцов при
сжатии, показанным на рис. 1. Приведенные ниже результаты следует также рассматри-
вать как анализ качества и содержательности математических моделей, предложенных в
статьях [34, 36] и предназначенных для уточненного исследования механики деформиро-
вания волокнистого композита на полимерной основе.

a b

Рис. 8. a) Зависимость 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) , соответствующая мезомасштабной ФПУ при 𝐸0
3 = 50 МПа,

𝐺̃13 = 500 МПа.
b) Зависимость 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , соответствующая мезомасштабной ФПУ при 𝑛 = 200

Fig. 8. a) Dependency 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝑛) corresponding to mesoscale buckling mode at 𝐸0
3 = 50 MPa,

𝐺̃13 = 500 MPa.
b) Dependency 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) corresponding to mesoscale buckling mode at 𝑛 = 200

Предположим, что в пластине в общем случае сформировано начальное напряженное
состояние, характеризующееся усилиями

𝑃 = 𝑇 0
11 = −ℎ𝜎0

11, 𝑇 0
33 = −ℎ𝜎0

33 (28)

и имеющее место на участках крепления тест-образцов в приспособлениях для испытаний
на сжатие (рис. 2). Для постановки задач устойчивости в условиях докритического напря-
женного состояния (28) обратимся к уточненным уравнениям, построенным в работе [35]
в двух вариантах.

3.1. Решение на основе первого варианта уравнений. Здесь при рассматрива-
емом виде нагружения стержня для поперечного касательного напряжения 𝜎13 и переме-
щений 𝑈3 , 𝑈1 имеют место представления

𝜎13 =

(︂
1− 4𝑧2

ℎ2

)︂
𝜏1, 𝑈3 = 𝑤 + 𝑧𝜙,

𝑈1 = 𝑢1 − 𝑧 [(1 + 𝜙)𝑤,1 − 𝜏1]−
𝑧2

2
(1 + 𝜙)𝜙,1 −

4𝑧3

3ℎ2
𝜏1, 𝜏1 =

𝜏1

𝐺̂13

.

(29)
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Уравнения, линеаризованные в окрестности напряженного состояния (28), основанные
на (29) [36] и составленные с учетом знаков усилий (28), в рассматриваемом случае раз-
делятся на две системы. Одна из них имеет вид

𝑓𝑤 =

[︂
𝑀11,1 − 𝑇 0

11𝑤,1 − 𝑇 0
33

(︂
𝑤,1 −

𝜏1

𝐺̃13

)︂]︂

,1

= 0,

𝑓𝜏 = 𝑁11,1 −𝑀11,1 + 𝑇13 + 𝑇 0
33

(︂
𝑤,1 −

𝜏1

𝐺̃13

)︂
= 0,

(30)

где

𝑀11 = −𝐷
(︂
𝑤,11 −

4

5𝐺̃13

𝜏1,1

)︂
, 𝑁11 = −𝐷

5

(︂
𝑤,11 −

16

21𝐺̃13

𝜏1,1

)︂
, 𝑇13 =

8𝑡

15
𝜏1. (31)

Используем соотношения (31) в уравнениях (30) и будем искать решения в виде

𝑤 = 𝑤̃ sin𝜆𝑛𝑥, 𝜏1 = 𝜏 cos𝜆𝑛𝑥,

что позволит при условии 𝑤̃ ̸= 0, 𝜏 ̸= 0 прийти к характеристическому уравнению следу-
ющего вида

𝑡011𝑡
0
33 − 𝑟11𝑡

0
11 − 𝑟33𝑡

0
33 + 𝑟0 = 0. (32)

Здесь введены обозначения

𝑡011 =
𝑇 0
11

𝐷
, 𝑡033 =

𝑇 0
33

𝐷
, (33)

𝑟11 =
8𝑡𝐺̃13

15𝐷
+

68𝜆2𝑛
105

, 𝑟33 =
8𝑡𝐺̃13

15𝐷
+
𝜆2𝑛
21
, 𝑟0 =

4𝜆2𝑛
15

(︃
𝜆2𝑛
35

+
2𝑡𝐺̃13

𝐷

)︃
. (34)

Из уравнения (32) следует, что в силу 𝑟11 > 0, 𝑟33 > 0, 𝑟0 > 0 при 𝜎0
33 = 0 , когда

𝜎0
11 ̸= 0 , и при 𝜎0

11 = 0 , когда 𝜎0
33 ̸= 0 , критические значения напряжений будут равны

𝑡*11 =
𝑟0
𝑟11

, 𝑡*33 =
𝑟0
𝑟33

. (35)

А при 𝜎0
33 = 𝜅𝜎0

11 для определения 𝑡*11 при заданном 𝜅 ̸= 0 придем к уравнению

(︀
𝑡011
)︀2 − 𝑟11 + 𝜅𝑟33

𝜅
𝑡011 +

𝑟0
𝜅

= 0, (36)

имеющему корни

𝑡*11(1,2) =
1

2𝜅

(︂
𝑟11 + 𝜅𝑟33 ±

√︁
(𝑟11 + 𝜅𝑟33)

2 − 4𝜅𝑟0

)︂
. (37)

При принятых выше фиксированных геометрических и жесткостных характеристи-
ках тест-образца (𝐿 = 25 мм, ℎ = 4 мм, 𝐸1 = 130 ГПа) по формуле (17) были проведены
расчеты по определению критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значе-
ний 𝐺̃13 и числа 𝑛 полуволн потери устойчивости. На рис. 9 представлены зависимости
𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе уравнений (30): при различных значениях 𝑛 и 𝜅 = 1
(рис. 9, a), при различных значениях 𝜅 и 𝑛 = 1 (рис. 9, b). Видим, что минимальным
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значениям 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) соответствует изгибно-сдвиговая ФПУ с параметром волнооб-
разования 𝑛 = 1 . По мере увеличения параметров 𝑛 и 𝐺̃13 наблюдается существенное
увеличение величины 𝜎𝑐𝑟 (рис. 9, a), а при малых значениях модуля сдвига наличие по-
перечных напряжений 𝜎0

33 = 𝜅𝜎0
11 (при 𝜅 = 0.5, 𝜅 = 1) не сказывается на величине 𝜎𝑐𝑟

(рис. 9, b). Однако при больших значениях 𝐺̃13 формирование напряжения 𝜎0
33 наряду

с напряжением 𝜎0
11 вносит существенный вклад в реализацию изгибно-сдвиговой ФПУ в

сторону уменьшения критического значения 𝜎𝑐𝑟 .

a b

Рис. 9. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе уравнений (30) при различных значе-
ниях 𝜅 и 𝑛

Fig. 9. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) based on equations (30) for different values of 𝜅 and 𝑛

3.2. Решения на основе второго варианта уравнений. Второй вариант уравне-
ний, построенных в работе [34], основан на представлениях перемещений 𝑈3 и 𝑈1 функ-
циями

𝑈3 = 𝑤 + 𝑧𝜙, 𝑈1 = 𝑢1 − 𝑧𝛾1 −
𝑧2

2
𝜓1 −

4𝑧3

3ℎ2
𝜒1, (38)

в которых неизвестными являются одномерные функции 𝑤 , 𝜙 , 𝑢1 , 𝛾1 , 𝜓1 и 𝜒1 .
Уравнения, соответствующие (38) [36] и линеаризованные в окрестности напряженного

состояния (28), имеют вид

𝑓𝑤 =
(︁
𝐵̃13 − 𝑇 0

11

)︁
𝑤,11 − 𝐵̃13

(︂
𝛾1,1 +

1

3
𝜒1,1

)︂
= 0, (39)

𝑓𝛾 = 𝛾1,11 +
1

5
𝜒1,11 +

𝐵̃13

𝐷

(︂
𝑤,1 −

1

3
𝜒1

)︂
+

(︁
𝑇 0
33 − 𝐵̃13

)︁

𝐷
𝛾1 = 0, (40)

𝑓𝜒 = 𝛾1,11 +
5

21
𝜒1,11 +

𝐵̃13

𝐷

[︂
5

3
(𝑤,1 − 𝛾1)− 𝜒1

]︂
= 0. (41)

Из них у уравнения (39), содержащего при критическом значении

𝑇 *
11 = 𝐵̃13 (42)
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вырождающееся первое слагаемое, имеется решение

𝛾1 +
𝜒1

3
= const,

соответствующее потере устойчивости по чисто поперечно-сдвиговой ФПУ в условиях про-
дольного сжатия напряжением 𝜎0

11 = 𝑇 0
11/ℎ , когда 𝜎0

33 = 0 .
В предположениях 𝜎0

11 = 0 и 𝜎0
33 ̸= 0 из уравнений (40) и (41) получим критическое

значение

𝑇 *
33 =

4

9
𝐵̃13 =

4ℎ𝐺̃13

9
, (43)

соответствующее существованию решения 𝛾1 = const, 𝜒1 = −5𝛾1
3

= const с нулевой из-
меняемостью функций 𝛾1 и 𝜒1 вдоль оси 𝑥 . Оно оказалось более чем в два раза меньше
значения 𝑇 *

33 = ℎ𝐺̃13 , установленного ранее при использовании менее содержательных по
точности уравнений по сдвиговой модели С.П. Тимошенко.

Другие решения уравнений (39)–(41) будем искать в виде

𝑤 = 𝑤̃ sin𝜆𝑛𝑥, 𝛾1 = 𝛾1 cos𝜆𝑛𝑥, 𝜒1 = 𝜒̃1 cos𝜆𝑛𝑥.

При их подстановке в (40) и (41) придем к зависимости

𝜒̃1 = 3𝜆𝑛

(︂
1− 𝑇 0

11

𝐵̃13

)︂
𝑤̃ − 3𝛾1,

а при ее использовании – к системе двух однородных алгебраических уравнений
(︂
𝑎11 + 3𝜆𝑛𝑎32

𝑇 0
11

𝐵̃13

)︂
𝑤̃ −

(︂
2𝜆2𝑛
5

− 𝑇 0
33

𝐷

)︂
𝛾1 = 0,

−
(︂
𝑎21 − 3𝜆𝑛𝑎33

𝑇 0
11

𝐵̃13

)︂
𝑤̃ + 𝑎22𝛾1 = 0,

(44)

где

𝑎11 = −3𝜆3𝑛
5
, 𝑎32 =

𝜆2𝑛
5

+
𝐵̃13

3𝐷
, 𝑎21 =

4𝜆𝑛𝐵̃13

3𝐷
+

5𝜆3𝑛
7
,

𝑎22 =
4𝐵̃13

3𝐷
− 2𝜆2𝑛

7
, 𝑎33 =

5𝜆2𝑛
21

+
𝐵̃13

𝐷
.

(45)

Из условия нетривиальности решений системы алгебраических уравнений (44) в рас-
сматриваемом случае при учете (45) придем к характеристическому уравнению

3𝑎33𝜆𝑛
𝑇 0
11𝑇

0
33

𝐵̃13𝐷
−
(︂
3𝜆𝑛𝑎22𝑎32 +

6𝜆3𝑛𝑎33
5

)︂
𝑇 0
11

𝐵̃13

− 𝑎21
𝑇 0
33

𝐷
+ 4𝜆3𝑛

(︃
𝜆2𝑛
35

+
𝐵̃13

3𝐷

)︃
= 0. (46)

При введении параметров (35) и связи 𝑡033 = 𝜅𝑡011 уравнение (46) трансформируем в урав-
нение (36) с корнями (37), в которых в рассматриваемом случае

𝑟0 =
4𝜆2𝑛𝐵̃13

3𝑎33𝐷

(︃
𝜆2𝑛
35

+
𝐵̃13

3𝐷

)︃
, 𝑟11 =

2𝜆2𝑛
5

+
𝑎22𝑎32
𝑎33

, 𝑟33 =
𝑎21𝐵̃13

3𝐷𝑎33𝜆𝑛
. (47)
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При тех же исходных данных, что и принятых выше, с использованием формул (47)
были проведены расчеты критического напряжения 𝜎𝑐𝑟 = 𝑃𝑐𝑟/ℎ при варьировании значе-
ний 𝐺̃13 и числа 𝑛 полуволн потери устойчивости. На рис. 10 представлены зависимости
𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе уравнений (39)–(41): при различных значениях 𝑛 и
𝜅 = 1 (рис. 10, a), при различных значениях 𝜅 и 𝑛 = 1 (рис. 10, b). Видно, что результа-
ты, полученные на основе уравнений первого и второго вариантов теории, принципиально
различаются лишь при 𝑛→ ∞ и малых значениях 𝐺̃13 . Второй вариант теории при
𝐺̃13 → 0 и 𝑛→ ∞ приводит к значениям 𝜎𝑐𝑟 → 0 (рис. 10, a), в то время как первый
вариант – к конечному значению 𝜎𝑐𝑟 ̸= 0 .

Рис. 10. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе уравнений (39)–(41) при различных
значениях 𝜅 и 𝑛

Fig. 10. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) based on equations (39)–(41) for different values of 𝜅 and 𝑛

На рис. 11 представлены зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе форму-
лы (17) (модель Тимошенко при 𝑘𝑐 = 5/6), уравнения (30) (первый уточненный вариант),
уравнений (39)–(41) (второй уточненный вариант) при 𝜅 = 0 и 𝑛 = 1 , что соответствует
реализации изгибно-сдвиговой ФПУ с минимальным значением 𝜎𝑐𝑟 при различных значе-
ниях 𝐺̃13 . Установлено практически полное совпадение результатов, полученных на основе
трех использованных вариантов теории. Однако оно имеет место только для тест-образцов
средней и малой относительных толщин ℎ0 = ℎ/𝐿 и при коэффициенте поперечного сдви-
га 𝑘𝑐 = 5/6 (в формуле 𝐵̃13 = 𝑘𝑐𝐺̃13ℎ), входящего в соотношения упругости по теории
типа Тимошенко.

4. Результаты испытаний тест-образцов из композитов ЭЛУР-П и HSE 180
REM со структурами [0∘]30 на сжатие. Обратная задача определения

касательного модуля поперечного сдвига

Для определения физико-механических характеристик волокнистых композитов на
сжатие согласно методике [26] также были изготовлены образцы со структурой [0∘]30 из уг-
леленты ЭЛУР-П на полимерной основе. Они имели среднюю толщину ℎ = 4.1 мм, длину
рабочей части 𝐿 = 25 мм и ширину 𝑏 = 9.8 мм. Их испытания проводились с использо-
ванием специального приспособления, конструкция которого приведена в существующих
стандартах испытаний.
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Диаграммы деформирования, полученные для определения 𝐸−
1 , частично приведены

на рис. 12 (a), а на рис. 12 (b) представлены диаграммы, полученные для определения
предела прочности 𝜎−*

1 .
Результаты проведенных испытаний сведены в табл. 2.

Рис. 11. Зависимости 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) , найденные на основе трех вариантов уравнений при зна-
чениях 𝑛 = 1 и 𝜅 = 0

Fig. 11. Dependencies 𝜎𝑐𝑟 = 𝜎𝑐𝑟(𝐺̃13) based on three variants of equations for 𝑛 = 1 and 𝜅 = 0

a b

Рис. 12. a) Диаграммы деформирования для определения 𝐸−
1 .

b) Диаграммы деформирования для определения 𝜎−*
1

Fig. 12. a) Stress-strain diagrams to calculate 𝐸−
1 .

b) Stress-strain diagrams to calculate 𝜎−*
1
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Среднее значение 𝜎−*
1 равно 𝜎−*

1 = 529.3 МПа, что в 1.38 раза меньше найденно-
го в [26] предела прочности на растяжение 𝜎+*

1 . Среднее значение модуля упругости
𝐸+

1 = 104.7 ГПа, определенного при растяжении, оказалось в 1.09 раза больше модуля
упругости 𝐸−

1 = 96.3 ГПа, определенного при сжатии.
Некоторые результаты экспериментальных исследований, проведенных на тест-образ-

цах, изготовленных из препрега HSE 180 REM, приведены в табл. 3 (ℎ = 4.1 мм,
𝐿 = 25 мм) и 4 (ℎ = 8.8 мм, 𝐿 = 20 мм).

Табл. 2. Результаты испытаний тест-образцов из композитов ЭЛУР-П
Table 2. Test results for the ELUR-P composite specimens

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 𝐺̃13 при 𝑘 = 𝜋 𝐺̃13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 9.7 3.8 107.4 18.84 516.3 836.7 (697.2) 662.5 (552.1)
2 9.8 4.1 93.3 22.46 555.7 906.1 (755.1) 714.0 (595.0)
3 9.8 4.1 99.7 20.76 513.2 801.5 (667.9) 653.7 (544.8)

Табл. 3. Результаты испытаний тест-образцов HSE 180 REM (ℎ = 4.1 мм, 𝐿 = 25 мм)
Table 3. Test results for the HSE 180 REM composite specimens (ℎ = 4.1 mm, 𝐿 = 25 mm)

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 𝐺̃13 при 𝑘 = 𝜋 𝐺̃13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 10.0 4.1 107.2 28.71 702.42 1197.9 (998.2) 910.3 (758.6)
2 10.2 4.2 121.5 35.31 835.84 1440.4 (1200.3) 1085.4 (904.5)
3 10.0 4.1 116.6 29.76 724.49 1204.5 (1003.8) 934.4 (778.7)
4 10.0 4.1 110.0 34.59 843.80 1542.4 (1285.3) 1107.7 (923.1)
5 10.0 4.2 108.5 38.64 929.16 1791.9 (1493.2) 1231.3 (1026.1)
6 10.0 4.2 114.6 31.71 762.31 1292.1 (1076.7) 986.8 (822.3)

Среднее 10.0 4.1 112.7 33.12 799.67

Табл. 4. Результаты испытаний тест-образцов HSE 180 REM (ℎ = 8.8 мм, 𝐿 = 20 мм)
Table 4. Test results for the HSE 180 REM composite specimens (ℎ = 8.8 mm, 𝐿 = 20 mm)

Номер 𝑏 ℎ 𝐸−
1 𝑏𝑃 * 𝜎−*

1 𝐺̃13 при 𝑘 = 𝜋 𝐺̃13 при 𝑘 = 2𝜋

образца (мм) (мм) (ГПа) (кН) (МПа) (МПа) (МПа)
1 9.0 9.6 122.75 41.29 477.8 585.4 (487.9) 576.3 (480.3)
2 9.0 9.5 113.84 36.63 428.8 525.4 (437.8) 517.2 (431.0)
3 8.5 9.3 156.27 37.07 471.1 575.1 (479.3) 567.8 (473.1)

Среднее 8.8 9.5 130.95 38.33 459.2 562.0 (468.3) 553.4 (461.5)
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Формулу (22) с учетом первой и третьей формул из (19) можно представить в виде

𝐺̃13 =
𝐸1ℎ0𝑘

2𝐿2𝑃𝑐𝑟

12𝑘𝑐 (𝐷𝑘2 − 𝐿2𝑃𝑐𝑟)
, (48)

где 𝑘 = 𝜋 при шарнирном опирании и 𝑘 = 2𝜋 при защемлении торцевых сечений тест-
образцов. Если в соответствии с данными табл. 2–4 принять значения 𝑃𝑐𝑟 = 𝑃 * , 𝐸1 = 𝐸−

1

и 𝐷 =
𝐸−

1 ℎ
3

12
, то при значениях ℎ и 𝑏, приведенных в таблицах, по формуле (48) можно

определить значения 𝐺̃13 . Найденные значения приведены в двух последних столбцах
табл. 2–4. В них значения 𝐺̃13 в круглых скобках соответствуют коэффициенту 𝑘𝑐 = 1 ,
а вне скобок – коэффициенту 𝑘𝑐 = 5/6 .

Заметим, что наиболее близкое совпадение значений 𝐺̃13 и 𝜎−*
1 имеет место в слу-

чае защемления торцевых сечений тест-образцов при 𝑘𝑐 = 1 . Этот вывод подтверждает
использованное в статье предположение о том, что определяемое при испытаниях зна-
чение 𝜎−*

1 с большой степенью точности может быть принято за значение касательного
модуля поперечного сдвига 𝐺̃13 , при достижении которого в окрестности торцевого сече-
ния тест-образца происходит его разрушение по причине реализации не чисто поперечно-
сдвиговой, а близкой к ней изгибно-сдвиговой ФПУ как при большой (ℎ0 ≈ 0.5 , табл. 4),
так и средней (ℎ0 ≈ 0.16 , табл. 3) относительной толщине.

Видно, что при длине образцов 𝐿 = 25 мм и ℎ = 4.1 мм для обоих рассмотрен-
ных типов композитов различие между 𝐺̃13 и 𝜎−*

1 становится более существенным
(но не более 7–8%). Как и следовало ожидать, проведенный анализ результатов пока-
зал, что у образцов с параметром ℎ0 = 0.16 при шарнирном опирании торцевых сечений
(не имеющем места в экспериментах) изгибно-сдвиговая ФПУ может реализоваться при
значительно больших значениях 𝐺̃13 , чем при защемлении.

Основные выводы и заключение

Сформулированные выше выводы вполне объяснимы и допускают достаточно полное
теоретическое обоснование. При сжатии тест-образцов из композитов рассматриваемого
класса по схеме рис. 2 наиболее адекватной является расчетная схема, в которой торце-
вые сечения принимаются защемленными. При этом, как следует из анализа результатов,
полученных в [36], уравнения, соответствующие использованию аппроксимаций (29), тре-
буют постановки граничных условий 𝜏1 (0) = 𝜏1 (𝐿) = 0 , что соответствует переходу от
модели (29) к классической модели Кирхгофа –Лява. Однако такой вид граничных усло-
вий не соответствует реальному процессу деформирования при переходе в возмущенное
состояние. В то же время при использовании уравнений (39)–(41), основанных на ап-
проксимациях (38), в сечениях 𝑥 = 0, 𝑥 = 𝐿 при их защемлении требуется формулировка
условий 𝛾1 (0) = 𝛾1 (𝐿) = 0, 𝜒1 (0) = 𝜒1 (𝐿) = 0 . В результате их использования в решении
задачи о возмущенном равновесном состоянии в окрестности защемленных сечений имеет
место переход к известной и используемой в работе кинематической модели С.П. Тимо-
шенко с уравнениями равновесия (10). В этих уравнениях при вычислении жесткостей
𝐵̃13 и 𝐵̂13 коэффициент поперечного сдвига 𝑘𝑐 близок к 1 , а не к 5/6 . Наиболее близким
к такому напряженно-деформированному состоянию с коэффициентом 𝑘𝑐 = 1 оказалось
НДС тест-образцов с параметром ℎ0 ≈ 0.5 . Для них экспериментальные значения (пя-
тый столбец табл. 4) практически совпадают со значениями, приведенными в скобках
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последнего столбца. Поэтому допустимо считать, что у таких образцов в возмущенном де-
формированном состоянии, являющемся изгибно-сдвиговым, главной частью деформаций
являются поперечно-сдвиговые составляющие.

В то же время у образцов с параметром ℎ0 ≈ 0.16 приведенные в последнем столбце
табл. 3 значения 𝐺̃13 (заключенные в скобки) оказались заметно больше аналогичных зна-
чений табл. 4. Приведенные в табл. 3 экспериментальные значения 𝜎−*

1 также оказались
заметно больше, чем аналогичные значения табл. 4. Отсюда следует, что в формуле

𝑃 𝑏
𝑐𝑟 =

4𝜋2𝐷

(1 + 4𝜋2𝑟)𝐿2

параметр 𝑟 =
𝐸1ℎ

2
0

12𝐺̃13

в силу малости ℎ0 вносит гораздо меньший вклад в значение 𝑃 𝑏
𝑐𝑟 ,

а реализующаяся в экспериментах форма потери устойчивости оказывается преимуще-
ственно изгибной, имеющей место при гораздо больших формирующихся в образцах зна-
чениях 𝐺̃13 , чем в образцах с параметром ℎ0 ≈ 0.5 .

Таким образом, проведен анализ найденных аналитических решений задач о макро-
масштабных изгибно-сдвиговых и чисто поперечно-сдвиговых формах потери устойчиво-
сти тест-образцов из волокнистых композитов со структурой [0∘]𝑠 (𝑠 – число монослоев),
а также мезомасштабных поперечно-сдвиговых ФПУ их периферийных слоев при осевом
сжатии. Рассмотрены материалы, которые характеризуются физически нелинейной за-
висимостью лишь между формирующимися поперечными касательными напряжениями
и соответствующими сдвиговыми деформациями. Решения получены при использовании
трех вариантов линеаризованных уравнений равновесия в возмущенном состоянии, ос-
нованных на известной в литературе простейшей уточненной модели С.П. Тимошенко;
аппроксимации прогиба линейным законом, а осевых перемещений – кубическим по-
линомом по поперечной координате при предварительном удовлетворении граничным
условиям по тангенциальным усилиям (первый уточненный вариант; модель типа Редди –
Немировского) и без предварительного удовлетворения таким условиям (второй уточнен-
ный вариант). В использованных линеаризованных уравнениях физическая нелинейность
материала учтена в соответствии с концепцией Шенли на основе рассмотрения касатель-
ного модуля поперечного сдвига. В них имеются такие слагаемые с коэффициентами, вы-
рождение которых соответствует реализации чисто поперечно-сдвиговых ФПУ при сжатии
образца как в осевом (вдоль волокон), так и в поперечном (поперек волокон) направле-
ниях. Для тест-образцов средней относительной толщины показана практически полная
идентичность результатов, полученных на основе трех использованных вариантов уравне-
ний, соответствующих реализации преимущественно изгибно-сдвиговой ФПУ при сжатии.
Исходя из анализа полученных теоретических решений и экспериментальных результатов,
показано, что для относительно толстых тест-образцов характерно разрушение по причине
потери устойчивости по такой макромасштабной изгибно-сдвиговой форме, которая явля-
ется преимущественно поперечно-сдвиговой и реализуется при осредненном по толщине
сжимающем напряжении, равном по величине касательному модулю поперечного сдвига
композита в окрестности торцевого сечения рабочей длины тест-образца в его невозму-
щенном состоянии.
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