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Аннотация

Исследованы параметры метода структурных функций – способа построения приближенного
решения задач теории упругости для неоднородных тел. Доказана эквивалентность двух суще-
ствующих подходов к вычислению структурных функций; расширен список свойств структурных
функций. Метод структурных функций основан на представлении перемещений в неоднородном
теле в виде ряда по производным перемещений в однородном (сопутствующем) теле. Сопутству-
ющее тело предполагается имеющим ту же геометрию, что и неоднородное, и нагруженным так
же, как неоднородное тело. При решении практических задач представление решения в виде
ряда необходимо заменить частичной суммой упомянутого ряда. Для частного вида приближен-
ного решения сопутствующей задачи показана взаимосвязь количества слагаемых в частичной
сумме упомянутого ряда и порядка приближения решения сопутствующей задачи; приведены
соображения для выбора упругих свойств сопутствующего тела.
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Abstract

Some parameters of the structural functions method, which is used to construct an approximate
solution to the elasticity problem for inhomogeneous solids, were analyzed. The equivalence of two
existing approaches to computing structural functions was proved, and the set of known properties
of structural functions was expanded. It was demonstrated that the method approximates the
displacements in an inhomogeneous body by expressing them as a series involving derivatives of the
displacements in a homogeneous (concomitant) body with the same geometry and loading. In practical
applications, the series representation of the solution must be replaced by the partial sum of the series.
For a specific class of approximate solutions to the concomitant problem, a relationship was established
between the number of terms used in the partial sum of the series and the approximation order of the
solution to the concomitant problem. Criteria for selecting elastic properties of the concomitant body
were discussed.
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Введение

Статья посвящена исследованию метода структурных функций ([1–3] и др.) – спосо-
ба построения приближенного решения трехмерной задачи теории упругости [4] для тела
произвольной неоднородности, разработанного В.И. Горбачевым. Исследование неодно-
родных материалов и конструкций, изготовленных из композиционных материалов, – од-
на из наиболее динамично развивающихся областей знания в силу широкого применения
изделий из композиционных материалов и высоких потребительских характеристик по-
следних. Заметим, однако, что использование композиционных материалов может быть
эффективным в первую очередь при условии использования высокоточных методов рас-
чета, корректно описывающих качественные и количественные особенности напряженно-
деформированного состояния неоднородного тела. Один из наиболее распространенных
приемов решения задач механики неоднородных тел – сведение последних к эквивалент-
ной (в том или ином смысле) задаче для однородного тела путем осреднения упругих
свойств неоднородного материала различными методами. Среди таких методов необхо-
димо отметить в первую очередь осреднение по Фойгту [5], по Рейссу [6, 7]; уточненный
подход Хашина –Штрихмана [8]. Большей точностью обладают разработанные позднее
подходы (метод Мори –Танака [9], метод Эшелби и самосогласованный метод [10–12], ме-
тод трех фаз [13,14]) и подходы, учитывающие геометрические особенности самого изделия
(например, модель Григолюка –Куликова [15], модель Мураками [16] для слоистых пла-
стин). Более подробный обзор литературы по тематике эффективных свойств материалов
приведен, например, в работах [17, 18]. Одним из наиболее гибких и универсальных под-
ходов можно назвать асимптотический метод, восходящий к работам Н.С. Бахвалова [19]
и Б.Е. Победри [4], а ныне реализованный для вязкоупругих материалов [20], ряда за-
дач нелинейной теории упругости [21], упругопластичности [22], теории пластин [23–25]
и других задач [26]. Асимптотический метод подразумевает необходимость выбора малого
геометрического параметра, что может быть возможно не всегда. Поэтому в работе [27] в
качестве варианта обобщения асимптотического метода был построен метод интегральной
формулы, давший начало методу структурных функций (МСФ): в работе [1] приведены со-
отношения МСФ для первой и второй краевых задач, а также показано, что соотношения
МСФ для первой краевой задачи могут быть применены к решению смешанной краевой
задачи. В более поздних работах того же автора и его учеников МСФ обобщен на случай
динамической задачи теории упругости [28], моментной теории упругости [29]; получены
упрощенные варианты метода для одномерных и двумерных постановок задач [30, 31].
В работе [32] продемонстрировано применение вариации МСФ для второй краевой
задачи – показано, что МСФ-приближения в ряде классических задач совпадают с извест-
ными решениями; в работе [33] – для вычисления эффективных свойств неоднородного
тела – показано, что результат применения МСФ сопоставим с результатами вычислений
по методу Мори –Танака; в статье [3] приведены структурные функции (СФ) для неодно-
родной полосы. В работах [34–36] построены МСФ-приближения решения задачи о нагру-
жении прямоугольной пластины – показано, что МСФ-приближения позволяют моделиро-
вать ряд важных качественных особенностей компонент напряженно-деформированного
состояния пластины. Применение МСФ требует выбора некоторых параметров, таких как
упругие свойства сопутствующего тела, точность решения сопутствующей задачи, порядок
МСФ. В [36] показано, что выбор этих параметров влияет на качество полученного при-
ближения. Настоящая работа посвящена исследованию некоторых свойств структурных
функций, а также параметров МСФ.
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1. Определение и свойства структурных функций
Общий вариант МСФ в перемещениях позволяет построить решение квазистатической

задачи теории упругости для тела произвольной неоднородности [4]:

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝑢𝑘,𝑙(−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(

−→𝑥 ) = 0, 𝜎𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝜀𝑘𝑙(−→𝑥 ),

𝜀𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 1

2
[𝑢𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) + 𝑢𝑗,𝑖(
−→𝑥 )],

𝑢𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 .

(1)

Здесь 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 ) – тензор упругих модулей неоднородного тела, удовлетворяющий обыч-

ным термодинамическим ограничениям [4]; 𝑢𝑖 , 𝜀𝑖𝑗 , 𝜎𝑖𝑗 – компоненты вектора переме-
щений, тензоров деформаций и напряжений неоднородного тела; 𝑋𝑖 – объемные силы;
Σ𝑢 и Σ𝜎 – часть границы тела с кинематическими или статическими краевыми усло-
виями соответственно, их объединение совпадает с полной границей тела; 𝑛𝑖 – внешняя
нормаль к границе. Система координат 𝑂𝑥1𝑥2𝑥3 – декартова, по повторяющимся малым
латинским индексам предполагается суммирование от 1 до 3 , а индекс после запятой
обозначает производную: 𝑓,𝑖 = 𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
. Задачу (1) далее будем называть исходной.

В работах [1, 27] установлено, что решение исходной задачи можно построить в виде

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∫︁

𝑉

𝐺
(𝑖)
𝑚|𝑛(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑚𝑛𝑘𝑙 − 𝐶𝑚𝑛𝑘𝑙(
−→
𝜉 )]𝑒𝑘𝑙(

−→
𝜉 )𝑑𝑉𝜉, (2)

где |𝑛 обозначает частную производную 𝜕
𝜕𝜉𝑛

; 𝐺𝑘(
−→𝑥 ,−→𝜉 ) – тензор Грина неоднородного

тела [37],
[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺

(𝑡)
𝑘,𝑙(

−→𝑥 ,−→𝜉 )],𝑗 = −𝛿𝑖𝑡𝛿(𝑥1 − 𝜉1)𝛿(𝑥2 − 𝜉2)𝛿(𝑥3 − 𝜉3),

𝐺
(𝑡)
𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺
(𝑡)
𝑘,𝑙𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,
(3)

а 𝑣𝑘(
−→𝑥 ) – решение квазистатической задачи в перемещениях для однородного тела той

же формы, которая аналогична исходной с точки зрения внешних нагрузок и граничных
условий:

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0, 𝑠𝑖𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙(

−→𝑥 ), 𝑒𝑖𝑗(
−→𝑥 ) = 1

2
[𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) + 𝑣𝑗,𝑖(
−→𝑥 )],

𝑣𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑢0𝑖 , 𝑠𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑃 0
𝑖 .

(4)

Здесь 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 – тензор упругих модулей однородного тела, удовлетворяющий обычным тер-

модинамическим ограничениям; 𝑣𝑖 , 𝑒𝑖𝑗 , 𝑠𝑖𝑗 – компоненты вектора перемещений, тензоров
деформаций и напряжений однородного тела. Задачу (4) далее будем называть сопут-
ствующей.

Непосредственное вычисление компонент тензора Грина неоднородного тела представ-
ляет собой отдельную сложную задачу, поэтому в работе [27] было предложено использо-
вать приближение интегральной формулы (2) соотношением

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 ). (5)

Коэффициенты 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 ) представления (5) называют структурными функция-

ми (СФ). В [1] были предложены два подхода к вычислению последних.
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1.1. Вычисление структурных функций. Подстановкой соотношения (5) в инте-
гральную формулу (2) можно получить определение СФ [1]:

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 =

∫︁

𝑉

1

𝑞!
𝐺

(𝑖)
𝑚|𝑛(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑚𝑛𝑘𝑙 − 𝐶𝑚𝑛𝑘𝑙(
−→
𝜉 )](𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1) . . . (𝜉𝑖𝑞 − 𝑥𝑖𝑞) 𝑑 𝑉𝜉. (6)

Использование соотношения (6) – первый способ нахождения СФ в конкретной задаче, од-
нако его применение затрудняется необходимостью вычислять компоненты тензора Грина.
В [1] предложен другой способ нахождения СФ – из соображений совпадения объемных
сил в исходной (1) и сопутствующей (4) задаче, [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝑢𝑘,𝑙(−→𝑥 )],𝑗 = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) . Подста-
вив в это соотношение выражение (5) для перемещений 𝑢𝑖

1, перепишем его в терминах
производных 𝑒𝑚𝑛(

−→𝑥 ) :

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙,𝑗 = 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙,𝑗𝑒𝑘𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙,𝑗 +

∞∑︁

𝑞=0

[︁
[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙],𝑗𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞+

+𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑗 + [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ],𝑗𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞𝑙𝑗

]︁
.

(7)

Достаточное условие выполнения равенства (7) – совпадение коэффициентов при
𝑒𝑚𝑛,𝑖1...𝑖𝑞 – позволяет записать следующую рекуррентную систему уравнений в частных
производных для отыскания СФ:

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛],𝑗 = 0,

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],𝑗 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙

− [𝐶𝑖𝑖1𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙],

[𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑖𝑞𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1 ],𝑗 =

= −[𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1,𝑛 + 𝐶𝑖𝑖𝑞𝑚𝑖𝑞−1𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−2 ], 𝑞 ⩾ 2.

(8)

Граничные условия к системе (8) можно записать аналогичным образом из соображений
совпадения граничных условий в исходной (1) и сопутствующей (4) задачах

𝑢𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 𝑣𝑖

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

, 𝜎𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝑠𝑖𝑗𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

: (9)

в форме, рекуррентной по порядку производной 𝑒𝑚𝑛,

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞

⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝑞 ⩾ 0, (10)
[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙,𝑛𝑒𝑘𝑙

]︁
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑒𝑘𝑙𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

, 𝑞 = 0, (11)
[︁
𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞−1𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞−1𝑛 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑛𝑒𝑘𝑙,𝑖1...𝑖𝑞

]︁
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0, 𝑞 ⩾ 1.

В [1] показано, что система (8), (10) и (11) является достаточным условием для выпол-
нения с помощью интегральной формулы (2) уравнений равновесия в исходной задаче.
Покажем, что представленные подходы к вычислению СФ (прямое вычисление по ком-
понентам тензора Грина (6) и решение рекуррентной системы (8), (10)–(11)) полностью
эквивалентны.

1Аргументы функций опущены для краткости там, где это возможно.
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Теорема 1. Структурные функции, определенные соотношениями (6), удовлетворя-
ют соотношениям (8), (10) и (11).

Доказательство. Проведем непосредственную проверку: подставим СФ первого по-
рядка, вычисленные в соответствии с (6), в первое уравнение системы (8) и обозначим
результат через 𝐼 :

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙(

−→𝑥 ) + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛(
−→𝑥 )],𝑗 =

=

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
,𝑗
𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼.

Поскольку [𝐶0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(

−→
𝜉 )] не зависит от −→𝑥 ,

𝐼 =

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )

]︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼1.

В силу теоремы Максвелла [37] для компонент тензора Грина 𝐺
(𝑘)
𝑠 (

−→
𝜉 ,−→𝑥 ) = 𝐺

(𝑠)
𝑘 (−→𝑥 ,−→𝜉 )

имеем

𝐼1 =

∫︁

𝑉

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
]︁
,𝑗|𝑡

[𝐶0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(

−→
𝜉 )]𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 𝐼2.

Ввиду формулы для производной произведения, теоремы Остроградского –Гаусса, приме-
ненной к ∫︁

𝑉

[︁(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
|𝑡
𝑑𝑉𝜉,

уравнений и граничных условий для тензора Грина (3) получаем

𝐼2 =

∫︁

𝑉

[︁(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]
]︁
|𝑡
𝑑𝑉𝜉−

−
∫︁

𝑉

(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )𝐺(𝑠)
𝑘,𝑙 (

−→𝑥 ,−→𝜉 )
)︁
,𝑗
[𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )]|𝑡𝑑𝑉𝜉 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) =

= −𝐶𝑖𝑡𝑚𝑛,𝑡(
−→𝑥 ) + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛,𝑗(

−→𝑥 ) = 0.

Таким образом, 𝑁 -функции первого порядка (6) удовлетворяют первому уравнению си-
стемы (8).

Преобразуем выражение для производной 𝑁 -функции второго порядка, пользуясь тем,
что координаты 𝑥𝑖 декартовы и 𝑥𝑖,𝑗 = 𝛿𝑖𝑗 :

𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1,𝑙(
−→𝑥 ) =

∫︁

𝑉

[𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡 (

−→
𝜉 ,−→𝑥 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)],𝑙[𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 =

=

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)[𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 −

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡 [𝐶

0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝛿𝑖1𝑙𝑑𝑉𝜉 =

=

∫︁

𝑉

𝐺
(𝑠)
𝑘,𝑙|𝑡(

−→𝑥 ,−→𝜉 )(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)[𝐶
0
𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)]𝑑𝑉𝜉 −𝑁𝑘𝑚𝑛(

−→𝑥 )𝛿𝑖1𝑙.
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Подставим полученное выражение в левую часть второго уравнения системы (8):

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1,𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑖1𝑁𝑘𝑚𝑛],𝑗 = [−𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛𝛿𝑖1𝑙 + 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑖1𝑁𝑘𝑚𝑛],𝑗+

+

∫︁

𝑉

[︀
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺

(𝑠)
𝑘,𝑙|𝑡(

−→𝑥 ,−→𝜉 )
]︀
,𝑗

[︀
𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(𝜉)
]︀
(𝜉𝑖1 − 𝑥𝑖1)𝑑𝑉𝜉−

−
∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐺
(𝑘)
𝑠|𝑡,𝑙(

−→
𝜉 ,−→𝑥 )

[︀
𝐶0

𝑠𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑠𝑡𝑚𝑛(
−→
𝜉 )
]︀
𝛿𝑖1𝑗𝑑𝑉𝜉 =

=
[︀
𝐶0

𝑖𝑡𝑚𝑛 − 𝐶𝑖𝑡𝑚𝑛(
−→𝑥 )
]︀
𝛿𝑖1𝑡 − 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙𝑁𝑘𝑚𝑛,𝑙(

−→𝑥 ),

что и требовалось доказать. Аналогично, дифференцированием соотношения (6), проверя-
ется выполнение заключительного уравнения системы (8) и граничных условий (10)–(11).
Соответствующие технические выкладки опущены.

Теорема 2. Решение системы уравнений в частных производных (8) с граничными
условиями (10) и (11) единственно.

Доказательство. Данное утверждение следует из единственности решения уравне-
ний типа [𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙𝐴𝑘𝑗1...𝑗𝑞 ,𝑙],𝑗 +𝐵𝑖𝑗1...𝑗𝑞 = 0, где 𝐵𝑖𝑗1...𝑗𝑞 – произвольное тензорное поле, так как
уравнения системы (8), разрешенные относительно старших по порядку СФ, имеют такой
же вид. В свою очередь, единственность решения уравнений указанного вида следует из
удовлетворения коэффициентов 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 ) термодинамическим ограничениям.

Следствие 1. Функции, удовлетворяющие системе (8) с граничными условиями (10)
и (11), совпадают со СФ (6), определенными из интегральной формулы (2); два подхода
к вычислению СФ (как взвешенных моментов тензора Грина и как решение системы
уравнений в частных производных ) эквивалентны.

Следствие 2. Для любой пары тензоров упругих свойств исходного и сопутствую-
щего тел 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 ) и 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙 СФ, входящие в представление (2), определяются однозначно.

1.2. Вывод уравнений для структурных функций из вариационного под-
хода. Рекуррентную систему уравнений (8) можно также получить, применив вариаци-
онный подход. Для этого предположим, что 𝑣𝑘(

−→𝑥 ) – решение сопутствующей задачи (4),
а перемещения в исходном теле имеют вид (5), в котором искомыми являются СФ; кроме
того, пусть условия на кинематической границе Σ𝑢 для СФ выполнены.

Функционал Лагранжа для исходного тела имеет вид [38]

ℒ[𝑢] =
∫︁

𝑉

[𝜎𝑖𝑗(
−→𝑥 )𝜀𝑖𝑗(−→𝑥 )]/2𝑑 𝑉 −

∫︁

𝑉

[𝑋𝑖(
−→𝑥 )𝑢𝑖(−→𝑥 )]𝑑 𝑉 −

∫︁

Σ𝜎

[𝑃 0
𝑖 (
−→𝑥 )𝑢𝑖(−→𝑥 )]𝑑Σ

и может быть переписан в терминах СФ:
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ℒ[𝑁 ] =
1

2

∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )
[︃
𝑣𝑘,𝑙(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )
)︁
,𝑙

]︃
× (12)

×
[︃
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )
)︁
,𝑗

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

𝑉

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(

−→𝑥 ) *
[︃
𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

Σ𝜎

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑛𝑡(

−→𝑥 ) *
[︃
𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )

]︃
𝑑Σ.

Здесь учтено, что 𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(
−→𝑥 ) во всем теле, 𝑃 0

𝑖 (
−→𝑥 ) = 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙(
−→𝑥 )𝑛𝑗 на статиче-

ской границе Σ𝜎 , а граничные условия на кинематической границе Σ𝑢 выполнены.
Вариационное уравнение для функционала (12) имеет вид

𝛿ℒ[𝑁 ] =

∫︁

𝑉

𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 )
[︃ ∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝛿𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞 ,𝑙(

−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )+

+𝛿𝑁𝑘𝑚𝑛𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑚,𝑛𝑖1...𝑖𝑞𝑙(

−→𝑥 )
)︁]︃

×

×
[︃
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

(︁
𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(

−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )
)︁
,𝑗

]︃
𝑑 𝑉−

−
∫︁

𝑉

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(

−→𝑥 )
∞∑︁

𝑞=0

𝛿𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )𝑑 𝑉−

−
∫︁

Σ𝜎

𝐶0
𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑛𝑡(

−→𝑥 )
∞∑︁

𝑞=0

𝛿𝑁𝑖𝑢𝑣𝑘1...𝑘𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑢,𝑣𝑘1...𝑘𝑞(−→𝑥 )𝑑Σ = 0.

(13)

Выделив слагаемые при 𝛿𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 ) и приравняв их к нулю, получим соотношения

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )
(︁
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

[𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )],𝑗

)︁]︁
,𝑙
= 𝐶0

𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝𝑡(
−→𝑥 ), 𝑥 ∈ 𝑉,

[︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(

−→𝑥 )
(︁
𝑣𝑖,𝑗(

−→𝑥 ) +
∞∑︁

𝑞=0

[𝑁𝑖𝑠𝑡𝑗1...𝑗𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑠,𝑡𝑗1...𝑗𝑞(−→𝑥 )],𝑗

)︁]︁
𝑛𝑙 = 𝐶0

𝑖𝑡𝑜𝑝𝑣𝑜,𝑝(
−→𝑥 )𝑛𝑡, 𝑥 ∈ Σ𝜎,

достаточные условия выполнения которых совпадают с системой (8)–(11).

1.3. Свойства структурных функций. В работе [1] отмечено, что СФ – взвешен-
ные моменты тензора Грина; кроме того, СФ 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 порядка 𝑞 имеют размерность 𝐿𝑞+1 ,
𝐿 – единица длины. Из определения (6) и эквивалентности подходов к вычислению СФ
следуют дополнительные свойства СФ.
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A. СФ зависят от упругих свойств сопутствующего тела, но не от решения сопутствую-
щей задачи, в том числе не зависят от точности, характера приближения и т. п. для
приближенных решений сопутствующей задачи.

B. СФ зависят от граничных условий исходной смешанной краевой задачи (1), но не
зависят от величины и характера объемных сил, приложенных к исходному телу.

C. В тривиальном случае 𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(
−→𝑥 ) ≡ 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 СФ тождественно обращаются в нуль.

2. Применение МСФ к решению трехмерных задач теории упругости
Рассмотрим вопрос о применении МСФ для построения решения конкретной задачи.

Вычисление полной суммы ряда (5) не представляется возможным, следовательно, при
практической реализации МСФ необходимо ограничиться представлением перемещений в
исходном теле в виде частичной суммы ряда (5):

𝑢𝑖(
−→𝑥 ) = 𝑣𝑖(

−→𝑥 ) +
𝑄∑︁

𝑞=0

𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞(
−→𝑥 )𝑣𝑘,𝑙𝑖1...𝑖𝑞(−→𝑥 ). (14)

Будем называть метод, основанный на этом представлении, МСФ порядка 𝑄+1 . Заметим,
что поле, определенное соотношением (14), задает только приближенное решение исходной
задачи.

Для сопутствующей задачи (4) – трехмерной задачи теории упругости для однородно-
го тела – как правило, не построено точное аналитическое решение, однако разработано
несколько приближенных решений разной точности; кроме того, из общих построений
МСФ не следует напрямую выбор упругих свойств сопутствующего тела. Поскольку
представление (14) задает приближенное решение исходной задачи, требует изучения
влияние упомянутых параметров МСФ – 𝑄 , точности решения сопутствующей задачи
и упругих свойств сопутствующего тела – на качественные и количественные свойства
МСФ-приближений.

2.1. Пример: реализация МСФ для задачи о нагружении пластины. Опи-
шем взаимное влияние порядка 𝑄 МСФ и точности решения сопутствующей зада-
чи в следующем случае. Пусть приближенное решение сопутствующей задачи можно
искать в виде

𝑣𝑘(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥
(𝑟)
3 𝜙

(𝑟)
𝑘 (𝑥1, 𝑥2), (15)

например, такой вид приближенного решения сопутствующей задачи соответствует слу-
чаю пластины [39,40], если координаты 𝑥1, 𝑥2 – координаты в серединной плоскости пла-
стины, а 𝑥3 ортогональна серединной плоскости. Предположим также, что выбраны кон-
кретные значения 𝑄 и 𝑅 . Тогда определению из уравнений (8) и граничных условий

(10)–(11) подлежат
𝑄∑︁

𝑞=0

[9(𝑞 + 1)(𝑞 + 2)] СФ.

Рассмотрим подробнее граничные условия (10). Будем называть условие (10) для функ-
ции 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 тривиальным, если соответствующая производная 𝑣𝑘,𝑙𝑖1...𝑖𝑞(

−→𝑥 ) ≡ 0 ∀−→𝑥 ∈ Σ𝑢 ,
в противном случае будем называть условие нетривиальным для соответствующей
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функции; из нетривиального условия на границе Σ𝑢 автоматически следует условие
𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1...𝑖𝑞 |Σ𝑢 = 0 для соответствующих значений индексов. Аналогичную терминологию
введем и для следствий из статических граничных условий (11). Перепишем граничные
условия (10) и (11) с учетом представления решения сопутствующей задачи в виде (15)
и конечного порядка МСФ:

[︃
𝑁𝑖𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑞

+𝑁𝑖𝑘3𝐼1...𝐼𝑞

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟𝑥𝑟−1
3 𝜙𝑟

𝑘,𝐼1...𝐼𝑞
+ · · ·+

+𝑁𝑖𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑞+1

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟(𝑟 − 1) . . . (𝑟 − 𝑞)𝑥𝑟−𝑞−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝑢

= 0, 𝑞 = 0, . . . , 𝑄;

[︃(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘𝐿 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝐿,𝑛 − 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝐿

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿+

+
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑘3 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘3,𝑛 − 𝐶0

𝑖𝑗𝑘3

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟𝑥𝑟−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,

[︃(︁
𝐶𝑖𝑗𝑚𝐼𝑞𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞−1 + 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑞 ,𝑛

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑞

+ · · ·+

+
(︁
𝐶𝑖𝑗𝑚3𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  

𝑞

+ 𝐶𝑖𝑗𝑚𝑛𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑞+1

,𝑛

)︁ 𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟 . . . (𝑟 − 𝑞)𝑥𝑟−𝑞−1
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0,

𝑞 = 1, . . . , 𝑄− 1,
[︃
𝐶𝑖𝑗𝑚𝑁𝑁𝑚𝑘𝐿𝐼1...𝐼𝑄

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑥𝑟3𝜙
𝑟
𝑘,𝐿𝐼1...𝐼𝑄𝑁 + · · ·+

+𝐶𝑖𝑗𝑚3𝑁𝑚𝑘3 . . . 3⏟  ⏞  
𝑄+1

𝑅∑︁

𝑟=0

𝑟 . . . (𝑟 −𝑄− 1)𝑥𝑟−𝑄−2
3 𝜙𝑟

𝑘

]︃
𝑛𝑗

⃒⃒
⃒⃒
⃒
Σ𝜎

= 0.

Чтобы корректно вычислить СФ, необходимо наличие нетривиальных граничных усло-
вий для каждой из них. Таким образом, при 𝑅 < 𝑄 + 2 система уравнений и граничных
условий для 𝑁 -функций смешанной задачи является недоопределенной. Иначе говоря,
повышать порядок МСФ, не повышая точности решения сопутствующей задачи, нецеле-
сообразно. В терминологии моделей пластин, принятой в работах [41] и др., в качестве
решения сопутствующей задачи для МСФ порядка 𝑄 + 1 необходимо выбирать модель
не меньшего порядка по поперечным деформациям. Алгоритм применения МСФ можно
сформулировать следующим образом.

A. Выбрать параметры 𝑅 и 𝑄 с учетом рекомендуемого соотношения 𝑅 ⩾ 𝑄+ 2 .

B. Поставить исходную и сопутствующую задачи.

C. Выделить нетривиальные граничные условия для СФ.

D. Определить общий вид СФ, отличных от 0. Выбрать упругие свойства сопутствую-
щего тела.
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E. Построить итоговые приближения к решению исходной задачи.

Отметим, что из общих построений МСФ для смешанной краевой задачи не следуют
никакие ограничения на выбор упругих свойств сопутствующего тела, за исключением
обычных термодинамических ограничений на упругие модули материала: интегральная
формула (2) верна независимо от выбора 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 . Однако при использовании МСФ конечно-
го порядка выбор 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 существенно влияет на качество приближения к решению исходной
задачи – это продемонстрировано, в частности, в работе [36]; ниже для примера приведем
соображения для выбора упругих свойств сопутствующего тела.

2.2. Пример: приближенные решения задачи о нагружении слоистой сво-
бодно опертой на контуре пластины. В качестве примера применения МСФ рассмот-
рим задачу о нагружении прямоугольной пластины размером 𝐿1 × 𝐿2 × ℎ , составленной
из слоев, ортотропных в осях координат, параллельных сторонам пластины (𝐶𝛼𝛼𝛼𝛽 = 0 ,
𝐶𝛼𝛼𝛽𝛾 = 0); свободно опертой на боковых гранях [40, 42]. Математическая постановка ис-
ходной задачи имеет вид

[𝐶𝑖𝑗𝑘𝑙(𝑥3)𝑢𝑘,𝑙(
−→𝑥 )],𝑗 +𝑋𝑖(

−→𝑥 ) = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝜎𝑖3(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2),

𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑢2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑢3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝜎11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0,

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑢1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑢3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝜎22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0,

(16)

а сопутствующей задачи –

𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗(

−→𝑥 ) +𝑋𝑖(
−→𝑥 ) = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑠𝑖3(𝑥1, 𝑥2) = 𝑞±𝑖 (𝑥1, 𝑥2),

𝑥1 = 0, 𝐿1 : 𝑣2(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑣3(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0, 𝑠11(·, 𝑥2, 𝑥3) = 0,

𝑥2 = 0, 𝐿2 : 𝑣1(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑣3(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0, 𝑠22(𝑥1, ·, 𝑥3) = 0.

(17)

В работах [34, 36] описана процедура вычисления СФ первого и второго порядков для
пары задач (16) и (17): приведем только выводы из этих вычислений. Для решения со-
путствующей задачи подразумеваем, что выбор модели пластины не грубее, чем модель
третьего порядка по поперечным деформациям (TSDT, [40,41]).

2.2.1. Приближение первого порядка. МСФ-приближение первого порядка по-
строим путем выбора 𝑄 = 0 в соотношении (14). В случае выбранной неоднородности
система уравнений и граничных условий для отыскания СФ первого порядка примет
вид [36]

[︀
𝐶𝑖3𝑚𝑛(𝑥3) + 𝐶𝑖3𝑘3(𝑥3)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(𝑥3)

]︀
,3
= 0,

[︀
𝐶𝑖3𝑚𝑛(±ℎ/2) + 𝐶𝑖3𝑘3(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(±ℎ/2)

]︀
= 𝐶0

𝑖3𝑚𝑛, (18)
𝐶𝑖3𝑘𝑙(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛(±ℎ/2) = 0. (19)

Заметим, что система (19) представляет собой систему обыкновенных дифференциальных
уравнений второго порядка для функций 𝑁113(𝑥3), 𝑁223(𝑥3), 𝑁311(𝑥3), 𝑁322(𝑥3), 𝑁333(𝑥3) ,
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на каждую из которых сформулированы четыре граничных условия. Первые уравнения
системы (18) легко проинтегрировать:

𝑁3𝛼𝛼 =

𝑥3∫︁

−ℎ/2

(𝐶0
33𝛼𝛼 − 𝐶33𝛼𝛼)/𝐶3333𝑑𝑦 + 𝑘3𝛼𝛼,

𝑁𝛼𝛼3 =

𝑥3∫︁

−ℎ/2

(𝐶0
𝛼3𝛼3 − 𝐶𝛼3𝛼3)/𝐶𝛼3𝛼3𝑑𝑦 + 𝑘𝛼𝛼3,

(20)

в соотношениях (20) и далее отсутствует суммирование по греческим индексам,
а 𝑘𝑖𝑗𝑘 – константы интегрирования. Соотношение же (19) при произвольных 𝐶0

𝑖𝑗𝑘𝑙 удо-
влетворить нельзя: из условия (19) на нижней лицевой плоскости следует, что 𝑘𝑖𝑗𝑘 = 0 , а
условие на верхней лицевой плоскости будет выполнено, если и только если

𝐶0
33𝛼𝛼 =

⟨︀
𝐶33𝛼𝛼/𝐶3333

⟩︀
/
⟨︀
1/𝐶3333

⟩︀
, 𝐶0

𝛼3𝛼3 = 1/
⟨︀
1/𝐶𝛼3𝛼3

⟩︀
. (21)

Таким образом, поперечные модули сопутствующего тела уже не могут быть произвольны-
ми, а должны быть выбраны в соответствии с (21). Продольные же модули 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 остаются
параметрами метода. Перемещения в исходном теле с учетом вида СФ (20), вида решения
сопутствующей задачи (15) и 𝑄 = 0 в соотношении (14) имеют вид

𝑢1(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
1 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁113(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3,1(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+𝑁113(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
1 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝑢2(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
2 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁223(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3,2(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+𝑁223(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
2 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝑢3(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝑥𝑟3

(︁
𝜙
(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2) +𝑁311(𝑥3)𝜙

(𝑟)
1,1(𝑥1, 𝑥2) +𝑁322(𝑥3)𝜙

(𝑟)
2,2(𝑥1, 𝑥2)

)︁
+

+𝑟𝑥𝑟−1
3 𝑁333(𝑥3)𝜙

(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2)

]︁
.

(22)

Соотношения (22) задают набор приближений к решению исходной задачи (1), выполня-
ющих граничные условия и параметризованных выбором 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 : все функции 𝜙
(𝑟)
𝑖 (𝑥1, 𝑥2)

зависят от выбора 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 . Выбрать 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 необходимо так, чтобы соотношения (22) зада-
вали поле перемещений, максимально приближенное к точному. Поскольку (22) при пере-
менных 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 можно трактовать как кинематически допустимые поля перемещений, вос-
пользуемся вариационным подходом, принимая во внимание, что параметр полей – 𝐶0

𝐼𝐽𝐾𝐿 .
Приведем только основные выкладки вариационного подхода. Введем обозначения

𝜀𝐼𝐽(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐴1,𝑟

𝐼𝐽𝐾𝐿(𝑥3)𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐿(𝑥1, 𝑥2) + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝐾𝐿(𝑥3)𝜙
(𝑟)
3,𝐾𝐿(𝑥1, 𝑥2)

]︁
,

𝜀𝐼3(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐵1,𝑟

𝐼𝐾𝜙
(𝑟)
𝐾 +𝐵2,𝑟

𝐼𝐿𝜙
(𝑟)
3,𝐿 +𝐵3,𝑟

𝐼𝐾𝐿𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐿

]︁
,

𝜀33(
−→𝑥 ) =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︁
𝐶1,𝑟𝜙

(𝑟)
3 (𝑥1, 𝑥2) + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄(𝑥1, 𝑥2)

]︁
,
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где
𝐴1,𝑟

1111 = 𝐴1,𝑟
1212 = 𝑥𝑟3 +𝑁113(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 , 𝐴1,𝑟

1221 = 𝐴1,𝑟
2222 = 𝑥𝑟3 +𝑁223(𝑥3)𝑟𝑥

𝑟−1
3 ,

𝐴3,𝑟
1111 = 𝐴3,𝑟

1212 = 𝑥𝑟3𝑁113(𝑥3), 𝐴3,𝑟
1221 = 𝐴3,𝑟

2222 = 𝑥𝑟3𝑁223(𝑥3);

𝐵1,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
1 +𝑁113,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁113(𝑥3),

𝐵1,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
1 +𝑁223,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁223(𝑥3);

𝐵2,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
𝑁113(𝑥3) +𝑁333(𝑥3))

)︁
+ 𝑥𝑟3

(︁
1 +𝑁113,3(𝑥3)

)︁
,

𝐵2,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3

(︁
𝑁223(𝑥3) +𝑁333(𝑥3))

)︁
+ 𝑥𝑟3

(︁
1 +𝑁223,3(𝑥3)

)︁
;

𝐵3,𝑟
111 = 𝐵3,𝑟

212 = 𝑥𝑟3𝑁311(𝑥3), 𝐵3,𝑟
121 = 𝐵3,𝑟

222 = 𝑥𝑟3𝑁322(𝑥3);

𝐶1,𝑟 = 𝑟𝑥𝑟−1
3

(︁
1 +𝑁333,3(𝑥3)

)︁
+ 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝑁333(𝑥3),

𝐶2,𝑟
11 = 𝑟𝑥𝑟−1

3 𝑁311(𝑥3) + 𝑥𝑟3𝑁311,3(𝑥3), 𝐶2,𝑟
22 = 𝑟𝑥𝑟−1

3 𝑁322(𝑥3) + 𝑥𝑟3𝑁322,3(𝑥3).

Первая вариация интеграла по объему, входящая в функционал Лагранжа (12), записан-
ный в терминах поля (22), имеет вид

𝛿ℒ𝑉 =
𝑅∑︁

𝑟=0

𝑅∑︁

𝑡=0

𝐿1∫︁

0

𝐿2∫︁

0

ℎ/2∫︁

−ℎ/2

[︁(︁
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

1,𝑡
𝐾𝑁 [𝐵

1,𝑟
𝐼𝑉 𝜙

(𝑟)
𝑉 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑈𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑈,𝑉 ]−

−
[︀
𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑀 + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑀) + 𝐶33𝐾𝐿(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3,𝑀 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑀)

]︀
𝐴1,𝑡

𝐾𝐿𝑁𝑀−
−
[︀
𝐶33𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐾𝐿𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑈 + 𝐴3,𝑟

𝐾𝐿𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑈) + 𝐶3333(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3,𝑈 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑈)

]︀
𝐶2,𝑡

𝑁𝑈+

+
[︀
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

3,𝑡
𝐾𝑁𝑀 [𝐵1,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑀 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 𝑀 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑉 𝑈𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑈𝑀 ]

]︀)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
𝑁 +

+
(︁[︀

[𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿(𝐴
1,𝑟
𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙

(𝑟)
𝑆,𝑂𝑀𝐹 + 𝐴3,𝑟

𝐼𝐽𝑆𝑂𝜙
(𝑟)
3,𝑆𝑂𝑀𝐹 )+

+𝐶33𝐾𝐿(𝐶
1,𝑟𝜙

(𝑟)
3,𝑀𝐹 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄𝑀𝐹 )]𝐴

3,𝑡
𝐾𝐿𝐹𝑀

]︀
+

+
[︀
[𝐶33𝐾𝐿(𝐴

1,𝑟
𝐾𝐿𝑈𝑉 𝜙

(𝑟)
𝑈,𝑉 + 𝐴3,𝑟

𝐾𝐿𝑈𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑈𝑉 ) + 𝐶3333(𝐶

1,𝑟𝜙
(𝑟)
3 + 𝐶2,𝑟

𝑃𝑄𝜙
(𝑟)
𝑃,𝑄)]𝐶

1,𝑡
]︀
−

−
[︀
𝐶𝐼3𝐾3𝐵

(2,𝑡)
𝐾𝑁 [𝐵1,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑁 +𝐵2,𝑟

𝐼𝑉 𝜙
(𝑟)
3,𝑉 𝑁 +𝐵3,𝑟

𝐼𝑉 𝑈𝜙
(𝑟)
𝑉,𝑈𝑁 ]

]︀)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
3

]︁
𝑑 𝑥3 𝑑 𝑥2 𝑑 𝑥1−

−
𝑅∑︁

𝑡=0

𝐿1∫︁

0

𝐿2∫︁

0

𝐻/2∫︁

−𝐻/2

[︁(︁
𝑋1𝑥

𝑡
3 +𝑋1𝑡𝑥

𝑡−1
3 𝑁113 −𝑋3,1𝑥

𝑡
3𝑁311

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
1 +

+
(︁
𝑋2𝑥

𝑡
3 +𝑋2𝑁223𝑡𝑥

𝑡−1
3 −𝑋3,2𝑥

𝑡
3𝑁322

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
2 +

(︁
𝑋3𝑥

𝑡
3 + 𝑡𝑥𝑡−1

3 𝑁333 −𝑋1,1𝑁113𝑥
𝑡
3 −𝑋2,2𝑁223𝑥

𝑡
3

)︁
𝛿𝜙

(𝑡)
3 𝑑 𝑥3 𝑑 𝑥2 𝑑 𝑥1

]︁
.

(23)

С учетом того, что выбору подлежат 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , точно удовлетворить вариационному

уравнению 𝛿ℒ = 0 не представляется возможным. Объемные силы 𝑋𝑖 можно записать в
терминах 𝜙

(𝑟)
𝑘 :
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𝑋𝑖 = 𝐶0
𝑖𝑗𝑘𝑙𝑣𝑘,𝑙𝑗 =

𝑅∑︁

𝑟=0

[︀
𝐶0

𝑖𝐽𝐾𝐿𝑥
𝑟
3𝜙

(𝑟)
𝐾,𝐿𝐽 + 𝐶0

𝑖3𝐾𝐿𝑟𝑥
𝑟−1
3 𝜙

(𝑟)
𝐾,𝐿+

+𝐶0
𝑖𝐽𝐾3

(︀
𝑟𝑥𝑟−1

3 𝜙
(𝑟)
𝐾,𝐽 + 𝑥𝑟3𝜙

(𝑟)
3,𝐾𝐽

)︀
+ 𝐶0

𝑖3𝐾3

(︀
𝑟𝑥𝑟−1

3 𝜙
(𝑟)
3,𝐾 + 𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2

3 𝜙
(𝑟)
𝐾

)︀
+

+𝐶0
𝑖𝐽33𝑥

𝑟−1
3 𝑟𝜙

(𝑟)
3,𝐽 + 𝐶0

𝑖333𝑟(𝑟 − 1)𝑥𝑟−2
3 𝜙

(𝑟)
3

]︀
.

Это представление можно подставить в (23) и выбрать 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 из соображений минимиза-

ции (𝛿ℒ)2 : в этом случае необходимо выбрать 𝐶0
𝐼𝐽𝐾𝐿 =< 𝐶𝐼𝐽𝐾𝐿 + 𝐶𝐼𝐽33𝑁3𝐾𝐿,3 > . Таким

образом, упругие свойства сопутствующего тела, выбранные в работе [36], совпадают с
выбранными из соображений минимизации (𝛿ℒ)2 .

2.2.2. Приближение второго порядка. Рассмотрим приближение решения зада-
чи (16) МСФ второго порядка (𝑄 = 1 в соотношении (14)). В этом случае уравнения (8)
примут вид

[𝐶𝑖3𝑚𝑛 + 𝐶𝑖3𝑚3𝑁𝑘𝑚𝑛,3],3 = 0,

[𝐶𝑖3𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙𝑖1,3 + 𝐶𝑖3𝑚𝑖1𝑁𝑚𝑘𝑙],3 = 𝐶0
𝑖𝑖1𝑘𝑙

− [𝐶𝑖𝑖1𝑚3𝑁𝑚𝑘𝑙,3 + 𝐶𝑖𝑖1𝑘𝑙].

Из совпадения кинематических и статических граничных условий исходной (16) и со-
путствующей (17) задач на границах 𝑥1 = 0, 𝐿1 и 𝑥2 = 0, 𝐿2 следует, что 𝑁𝛼𝛼𝛽𝛾 ≡ 0 ,
𝑁𝛼𝛼𝛼𝛽 ≡ 0 . Из совпадения статических граничных условий на лицевых поверхностях сле-
дует, что

𝐶𝑖3𝑚𝑛(±ℎ/2) + 𝐶𝑖3𝑘3(±ℎ/2)𝑁𝑘𝑚𝑛,3(±ℎ/2) = 𝐶0
𝑖3𝑚𝑛,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁1𝛼𝛼1,3 = 𝑁2𝛼𝛼2,3 = 𝑁3𝛼𝛼3,3 = −𝑁3𝛼𝛼, 𝛼 = 1, . . . , 3,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁𝛽𝛽33,3 = −𝑁𝛽𝛽3, 𝛽 = 1, 2,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁1122,3 = 0, 𝑁2211,3 = 0,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝐶33𝛾𝛾𝑁𝛾𝛾3 = −𝐶3333𝑁33𝛾𝛾,3, 𝛾 = 1, 2,

𝑥3 = ±ℎ/2 : 𝑁𝑖𝑘𝑙𝑖1

⃒⃒
⃒
𝑥3=±ℎ/2

= 0.

(24)

СФ второго порядка примут вид

𝑁𝛼𝛽𝛽𝛼(𝑥3) =

𝑥3∫︁

−𝐻/2

[︁ 1

𝐶𝛼3𝛼3(𝑧)

𝑧∫︁

−𝐻/2

(︁
𝐶0

𝛼𝛼𝛽𝛽 − 𝐶𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑦)−

−𝐶𝛼𝛼33(𝑦)𝑁3𝛽𝛽,3(𝑦)
)︁
𝑑 𝑦 −𝑁3𝛽𝛽(𝑧)

]︁
𝑑 𝑧,

𝑁𝛼𝛼𝛽𝛽(𝑥3) =

𝑥3∫︁

−𝐻/2

[︁ 1

𝐶𝛼3𝛼3(𝑧)

𝑧∫︁

−𝐻/2

(︁
𝐶0

𝛼𝛽𝛼𝛽 − 𝐶𝛼𝛽𝛼𝛽(𝑦)
)︁
𝑑 𝑦
]︁
𝑑 𝑧, 𝛼 = 1, 2,

𝑁𝛼𝛼33(𝑥3) = −
𝑥3∫︁

−ℎ/2

𝑁𝛼𝛼3(𝑦)𝑑𝑦, 𝑁33𝛼𝛼(𝑥3) = −
𝑥3∫︁

−ℎ/2

𝐶33𝛼𝛼(𝑦)

𝐶3333(𝑦)
𝑁𝛼𝛼3(𝑦)𝑑𝑦.

(25)
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Приведенные соотношения уточнены по сравнению с работой [36]. Свойства сопутствую-
щего тела в случае метода второго порядка выбраны из соображений выполнения условий
(24) на верхней лицевой поверхности (функции, определенные соотношениями (25), авто-
матически удовлетворяют граничным условиям на нижней лицевой поверхности): из этих
условий подлежат выбору все компоненты тензора модулей упругости сопутствующего
тела. Заметим, что в случае исходного тела с кусочно-постоянными упругими свойства-
ми СФ первого порядка – кусочно-линейные функции поперечной координаты, а второго
порядка – кусочно-параболические.

Решение тестовой задачи (16) приближается к точному при уменьшении отношения
толщины к поперечным размерам пластины. Приведем результаты вычисления прибли-
женных решений задачи (16) для ортотропных исходных пластин, нормализованные тех-
нические постоянные которых приведены в табл. 1. Размеры пластины в плане – 𝐿× 𝐿 ,
пластина нагружена поверхностными силами

𝑞+3 (𝑥1, 𝑥2) = 𝑞0 sin(𝜆1𝑥1) sin(𝜇1𝑥2),

𝑞+1 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑞±2 (𝑥1, 𝑥2) = 0, 𝑞−1 (𝑥1, 𝑥2) = 0 , 𝑞−3 (𝑥1, 𝑥2) = 0.

Рассмотрены пластины с отношением толщины к размерам в плане 1/4 и 1/8 .
В качестве решения сопутствующей задачи использовано высокоточное решение
N.J. Pagano [43]; аналогичное решение для исходной задачи использовано в ка-
честве контрольного. Приведем (рис. 1) графики нормализованных значений про-
дольного перемещения �̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) = 100𝐻3 * 𝐸𝑇 * 𝑢1(0, 𝐿/2, 𝑥3)/𝑞0𝐿4 и напряжения
�̂�11 = 𝐻𝜎11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3)/𝑞0𝐿

2 .

Табл. 1. Нормализованные технические постоянные пластины
Table 1. Normalized engineering constants of the plate

Слой 𝐸1

𝐸𝑇

𝐸2

𝐸𝑇

𝐸3

𝐸𝑇
𝜈12 𝜈13 𝜈23

𝐺12

𝐸𝑇

𝐺13

𝐸𝑇

𝐺23

𝐸𝑇

[𝐻/6, 𝐻/2] 50 1 1 0.25 0.25/50 0.25/50 0.5 0.5 0.2
[−𝐻/6, 𝐻/6] 1 20 1 0.25/20 0.25 0.25/20 0.5 0.2 0.5
[−𝐻/2,−𝐻/6] 50 1 1 0.25 0.25/50 0.25/50 0.5 0.5 0.2

Заключение
Исследованы свойства структурных функций – функциональных коэффициентов, вхо-

дящих в приближенное решение задачи теории упругости для неоднородного тела, постро-
енное методом структурных функций. Данный метод основан на представлении перемеще-
ний в неоднородном теле в виде ряда по производным решения задачи теории упругости
для однородного тела идентичной геометрии, подвергнутого тем же нагрузкам и закрепле-
ниям. Уравнения для определения структурных функций, которые в предыдущих работах
были выведены из соображений совпадения уравнений равновесия исходной и сопутству-
ющей задач, в данной работе получены из вариационного принципа Лагранжа. Приведено
доказательство эквивалентности двух существующих подходов к вычислению структур-
ных функций, единственности структурных функций для выбранной пары исходной и со-
путствующей задач. В дополнение к описанным предыдущими исследователями отмечены
следующие свойства структурных функций:
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• структурные функции зависят от упругих свойств сопутствующего тела и обраща-
ются в нуль в тривиальном случае,

• структурные функции зависят от граничных условий смешанной краевой задачи,

• структурные функции не зависят от точности решения сопутствующей задачи.

Рис. 1. Результаты вычисления приближенных решений задачи (16) для пластины с упругими
свойствами (табл. 1). Верхние рисунки представляют продольные напряжения �̂�11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3) ,
нижние – перемещения �̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) . Левые иллюстрации относятся к пластине с 𝐻/𝐿 = 1/4 ,
правые – 𝐻/8 . Сиреневые кривые – МСФ-приближение первого порядка, серые – второго поряд-
ка, красные – контрольное решение N.J. Pagano
Fig. 1. Approximate solutions to problem (16) for a plate with elastic properties (see table). The
upper graphs display longitudinal stresses �̂�11(𝐿/2, 𝐿/2, 𝑥3) , the bottom graphs show displacements
�̂�1(0, 𝐿/2, 𝑥3) . The left and right graphs correspond to a plate with a span-to-depth ratio 𝐻/𝐿 = 1/4
and 𝐻/8 , respectively. Purple curves – the first-order structural functions method approximation, gray
curves – the second-order approximation, red curves – the classical solution by N.J. Pagano

Определено понятие порядка метода – наибольшего порядка производных перемеще-
ний в сопутствующем теле, входящих в приближенное решение исходной задачи. Пока-
зано, что использование метода порядка 𝑄 + 1 оправдано в сочетании с приближенным
решением сопутствующей задачи, позволяющим найти производные деформаций порядка
𝑄+1 по всем координатам. В качестве примера применения метода рассмотрена задача о
нагружении слоистой прямоугольной пластины, свободно опертой на контуре: приведены
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приближенные решения этой задачи методом структурных функций первого и второго
порядков.

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
Conflicts of Interest. The authors declare no conflicts of interest.

Литература
1. Горбачев В.И. Вариант метода осреднения для решения краевых задач неоднородной упру-

гости: автореф. дис. ... д-ра физ.-мат. наук. Москва, 1991.

2. Горбачев В.И. Об эффективных коэффициентах упругости неоднородного тела // Изв. РАН.
МТТ. 2018. № 4. С. 115–126. https://doi.org/10.31857/S057232990000703-3.

3. Горбачев В.И. Дифференциальные уравнения с переменными коэффициентами в механике
неоднородных тел // Изв. РАН. МТТ. 2020. № 3. С. 114–121.
https://dx.doi.org/10.31857/S0572329920030071.

4. Победря Б.Е. Механика композиционных материалов. М.: Изд-во Моск. ун-та. 1984. 336 с.

5. Voigt W. Ueber die Beziehung zwischen den beiden Elasticitätsconstanten isotroper Körper //
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