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Аннотация

В последние годы изучение устойчивого потока вязкой жидкости приобрело значительный
интерес из-за его обширного инженерного применения. В статье рассмотрена классическая зада-
ча из теории вязкого ламинарного стационарного пограничного слоя несжимаемой ньютоновской
жидкости на плоской тонкой пластине (задача Блазиуса). Методом пристрелки совместно с чис-
ленной схемой Рунге –Кутты четвертого порядка точности на большом интервале для очень мел-
кой сетки получено конечно-разностное решение этой задачи. Численные результаты сопостав-
лены с известными аналогичными расчетными тестовыми данными. Проведена оценка функции
Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее двух производных 𝐵 -сплайном третьего порядка, получено отличное сов-
падение с расчетами. Нелинейным методом наименьших квадратов (НМНК) установлена новая
аналитическая корреляционная зависимость для функции Блазиуса, приближающая результа-
ты проведенных расчетов в широком диапазоне автомодельной переменной 𝜂 . Дано сравнение
значений функции 𝑓 , первой и второй ее производных с точными данными. Эти результаты
находятся в полном согласии с ранее полученными решениями. Профиль продольной скоро-
сти в пограничном слое, определенный через производную 𝑓 ′ функции Блазиуса, может быть
использован в качестве начального профиля скорости при численном моделировании турбулент-
ных плоских и трехмерных течений несжимаемой жидкости.
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Abstract

In recent years, the steady-state flow of viscous fluids has attracted considerable research interest
due to its broad engineering applications. This study provides new insights into the classical problem of
the theory of the viscous laminar stationary boundary layer of an incompressible Newtonian fluid on a
thin flat plate (Blasius problem). A finite-difference solution to the Blasius problem was obtained by the
shooting method in combination with the Runge–Kutta numerical scheme of the fourth-order accuracy
over a large interval for a very fine mesh. The numerical results were validated against similar known
data of calculation tests. The Blasius function 𝑓(𝜂) and its first two derivatives were approximated
using the third-order 𝐵 -spline. Excellent agreement with the results of known calculations was
demonstrated. A new analytical correlation for the Blasius function, which approximates the results
of the calculations in a wide range of the self-similar variable 𝜂 , was established by the nonlinear least
squares method (NLLSM). The values of the function 𝑓 and its first- and second-order derivatives
were compared with known data. The results align with previous solutions. The longitudinal velocity
profile in the boundary layer, defined through the derivative 𝑓 ′ of the Blasius function, can serve as
the initial velocity profile in the numerical modeling of turbulent flat and three-dimensional flows of
an incompressible fluid.
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Введение
В начале прошлого века Л. Прандтль [1,2] заложил основы теории пограничного слоя.

Эта теория нашла свое основное применение при расчете сопротивления трения, кото-
рое действует на тело при его перемещении в жидкости, например, сопротивления крыла
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самолета, лопасти турбины или судна. Двумерный поток над фиксированной непроница-
емой поверхностью создает пограничный слой, когда частицы движутся медленнее вбли-
зи поверхности, чем вблизи свободного потока. Эта проблема теории пограничного слоя
вызвала интерес у видных ученых. Задача Блазиуса – простейшая задача нелинейного
пограничного слоя. Огромное количество авторов исследовало различные аспекты этой
проблемы. Определение движения жидкости в области, близкой к поверхности пласти-
ны, как раз и называется проблемой или задачей Блазиуса [3], которая стала предметом
большого интереса математиков и физиков. Ей посвящены целые главы в монографиях
и учебниках по теории пограничного слоя [3–9], а также множество публикаций.

В 1908 году Г. Блазиус вывел уравнение (называемое в литературе уравнением Бла-
зиуса) с использованием методики преобразования подобия [10] для пограничного слоя
Прандтля (без градиента давления, давление 𝑝 постоянно). Преобразование подобия бы-
ло использовано для сведения параболической системы уравнений в частных производных
к одному обыкновенному нелинейному дифференциальному уравнению третьего порядка.

В работе [11] доказаны существование и единственность решения этой первоначаль-
ной задачи в частных производных. Вопросы единственности решения задачи Блазиуса
рассматривались также в [12,13].

Для решения названного выше уравнения разными авторами было использовано много
способов или методик. Первое аналитическое решение этого уравнения было предложено
Г. Блазиусом, который использовал формальное решение в виде ряда в окрестности стенки
и асимптотическое расширение для больших значений автомодельной переменной 𝜂 . Ряд
Блазиуса сходится в области |𝜂| ≤ 5.690 . В 1912 году К. Тoпфер [14] пересмотрел работу
Блазиуса и численно решил уравнение с начальными условиями. Наконец, более точное
численное решение уравнения Блазиуса было построено Л. Ховартом [15], который соста-
вил классическую таблицу значений функции Блазиуса 𝑓 и двух ее производных 𝑓 ′ , 𝑓 ′′

с пятью знаками после запятой. Им приведены данные расчета величины 𝜂 в сорока
пяти точках в диапазоне 0 ≤ 𝜂 ≤ 8.8 , которые использованы ниже для сравнения с ре-
зультатами, полученными в настоящей работе.

Известно много методов приближения функции Блазиуса 𝑓(𝜂) . Некоторые аналитиче-
ские подходы оказались полезными при решении уравнения пограничного слоя, например,
метод вариационной итерации [16–19], метод разложения Адомиана [20] и метод гомото-
пического анализа (метод продолжения по параметру, или деформационный метод) [21],
спектральные методы, основанные на ортогональных функциях [22], 𝐵 -сплайновые ап-
проксимации [23]. Применимость различных методов проверялась на хорошо известной
задаче Блазиуса много раз (см. обзоры [24,25]). Однако аналитические методы ограниче-
ны в своем применении и могут использоваться только в простых системах с несколькими
уравнениями.

Имеются также другие обобщения задачи Блазиуса, например, для плоской пласти-
ны в неньютоновской среде; для жидкости с учетом влияния термозависимой вязкости;
для пластины с массопереносом как за счет всасывания, так и за счет вдува.

Более общее уравнение Фолькнера – Скан [26, 27] описывает устойчивый двумерный
ламинарный пограничный слой, который образуется на клине, – течение, в котором пла-
стина не параллельна потоку. Здесь имеется приложенный градиент давления по длине
пластины. Это является обобщением задачи Блазиуса для плоской пластины, в которой
градиент давления вдоль пластины равен нулю. Такие случаи были изучены многими
исследователями.
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Численные решения с использованием компьютерного программного обеспечения и ал-
горитмов широко распространены в инженерных приложениях, относящихся к механике
жидкости. Известные системы компьютерной алгебры (символьных вычислений) – мате-
матические пакеты Maple [28,29], Matlab [30,31], Mathematica [21,32] и другие – способны
решать такие краевые задачи.

Стандартным численным способом решения двухточечных граничных задач являет-
ся метод стрельбы, который устраняет проблему, возникающую с граничным условием
на бесконечности 𝜂 → ∞ . Другие численные подходы использовали метод конечных раз-
ностей [33], предиктора – корректора [34], модифицированный предиктор – корректор, ис-
кусственную прямую нейронную сеть [35] и т. д. Их авторы изучали указанное уравнение
в основном для использования в качестве теста оценки точности для новых алгоритмов
и методов решения нелинейных дифференциальных уравнений с граничными условиями.

Возрастает также интерес ученых и инженеров к поиску приближенных аналитических
представлений функции Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее производных 𝑓 ′ , 𝑓 ′′ [29, 36].

1. Постановка задачи

Система уравнений двумерного ламинарного пограничного слоя несжимаемой нью-
тоновской жидкости совместно с начальными и граничными условиями представлена,
например, в [3–9, 37, 38]. В настоящем исследовании при решении классической задачи
Блазиуса о пограничном слое на плоской пластине использован численный подход, ос-
нованный на алгоритме стрельбы со схемой Рунге –Кутты четвертого порядка точности
на подробной сетке с большим количеством точек. Проведена аппроксимация 𝐵 -сплайном
функции Блазиуса 𝑓 , рассчитанной численно, оценены также производные 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ . При-
менен аналитический подход при оценке и подборе новой корреляции на основе данных
для функции 𝑓 , полученных численно методом НМНК.

2. Математическая модель

Условная схема течения динамического ламинарного пограничного слоя при обтекании
несжимаемой жидкостью плоской пластины (задача Блазиуса) приведена на рис. 1.

δ(x)  x

y

0

U∞

Рис. 1. Ламинарный пограничный слой при обтекании несжимаемой жидкостью плоской пласти-
ны (задача Блазиуса); 𝑥 , 𝑦 – ортогональные декартовые координаты; 𝑈∞ – скорость набегающего
потока; 𝛿 – толщина пограничного слоя
Fig. 1. Laminar boundary layer for incompressible fluid flow around a flat plate (Blasius problem);
𝑥 , 𝑦 – orthogonal Cartesian coordinates; 𝑈∞ – incoming flow velocity; 𝛿 – boundary layer thickness

Плоское стационарное движение вязкой несжимаемой ньютоновской жидкости может
быть описано уравнениями Навье –Стокса в приближении пограничного слоя с высоким
числом Рейнольдса и представлено в виде [4, 37,38]
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𝜕𝑢

𝜕𝑥
+
𝜕𝑣

𝜕𝑦
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𝑑𝑥
+ 𝜈

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2
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Здесь и далее обозначения совпадают с общепринятыми : (1) – уравнение неразрывно-
сти и (2) – уравнение импульсов в проекции на ось 𝑥 ; 𝑥 , 𝑦 – ортогональные декартовые
координаты, где 𝑥 – координата вдоль поверхности, отсчитываемая от передней кромки
пластины, 𝑦 является нормальным направлением к стенке; соответствующие компоненты
скорости (продольная и нормальная) – 𝑢 и 𝑣 ; 𝑝 – среднее статическое давление, которое
зависит только от 𝑥 и не зависит от координаты 𝑦 ; 𝜌 – плотность жидкости; 𝜈 – кине-
матический коэффициент молекулярной вязкости жидкости; 𝑈∞ – скорость набегающего
потока.

3. Граничные условия
В качестве граничных условий для уравнений (1) и (2) заданы условия прилипания

и непротекания на стенке
𝑦 = 0 : 𝑢 = 0, 𝑣 = 0.

На внешней границе пограничного слоя имеем

𝑦 → ∞ : 𝑢→ 𝑈𝑒(𝑥),

где 𝑈𝑒 – скорость основного потока.
Если ввести функцию тока 𝜓 и перейти к переменным Мизеса 𝑥 и 𝜓, как в работе [10],

𝑢 =
𝜕𝜓

𝜕𝑦
, 𝑣 = −𝜕𝜓

𝜕𝑥
,

получим, что уравнение неразрывности удовлетворится автоматически. Подстановка
в уравнение импульсов (2) дает

𝜕𝜓

𝜕𝑦

𝜕2𝜓

𝜕𝑥𝜕𝑦
− 𝜕𝜓

𝜕𝑥

𝜕2𝜓

𝜕𝑦2
= 𝜈

𝜕3𝜓

𝜕𝑦3
.

Для задачи внешнего обтекания стационарным свободным потоком со скоростью 𝑈∞ гра-
ничными условиями уравнения третьего порядка будут

𝑦 = 0, −∞ < 𝑥 < +∞ : 𝜓 = 0,

𝑦 = 0, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 :
𝜕𝜓

𝜕𝑦
= 0, (3)

𝑦 → +∞, 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝐿 :
𝜕𝜓

𝜕𝑦
→ 𝑈𝑒(𝑥).

Уравнение Блазиуса имеет вид

𝑓 ′′′(𝜂) + 0.5𝑓(𝜂)𝑓 ′′(𝜂) = 0, 𝜂 ≥ 0, (4)
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где 𝑓 – безразмерная функция тока, 𝑓 = 𝜓/
√
𝑈∞𝜈𝑥 ; 𝜂 – переменная подобия,

определяемая как 𝜂 = 𝑦
√︀
𝑈∞/(𝜈𝑥) ; штрих обозначает дифференцирование по 𝜂 ;

�̄� = 𝑢/𝑈∞ = 𝑓 ′ – безразмерная продольная скорость в пограничном слое.
Граничные условия для этого уравнения можно выразить в виде

𝜂 = 0, 𝑓(0) = 0, 𝑓 ′(0) = 0,

𝜂 → +∞, 𝑓 ′ = 1.
(5)

Функция Блазиуса 𝑓 является решением простой нелинейной задачи пограничного
слоя – обыкновенного дифференциального уравнения третьего порядка при 𝜂 ⊆ [0,∞] .
Производная 𝑓 ′(𝑥) дает профиль скорости в пограничном слое на половине бесконечного
интервала. Имеем двухточечную краевую задачу (4), (5), описывающую стационарный
плоский поток вязкой жидкости вдоль пластины. Отметим, что исходная задача (4) рас-
сматривается на полубесконечном интервале.

4. Результаты численного моделирования
Краевая задача Блазиуса (4), (5) решалась численно методом пристрелки с использо-

ванием схемы Рунге –Кутты четвертого порядка точности на интервале 𝜂 ⊆ [0, 40] . Число
точек вычисления по координате 𝜂 было равно 1001 (расчет 2 ). Функция 𝑓 , включая
ее первую 𝑓 ′ и вторую 𝑓 ′′ производные, представлены на рис. 2 в области 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 .
Здесь же для сравнения приведены данные Ховарта [15] (точки 1 ) из работы [4]. Видно,
что результаты расчетов хорошо согласуются с решением Ховарта.
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Рис. 2. График функции Блазиуса и ее производных 𝑓 , 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 : 1 – данные
Ховарта из работы [4]; 2 – расчет для задачи Блазиуса (4) и (5)
Fig. 2. Graph of the Blasius function and its derivatives 𝑓 , 𝑓 ′ , and 𝑓 ′′ for 0 ≤ 𝜂 ≤10 : 1 – Howarth’s
data from [4]; 2 – calculation of the Blasius problem (4) and (5)

Функция 𝑓(𝜂) была аппроксимирована 𝐵 -сплайном третьего порядка [39], с количе-
ством точек 2001 на полубесконечном интервале 𝜂 ⊆ [0, 40] . 𝐵 -сплайн, как видно из гра-
фика, точно проходит через каждую расчетную точку, правильно вычисляет первую 𝑓 ′(𝜂)
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и вторую 𝑓 ′′(𝜂) производные. Кубический сплайн является гладким в первой производ-
ной и непрерывным во второй производной. Результаты расчетов показаны на рис. 3
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 . Для удобства восприятия отмечена каждая десятая точка.
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Рис. 3. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) и ее производных 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 :
1 – аппроксимация 𝐵 -сплайном; 2 – расчет для задачи Блазиуса (4) и (5)
Fig. 3. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) and its derivatives 𝑓 ′(𝜂) and 𝑓 ′′(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 10 :
1 – 𝐵 -spline approximation; 2 – calculation of the Blasius problem (4) and (5)

В результате математической обработки с помощью алгоритма Левенберга – Мар-
квардта для НМНК предложена новая аппроксимация функции 𝑓(𝜂) от нормированной
координаты 𝜂 . Функция 𝑓 представлена в параметрическом виде – в виде рациональной
дроби от отрезков рядов Фурье – в интервале [−𝜋, 𝜋] изменения параметра 𝑡 :

𝑓(𝑡) =
(︁
𝑎0 +

5∑︁

1

(𝑎𝑖 cos(𝑖 𝑡) + 𝑏𝑖 sin(𝑖 𝑡))
)︁⧸︀(︁

𝑐0 +
5∑︁

1

(𝑐𝑖 cos(𝑖 𝑡) + 𝑑𝑖 sin(𝑖 𝑡))
)︁
, (6)

𝜂(𝑡) = −40 + 80(𝑡+ 𝜋)/(2𝜋), 𝑡 ⊆ [−𝜋, 𝜋].

Соответствующие коэффициенты определены из условия минимизации различий между
рассчитанными данными и значениями, полученными с использованием аналитическо-
го выражения. Видно, что приближенное аналитическое решение, полученное настоящим
способом, имеет хорошую точность аппроксимации во всем интервале. Значения коэффи-
циентов в формуле (6) приведены в табл. 1.

Рисунки 4–7 иллюстрируют функцию Блазиуса и ее производные. График функ-
ции 𝑓(𝜂) представлен на рис. 4 для 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 . Здесь кривая 2 показывает аппроксима-
цию, полученную по формуле (6), точки 1 – это результаты настоящих численных расче-
тов задачи Блазиуса (4) и (5) (для удобства восприятия дана каждая сороковая точка).
Независимая переменная 𝜂 дискретизирована в диапазоне [0, 40] с шагом 0.04 . Величи-
на достоверности аппроксимации 𝑅2 = 0.999999999999898997 . Стандартная ошибка равна
3.68396324464614181×10−06 . Здесь же приведен график 𝑓(𝜂) (кривая 3 ), построенный ин-
терполяционным полиномом из работы [29], который получен при помощи пакета Maple
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Табл. 1. Значения коэффициентов
Table 1. Values of approximation coefficients

𝑎0 35.5396693506857453 𝑐0 1
𝑎1 –54.4634814646330042 𝑐1 –1.47476509075902279
𝑏1 1.00944581347068968 𝑑1 0.32461330353516935
𝑎2 23.760694568625368 𝑐2 0.562706142200476372
𝑏2 –1.74228631165980711 𝑑2 –0.300985808076688625
𝑎3 –5.23296629210679103 𝑐3 –0.084139069383258464
𝑏3 1.27092806874448022 𝑑3 0.106963357320887097
𝑎4 0.382490992576368006 𝑐4 –0.00302986415448399835
𝑏4 –0.350925233215430188 𝑑4 –0.011506546783571724
𝑎5 0.013592879433268412 𝑐5 0.000289358324681787389
𝑏5 0.0132073542451078006 𝑑5 –0.000179480784699367342

и показан ниже:
𝑓(𝜂) = 0.169590122015878𝜂2 − 0.00975243043702233𝜂3+

+ 0.00949920484878554𝜂4 − 0.00490827418566491𝜂5+

+ 0.00107974724248178𝜂6 − 0.000128524622004544𝜂7+

+ 0.873236904505410× 10−5𝜂8 − 3.20151483330390× 10−7𝜂9+

+ 4.93213211515512× 10−9𝜂10.

(7)

Видно, что аппроксимация по формуле (7) дает неправильное поведение функции 𝑓(𝜂)
в области 𝜂 ⪆ 14 . Формула (6), найденная с помощью алгоритма Левенберга –Марквардта
для НМНК, хорошо оценивает значения функции 𝑓(𝜂) на очень большом интервале
0 ≤ 𝜂 ≤ 40 . Аппроксимации по формуле (6) сопоставимы и близки к результатам, получен-
ным численным интегрированием. Видно, что наклон 𝑓(𝜂) является постоянным при боль-
ших значениях 𝜂 . Если наклон функции постоянен при больших значениях 𝜂 , то значения
высших производных должны стремиться к нулю, как в случае 𝑓 ′′(𝜂) (см. рис. 7).

Для более понятного восприятия полученных данных на рис. 5 приведены графики,
построенные по формулам (6) и (7) в окрестности 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 . Видно, что все кривые
практически совпадают и проходят через точки, соответствующие численным расчетам 1.

Безразмерный профиль продольной скорости �̄� = 𝑓 ′ показан на рис. 6 для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 .
Здесь 1 – результаты расчета решения краевой задачи Блазиуса (4) и (5), приведена
каждая пятнадцатая точка на графике; 2 – первая производная функции (6); 3 – аппрок-
симация по следующей формуле из работы [29]:

𝑓 ′(𝜂) = 0.337538516034295𝜂 − 0.0224722593243771𝜂2+

+ 0.0309005339811106𝜂3 − 0.0211885940031025𝜂4+

+ 0.00562296515736044𝜂5 − 0.000773827415658246𝜂6+

+ 0.0000591838415872827𝜂7 − 0.239635130719565× 10−5𝜂8+

+ 4.01841870085965× 10−8𝜂9.

(8)
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Рис. 4. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 : 1 – расчет краевой задачи Блази-
уса (4)–(5); 2 – аппроксимация по формуле (6); 3 – расчет по формуле (7)
Fig. 4. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 : 1 – calculation of the Blasius boundary
value problem (4)–(5); 2 – approximation by the formula (7)
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Рис. 5. График функции Блазиуса 𝑓(𝜂) вблизи стенки 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 : 1 – расчет краевой задачи
Блазиуса (4) и (5); 2 – аппроксимация по формуле (6); 3 – расчет по формуле (7)
Fig. 5. Graph of the Blasius function 𝑓(𝜂) near the wall 0 ≤ 𝜂 ≤ 2 : 1 – calculation of the Blasius
boundary value problem (4) and (5); 2 – approximation by the formula (7)

На рис. 6 хорошо видно, что 𝑓 ′ увеличивается по мере увеличения расстояния от плоской
пластины до тех пор, пока не достигнет значения 1.0 на конце пластины.
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Рис. 6. Безразмерный профиль продольной скорости �̄� или первой производной функции 𝑓 ′(𝜂)
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – расчет краевой задачи Блазиуса (4)–(5); 2 – производная, рассчитанная
при аппроксимации по формуле (6); 3 – расчет по формуле (8)
Fig. 6. Dimensionless profile of the longitudinal velocity �̄� or the first derivative of the function 𝑓 ′(𝜂)
for 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – calculation of the Blasius boundary value problem (4)–(5); 2 – the derivative
calculated from the approximation by the formula (6); 3 – approximation by the formula (8)

Аналогичное сопоставление расчетных значений второй производной функции 𝑓 ′′(𝜂)
сделано для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 с использованием формулы [29] (см. рис. 7)

𝑓 ′′(𝜂) = 0.332057336270228− 0.0264531212585649𝜂+

+ 0.0663932833156139𝜂2 − 0.0689310639889838𝜂3+

+ 0.0232453293176898𝜂4 − 0.00381202903000096𝜂5+

+ 0.000334793989126382𝜂6 − 0.0000151821911347140𝜂7+

+ 2.79989280616388× 10−7𝜂8.

(9)

Здесь использованы те же обозначения, что на рис. 6. Видно, что аппроксимация (9)
снова не работает в области 𝜂 ⪆ 14 . Автор статьи [29] численно провел расчет реше-
ния краевой задачи Блазиуса (4) и (5) стандартным методом пристрелки и получил
решение для функции 𝑓(𝜂) и ее производных с тринадцатью знаками дробной части
для 0 ≤ 𝜂 ≤ 12.43 , использовав простой (приведенный в статье), код системы компью-
терной алгебры Maple. Однако метод пристрелки расходится за пределами указанного
интервала. На основе численных расчетов, сделанных в [29], этим же автором предложе-
ны приближенные аналитические решения с использованием подгонки кривых: три разные
независимые аналитические функции для 𝑓(𝜂) , 𝑓 ′(𝜂) и 𝑓 ′′(𝜂) , которые, как видно, не соот-
ветствуют численным данным в области больших 𝜂 . Границы применимости этих формул
в статье не указаны. Отметим, что автор модифицировал также метод пристрелки, заме-
нив второе граничное условие для функции 𝑓 : 𝑓 ′(∞) = 1 на 𝑓 ′′(0) = 0.332057336270228 ,
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и получил более точное численное решение задачи, имеющее больший радиус сходимо-
сти |𝜂| ≤ 251.67409 . Результаты этого расчета второй производной от функции 𝑓(𝜂)
по формуле (6) хорошо совпадают со значениями 𝑓 ′′(𝜂) при численном моделировании.
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Рис. 7. График второй производной функции Блазиуса 𝑓 ′′(𝜂) для 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – расчет
решения краевой задачи Блазиуса (4) и (5); 2 – производная при аппроксимации по формуле (6);
3 – аппроксимация по формуле (9)
Fig. 7. Graph of the second derivative of the Blasius function 𝑓 ′′(𝜂) for 0 ≤ 𝜂 ≤ 15 : 1 – calculation
of the Blasius boundary value problem (4) and (5); 2 – the derivative calculated from the approximation
by the formula (6); 3 – approximation by the formula (9)

Производная 𝑓 ′(𝜂) , выражающая продольную скорость 𝑢, применяется при расчетах
в качестве начального профиля скорости в плоских и трехмерных задачах гидромехани-
ки [40–42]. Полученные результаты используются для численного моделирования, позво-
ляющего непрерывно рассчитывать область потока в пограничном слое с ламинарным,
переходным и турбулентным режимами при высокой интенсивности турбулентности сво-
бодного потока.

Заключение
Решение краевой задачи Блазиуса получено численным интегрированием посредством

пристрелки с использованием метода Рунге – Кутты четвертого порядка точности на боль-
шом интервале автомодельной переменной 0 ≤ 𝜂 ≤ 40 для подробной мелкой сетки. По-
лученные точные значения 𝑓 , 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ использованы далее при получении конечного вы-
ражения для функции 𝑓(𝜂) из решения краевой задачи Блазиуса.

𝐵 -сплайном третьего порядка проведена аппроксимация функции Блазиуса 𝑓(𝜂)
и ее производных 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ с использованием большого числа точек. Установлено хоро-
шее совпадение с расчетами.

При исследовании пограничного слоя несжимаемой жидкости на плоской пластине
с нулевым градиентом давления найдена новая аппроксимация функции Блазиуса 𝑓(𝜂)
нелинейным методом наименьших квадратов, дающая полное совпадение с результатами
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численных расчетов. Проведено аналогичное сравнение результатов вычисления аппрок-
симаций производных 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ . Также наблюдается практическое совпадение с расчетными
точками. Аналитическая формула, полученная в настоящей работе, применима для всех
𝜂 ≥ 0 . Производные 𝑓 ′ и 𝑓 ′′ стремятся к своим асимптотическим значениям при 𝜂 → ∞ .

Наиболее важными из полученных результатов представляются следующие: одна-
единственная найденная функция 𝑓 дает эффективное приближение к решению клас-
сической задачи Блазиуса; первая и вторая производные этой функции практически сов-
падают с точными значениями, численными расчетами и аппроксимациями 𝐵 -сплайнами.
Продольный профиль скорости в пограничном слое над плоской пластиной, рассчитанный
на основе первой производной функции Блазиуса 𝑓 ′, может быть использован в качестве
начального при численном моделировании переходных и турбулентных течений несжима-
емой жидкости.
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S. 209–220. https://doi.org/10.1007/BF01180484. (In German)
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