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Аннотация

Предложен метод анализа 2-адической сложности бинарных обобщенных циклотомических
последовательностей с периодом 𝑝𝑞 . 2-адическая сложность, наряду с линейной сложностью, яв-
ляется важной характеристикой непредсказуемости последовательностей. Метод основан на ис-
пользовании обобщенных гауссовых периодов различных порядков по простым модулям 𝑝 и 𝑞 .
Оценена 2-адическая сложность обобщенных циклотомических последовательностей Динга –
Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков с высокой линейной сложностью. Показано,
что рассмотренные последовательности обладают большой 2-адической сложностью, достаточной
для отражения атак посредством алгоритма рациональной аппроксимации. Обобщены предыду-
щие результаты, полученные для последовательностей второго порядка.

Рассмотренный метод может быть использован для последовательностей другого вида, ко-
торые определяются посредством использования обобщенных циклотомических классов разных
порядков. Его также можно применять для анализа 𝑚 -адической сложности как бинарных, так
и небинарных последовательностей, например, четвертичных.

Ключевые слова: 2-адическая сложность, обобщенная циклотомическая последова-
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Abstract

A method is proposed to analyze the 2-adic complexity of generalized cyclotomic binary sequences
with period 𝑝𝑞 . Along with linear complexity, 2-adic complexity serves as an important measure of
sequence unpredictability. The method is based on generalized Gaussian periods of various orders
using the prime modules 𝑝 and 𝑞 . The 2-adic complexity of Ding–Helleseth generalized cyclotomic
sequences of orders two, four, and six with high linear complexity is estimated. The analysis shows
that these sequences have high 2-adic complexity, which is sufficient to resist attacks using the rational
approximation algorithm. Previous results obtained for the sequences of order two are summarized. The
proposed method can be applied to a different type of sequences defined using generalized cyclotomic
classes of various orders, as well as to investigate the m-adic complexity of both binary and non-binary
sequences, such as quaternary sequences.
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Введение

Для оценки непредсказуемости псевдослучайных последовательностей применяют раз-
личные виды сложностей, наиболее известной из которых является линейная. 2-адическая
сложность, как мера непредсказуемости последовательностей, была предложена в [1] для
оценки последовательностей, синтезируемых регистром сдвига с обратной связью по пере-
носу. Свойства 2-адической сложности и различные алгоритмы её вычисления изложены
в [2]. Согласно алгоритму рациональной аппроксимации для нахождения последователь-
ности с 2-адической сложностью 𝑚 достаточно 2𝑚 последовательных членов последо-
вательности, то есть для «хороших» периодических последовательностей их 2-адическая
сложность должна быть больше половины периода. Таким образом, желательно, чтобы
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последовательности имели не только высокую линейную сложность, но и 2-адическую.
Последнее замечание послужило причиной появления серии статей, посвященных иссле-
дованию 2-адической сложности бинарных последовательностей, обладающих высокой ли-
нейной сложностью. Так, в [3–5] определена 2-адическая сложность последовательностей с
идеальной или почти идеальной автокорреляцией, в [6–8] – чередующихся последователь-
ностей, а в [9–12] – ряда обобщенных циклотомических последовательностей, в частности,
в [13, 14] оценена 2-адическая сложность последовательностей Динга –Хеллесета второго
порядка с периодом 𝑝𝑞 , где 𝑝 и 𝑞 – различные простые числа, при ограничениях на 𝑝 и 𝑞 .
Линейная сложность таких последовательностей изучена ранее.

В настоящий момент известно несколько теоретических способов исследования
2-адической сложности последовательности, основанных на использовании: автокорре-
ляции последовательности; циклического определителя, составленного из значений дис-
кретного преобразования Фурье последовательности; обобщенных гауссовых периодов для
последовательностей простого периода или удвоенного [3, 12, 15]. В настоящей статье
предложено распространение последнего подхода на последовательности с периодом 𝑝𝑞 ,
где 𝑝 и 𝑞 – различные простые числа. Для иллюстрации метода обобщим результаты
из [13, 14] без ограничений на 𝑝, 𝑞 , а также докажем, что обобщенные циклотомические
последовательности Динга –Хеллесета четвертого и шестого порядков обладают высокой
2-адической сложностью. Предложенный метод исследования 2-адической сложности
можно использовать для изучения 2-адической сложности модернизированных последо-
вательностей Динга –Хеллесета [16], а также 𝑚 -адической сложности подобных последо-
вательностей для 𝑚 > 2 .

1. Обобщенные циклотомические последовательности
Прежде всего, напомним определение обобщенных циклотомических классов Динга –

Хеллесета по модулю 𝑝𝑞 [17].
Пусть 𝑝 и 𝑞 – различные нечетные простые числа, 𝑑 = НОД(𝑝− 1, 𝑞 − 1) и

𝑒 = (𝑝− 1)(𝑞 − 1)/𝑑 . Так как 𝑝 и 𝑞 – простые числа, то всегда существует общий при-
митивный корень 𝑔 по модулям 𝑝 и 𝑞 , его порядок по модулю 𝑝𝑞 равен 𝑒 [18].

Обозначим через 𝐻𝑖 и 𝐺𝑖 циклотомические классы порядка 𝑑 по модулям 𝑝 и 𝑞 соот-
ветственно, то есть

𝐻𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑑𝑗 mod 𝑝

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑝− 1

𝑑
− 1

}︂
и 𝐺𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑑𝑗 mod 𝑞

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑞 − 1

𝑑
− 1

}︂
,

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1.

Тогда справедливы разбиения

Z𝑝 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐻𝑖 ∪ {0} и Z𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐺𝑖 ∪ {0} .

Согласно китайской теореме об остатках существует такое число 𝑥 ∈ Z , что 𝑥 ≡ 𝑔 (mod 𝑝),
𝑥 ≡ 1 (mod 𝑞) . Обобщенные циклотомические классы Динга – Хеллесета порядка 𝑑 по мо-
дулю 𝑝𝑞 определяются следующим образом:

𝐷𝑖 =

{︂
𝑔𝑖+𝑗𝑑𝑥𝑡 mod 𝑝𝑞

⃒⃒
⃒⃒ 𝑗 = 0, 1, . . . ,

𝑒

𝑑
− 1, 𝑡 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1

}︂
, 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1.
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Обозначим через Z*
𝑝𝑞 группу обратимых элементов Z𝑝𝑞 , где Z𝑝𝑞 – кольцо классов вы-

четов по модулю 𝑝𝑞 . Пусть 𝑃 = {𝑝, 2𝑝, . . . , (𝑞 − 1)𝑝} и 𝑄 = {𝑞, 2𝑞, . . . , (𝑝− 1)𝑞} . Тогда

Z*
𝑝𝑞 =

𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐷𝑖 и Z𝑝𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝐷𝑖 ∪ 𝑃 ∪𝑄 ∪ {0}.

Определим последовательность Динга – Хеллесета 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 по формуле

𝑠𝑖 =

⎧
⎪⎨
⎪⎩
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈

𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝐷𝑖 ∪ 𝐶,

0 иначе,
(1)

где 𝐶 = 𝑄 , или 𝐶 = 𝑃 , или 𝐶 =
𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝑞𝐻𝑖 ∪
𝑑−1⋃︀
𝑖=𝑑/2

𝑝𝐺𝑖 [13, 14].

В завершение раздела напомним, что 2-адическая сложность Φ2(𝑠) последовательно-
сти 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 , согласно [2], может быть вычислена по формуле

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

НОД (𝑆(2), 2𝑝𝑞 − 1)
+ 1

)︂
, (2)

где 𝑆(𝑥) =
𝑝𝑞−1∑︀
𝑖=0

𝑠𝑖𝑥
𝑖 ∈ Z[𝑥] – многочлен последовательности 𝑠 . Таким образом, для нахож-

дения 2-адической сложности достаточно изучить наибольший общий делитель двух чисел
𝑆(2) и 2𝑝𝑞 − 1 . В данном случае, при определении последовательности посредством 𝐷𝑖 ,
важны свойства сумм

∑︀
𝑗∈𝐷𝑖

2𝑗 . В следующем разделе покажем, как классы вычетов 𝐷𝑖

связаны с циклотомическими классами порядка 𝑑 по модулям 𝑝 , 𝑞, и рассмотрим метод
вычисления этих сумм.

2. Метод анализа 2-адической сложности
Кольцо классов вычетов Z𝑝𝑞 изоморфно прямому произведению Z𝑝×Z𝑞 относительно

изоморфизма 𝑓(𝑡) = (𝑡 mod 𝑝, 𝑡 mod 𝑞) [18]. Пусть 𝐹𝑖,𝑗 = 𝑓−1 (𝐻𝑖 ×𝐺𝑗) , 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑑−1 .
Следовательно,

Z*
𝑝𝑞 =

𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑑−1⋃︁

𝑗=0

𝐹𝑖,𝑗 и Z𝑝𝑞 =
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑑−1⋃︁

𝑗=0

𝐹𝑖,𝑗 ∪
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑞𝐻 𝑖 ∪
𝑑−1⋃︁

𝑖=0

𝑝𝐺𝑖 ∪ {0} .

Использовав определения множеств 𝐷𝑖 и 𝐹𝑖,𝑗 , получим следующее утверждение.

Лемма 1. Для 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 имеем 𝐷𝑖 =
𝑑−1⋃︀
𝑗=0

𝐹𝑗,𝑖.

Таким образом, обобщенная циклотомическая последовательность Динга –Хеллесета
с периодом 𝑝𝑞 может быть определена с использованием множеств 𝐹𝑖,𝑗, 𝐻𝑖, 𝐺𝑖 . Следова-
тельно, согласно формуле (2) для анализа 2-адической сложности таких последователь-
ностей достаточно изучить суммы степеней 2, когда показатели степеней принадлежат
множествам 𝐹𝑖,𝑗, 𝐻𝑖, 𝐺𝑖.
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Определим вспомогательные многочлены 𝑆
(𝑑)
𝑖 (𝑥) =

∑︀
𝑢∈𝐻𝑖

𝑥𝑢 и 𝑇
(𝑑)
𝑖 (𝑥) =

∑︀
𝑣∈𝐺𝑖

𝑥𝑣 для всех

𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 . Далее индексы многочленов 𝑆
(𝑑)
𝑖 (𝑥) и 𝑇

(𝑑)
𝑖 (𝑥) всегда будем вычислять

по модулю 𝑑 . Следующие сравнения непосредственно вытекают из определений вспомо-
гательных многочленов и классов вычетов.

Лемма 2. Пусть 𝑢, 𝑣 – натуральные числа, НОД (𝑢, 𝑝) = 1 и НОД (𝑣, 𝑞) = 1 . Тогда

A. 𝑆
(𝑑)
𝑖

(︁
2𝑢𝑔

𝑗
)︁
≡ 𝑆

(𝑑)
𝑖+𝑗 (2

𝑢) (mod 2𝑢𝑝 − 1);

B. 𝑆
(𝑑)
0 (2𝑢) + 𝑆

(𝑑)
1 (2𝑢) + · · ·+ 𝑆

(𝑑)
𝑑−1 (2

𝑢) ≡ −1 (mod (2𝑢𝑝 − 1)/(2𝑢 − 1));

C. 𝑇
(𝑑)
𝑖

(︁
2𝑣𝑔

𝑗
)︁
≡ 𝑇

(𝑑)
𝑖+𝑗 (2

𝑣) (mod 2𝑣𝑞 − 1);

D. 𝑇
(𝑑)
0 (2𝑣) + 𝑇

(𝑑)
1 (2𝑣) + · · ·+ 𝑇

(𝑑)
𝑑−1 (2

𝑣) ≡ −1 (mod (2𝑣𝑞 − 1)/(2𝑣 − 1)).

Так как числа 𝑝 и 𝑞 взаимно просты, то всегда существуют такие целые числа 𝑎 и 𝑏 ,
что 1 ≡ 𝑎𝑞 + 𝑏𝑝 (mod 𝑝𝑞) , 0 < 𝑎 < 𝑝, 0 < 𝑏 < 𝑞 .

Лемма 3. Пусть 𝑖, 𝑗 = 0, 1, . . . , 𝑑−1 . Тогда
∑︀

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞) 𝑇

(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
(mod 2𝑝𝑞−1).

Доказательство. По определению 𝐹𝑖,𝑗 получим, что
∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡
∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢𝑎𝑞 2𝑢𝑏𝑝 (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Тогда ∑︁

𝑢∈𝐹𝑖,𝑗

2𝑢 ≡
∑︁

𝑢∈𝐻𝑖

2𝑢𝑎𝑞
∑︁

𝑢∈𝐺𝑗

2𝑢𝑏𝑝 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞) 𝑇

(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀

(mod 2𝑝𝑞 − 1).

Следствие 1. Если последовательность 𝑠 определена по формуле (1), то

𝑆(2) ≡
𝑑−1∑︁

𝑖=0

𝑆
(𝑑)
𝑖 (2𝑎𝑞)

𝑑−1∑︁

𝑗=𝑑/2

𝑇
(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+
∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Это утверждение следует непосредственно из леммы 3 и определения последователь-
ности.

Лемма 4. Пусть 𝑃𝑖 = 𝑝𝐺𝑖, 𝑄𝑖 = 𝑞𝐻𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑑− 1 . Тогда
∑︁

𝑢∈𝑃𝑖

2𝑢 ≡ 𝑇
(𝑑)
𝑖 (2𝑝) (mod 2𝑝𝑞 − 1) и

∑︁

𝑢∈𝑄𝑗

2𝑢 ≡ 𝑆
(𝑑)
𝑗 (2𝑞) (mod 2𝑝𝑞 − 1).

Лемма 4 может быть доказана тем же самым способом, что и лемма 3.
Согласно формуле (2) для анализа 2-адической сложности достаточно изучить

НОД (𝑆(2), 2𝑝𝑞 − 1) . Так как 𝑝 и 𝑞 – простые числа, то справедливо разложение

2𝑝𝑞 − 1 = (2𝑝 − 1) · (2𝑞 − 1) · 2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)
,

и НОД(2𝑝−1, 2𝑞−1) = 1 . Применив следствие 1 и лемму 2, получим следующие сравнения,
представленные в лемме 5.
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Лемма 5. Пусть последовательность Динга –Хеллесета 𝑠 определена по формуле (1)

и 𝑈 (𝑑)(2) =
𝑑−1∑︀

𝑗=𝑑/2

𝑇
(𝑑)
𝑗

(︀
2𝑏𝑝
)︀
. Тогда

A. НОД (𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД
(︂
2𝑝 − 1, −(𝑞 − 1)/2 +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂
;

B. НОД (𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД
(︂
2𝑞 − 1, (𝑝− 1)𝑈 (𝑑)(2) +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂
;

C. НОД
(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
= НОД

(︂
2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)
, −𝑈 (𝑑)(2) +

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖
)︂

.

Таким образом, в силу лемм 1–5 для анализа 2-адической сложности последовательно-
стей с периодом 𝑝𝑞 можно использовать свойства многочленов 𝑆(𝑑)

𝑖 (𝑥) и 𝑇
(𝑑)
𝑖 (𝑥) , которые

рассматривались ранее в [12,19,20]. Применив их в следующих разделах, получим оценку
2-адической сложности последовательностей.

В заключение раздела заметим, что утверждения лемм 2–4 останутся верными, если
взять циклотомические классы 𝐻𝑖 и 𝐺𝑗 разных порядков, а также, когда 𝑑 – делитель
НОД(𝑝 − 1, 𝑞 − 1) , не равный НОД(𝑝 − 1, 𝑞 − 1) . Таким образом, данный подход можно
использовать и для других обобщенных циклотомических последовательностей с пери-
одом 𝑝𝑞 , в частности, для модернизированных последовательностей Динга – Хеллесета,
предложенных в [16].

3. 2-адическая сложность последовательностей
Изучим 2-адическую сложность обобщенных циклотомических последовательностей

Динга – Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков.

3.1. Последовательности второго порядка. Пусть 𝑑 = 2 и последовательность 𝑠
с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷1 ∪𝑄,
0 иначе.

(3)

Для исследования 2-адической сложности последовательностей второго порядка исполь-
зуем свойства многочленов 𝑇

(2)
0 (𝑥), 𝑇

(2)
1 (𝑥) , полученные в [19]. Согласно [19] справедливы

следующие сравнения:
(︁
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︁2
≡
(︂−1

𝑞

)︂
𝑞 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), (4)

где
(︁

−1
𝑞

)︁
– символ Лежандра, НОД (𝑢, 𝑞) = 1 . По лемме 1

(︁
2𝑇

(2)
𝑖 (2𝑢) + 1

)︁2
≡
(︂−1

𝑞

)︂
𝑞 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), 𝑖 = 0, 1. (5)

Аналогичные сравнения справедливы для многочлена 𝑆
(2)
𝑖 (𝑥) .
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Теорема 1. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (3).
Тогда

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

𝑑1𝑑2
+ 1

)︂
,

где 𝑑1 = НОД (2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2) и 𝑑2 = НОД (2𝑞 − 1, 𝑝− 1) . В частности,

Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2(max(𝑝, 𝑞)).

Доказательство. По условию 𝐶 = 𝑄 . Тогда

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ −1 (mod 2𝑝 − 1),

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ 𝑝−1 (mod 2𝑞 − 1),

∑︁

𝑖∈𝐶
2𝑖 ≡ −1

(︂
mod

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
.

Следовательно, согласно лемме 5

𝑑1 = НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2),

𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД
(︀
2𝑞 − 1, (𝑝− 1)𝑇

(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ (𝑝− 1)

)︀
.

Так как НОД
(︁
2𝑞 − 1, 𝑇

(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 1
)︁
= 1 в силу соотношения (5) и малой теоремы Ферма,

то НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД(2𝑞 − 1, 𝑝− 1) .
Наконец, если 𝑑3 > 1 делит НОД

(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
, то опять же по лемме 5 имеет

место сравнение 𝑇 (2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ 1 (mod 𝑑3) . По формуле (5) последнее сравнение невозможно,

значит, 𝑑3 = 1 . А так как НОД(2𝑝 − 1, 2𝑞 − 1) = 1 , то 𝑑1𝑑2 ≤ max((𝑞 − 1)/2, 𝑝 − 1) . Это
замечание завершает доказательство теоремы 1 в силу формулы (2).

В частном случае, когда 𝑞 = 𝑝+ 2 , значения 𝑑1 = 𝑑2 = 1 по малой теореме Ферма и
Φ2(𝑠) = 𝑝𝑞 , что было показано в [13]. Отметим, что в общем случае 𝑑1 или 𝑑2 могут быть
больше единицы, например, имеем 𝑑1 = 7 , когда 𝑝 = 3 и 𝑞 = 13 или 𝑝 = 3 и 𝑞 = 41 ; для
𝑝 = 29 и 𝑞 = 3 значение 𝑑2 = 7 , а если 𝑝 = 47 и 𝑞 = 11 , то значение 𝑑2 = 23 .

2-адическая сложность последовательности 𝑠 , определенной по правилу (1) для 𝑑 = 2
и 𝐶 = 𝑃, изучена в [19].

Рассмотрим ещё один вариант определения последовательности Динга – Хеллесета вто-
рого порядка [14]. Как уже отмечалось во введении, достаточно показать, что 2-адическая
сложность последовательности больше половины её периода, поэтому далее ограничимся
только её оценкой.

Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷1 ∪ 𝑞𝐻1 ∪ 𝑝𝐺1,

0 иначе.
(6)

Теорема 2. Если последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (6),
то Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 4 log2 𝑝− 3 log2 𝑞 .

Доказательство. Если последовательность определена по формуле (6), то
𝐶 = 𝑞𝐻1 ∪ 𝑝𝐺1 и

∑︀
𝑖∈𝐶

2𝑖 = 𝑆
(2)
1 (2𝑞) + 𝑇

(2)
1 (2𝑝) . Тогда по лемме 5 (A) и формуле (5) имеем
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НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД
(︀
2𝑝 − 1, 𝑆

(2)
1 (2𝑞)

)︀
= 1 . Далее, если 𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) , то по

лемме 5 (B) получим сравнение 0 ≡ (𝑝− 1)𝑇
(2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑇

(2)
1 (2𝑝) /2 + (𝑝− 1)/2 (mod 𝑑2) .

Если 𝑏 ∈ 𝐺0 , то 𝑝𝑇
(2)
1 (2𝑝) ≡ −(𝑝 − 1)/2 (mod 𝑑2) или 𝑝

(︀
2𝑇

(2)
1 (2𝑝) + 1

)︀
≡ 1 (mod 2𝑑2) .

Тогда 𝑝2
(︁

−1
𝑞

)︁
𝑞 ≡ 1 (mod 4𝑑2) и 𝑑2 < (1 + 𝑝2𝑞)/4 .

Если же 𝑏 ∈ 𝐺1 , то (𝑝− 2)𝑇
(2)
1 (2𝑝) ≡ (𝑝− 3)/2 (mod 𝑑2) , (𝑝− 2)2

(︁
−1
𝑞

)︁
𝑞 ≡ 1 (mod 4𝑑2) .

Значит, всегда 𝑑2 < (1 + 𝑝2𝑞)/4 .
Пусть 𝑑3 = НОД

(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
. В этом случае согласно лемме 5 (С)

0 ≡ −𝑇 (2)
1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑆

(2)
1 (2𝑞) + 𝑇

(2)
1 (2𝑝) (mod 𝑑3).

Использовав два раза соотношение (5), получим, что 4𝑑3 < 𝑞2 + 𝑞(𝑝+ 1)/2 + (𝑝− 1)2/16 .
Таким образом, заведомо 𝑑2𝑑3 < 𝑝4𝑞3 , что доказывает теорему 2.

2-адическая сложность последовательности 𝑠 оценена в [14], когда 𝑝 ≡ 𝑞 ≡ 3 (mod 4) .
Заметим, что если 𝑝 ̸≡ 𝑞 ≡ 3 (mod 4) , то 𝑑3 может быть не равным единице, как в [14],
например, 𝑑3 = 71 для 𝑝 = 5, 𝑞 = 7 . Но если 𝑏 ∈ 𝐺0 , то 𝑑3 = 1 . Если 𝑝 = 67, 𝑞 = 3 , то
𝑑2 = 7 , и 𝑑2 = 23 , если 𝑝 = 43, 𝑞 = 11 . Метод, предложенный нами, проще, чем в [14], а
оценка 𝑑2 лучше.

3.2. Последовательности четвертого порядка. Исследуем 2-адическую слож-
ность бинарных последовательностей Динга – Хеллесета четвертого порядка. Пусть 𝑑 = 4
и последовательность 𝑠 определена по правилу

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷2 ∪𝐷3 ∪𝑄,
0 иначе.

(7)

Используем свойства многочленов 𝑇 (4)
𝑖 (𝑥) и 𝑈 (4)(𝑥) = 𝑇

(4)
2 (𝑥) + 𝑇

(4)
3 (𝑥) . В силу сравнения

𝑞 ≡ 1 (mod 4) существуют такие целые числа 𝑧, 𝑦 , что 𝑞 = 𝑧2+4𝑦2, 𝑧 ≡ 1 (mod 4) . Тогда

(︀
𝑈 (4)(2𝑢)

)︀2
+𝑈 (4)(2𝑢) ≡ (𝑞−1)/4+ 𝑦

(︁
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︁
/2 (mod (2𝑢𝑞 − 1)/(2𝑢 − 1)), (8)

где НОД(𝑢, 𝑞) = 1 .

Теорема 3. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (7).
Тогда

Φ2(𝑠) = log2

(︂
2𝑝𝑞 − 1

𝑑1𝑑2
+ 1

)︂
,

где 𝑑1 = НОД (2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2) и 𝑑2 = НОД (2𝑞 − 1, 𝑝− 1) . В частности,

Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2(max(𝑝, 𝑞)).

Доказательство. Как и при доказательстве теоремы 1, получим

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2).
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Пусть 𝑑2 делит НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) , тогда согласно лемме 5 справедливо сравнение

(𝑝− 1)𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ (𝑝− 1) ≡ 0 (mod 𝑑2).

Покажем, что 𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
̸≡ −1 (mod 𝑑2) .

Предположим противное. В этом случае из сравнений (8) и (4) следует

𝑦2𝑞/4 ≡ (𝑞 − 1)2/16 (mod 𝑑3) или
(︀
𝑧2𝑞 − 2𝑞 + 1

)︀
/16 ≡ 0 (mod 𝑑2).

Так как 𝑞 – простое число, то по малой теореме Ферма имеем 𝑑2 = 1+2𝑡𝑞, 𝑡 ∈ Z . Умножив
последнее сравнение на 2𝑡 , получим −(𝑧2 − 2) + 2𝑡 ≡ 0 (mod 𝑑2) . Значит, 𝑧2 − 2 = 2𝑡 .
Пришли к противоречию, так как 𝑧 – нечетное число. Следовательно,

НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) = НОД(2𝑞 − 1, 𝑝− 1).

Положим 𝑑3 = НОД
(︁
𝑆(2), 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)

)︁
, тогда согласно лемме 5 (С)

𝑈 (4)
(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ −1 (mod 𝑑3).

Использовав сравнения (8) и (4), получим

𝑦2𝑞/4 ≡ (𝑞 − 1)2/16 (mod 𝑑3) или
(︀
𝑧2𝑞 − 2𝑞 + 1

)︀
/16 ≡ 0 (mod 𝑑3).

Если 𝑑3 делит 2𝑝 − 1 и 2𝑝𝑞−1
(2𝑝−1)(2𝑞−1)

= 1 + 2𝑝 + · · · + 2(𝑞−1)𝑝 , то 𝑑3 = 𝑞 , что невозможно по
вышедоказанному. Аналогично, если 𝑑3 делит 2𝑞 − 1 и 2𝑝𝑞−1

(2𝑝−1)(2𝑞−1)
, то 𝑑3 = 𝑝 , что также

невозможно. Следовательно, порядок 2 по модулю 𝑑3 равен 𝑝𝑞, и по малой теореме Ферма
𝑑3 = 1 + 2𝑡𝑝𝑞 . Тогда, рассуждая, как и при оценке 𝑑2 , получим, что 𝑑3 = 1 .

Пусть теперь последовательность 𝑠 определена по правилу

𝑠𝑖 =

{︃
1, если 𝑖 mod 𝑝𝑞 ∈ 𝐷2 ∪𝐷3 ∪ 𝑃,
0 иначе.

(9)

Теорема 4. Если последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по формуле (9),
то Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 4 log2 𝑝− 3 log2 𝑞 .

Доказательство. Рассуждая, как при доказательстве теоремы 3, получим

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 − 1)/2) и НОД
(︂
𝑆(2),

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
= 1.

Пусть 𝑑2 делит НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) . Тогда (𝑝− 1)
(︁
𝑇

(4)
2

(︀
2𝑏𝑝
)︀
+ 𝑇

(4)
3

(︀
2𝑏𝑝
)︀)︁

≡ 1 (mod 𝑑2) ,
и согласно соотношению (8) справедливо

𝑝 ≡ (𝑝− 1)2
(︁
(𝑞 − 1)/4 + 𝑦

(︀
𝑇

(2)
0 (2𝑢)− 𝑇

(2)
1 (2𝑢)

)︀
/2
)︁

(mod 𝑑2)

или в силу сравнения (4)

(𝑝− 1)4𝑦2𝑞/4 ≡
(︀
(𝑝− 1)2(𝑞 − 1)/4− 𝑝

)︀2
(mod 𝑑2).

Следовательно, 𝑑2 < 𝑝4𝑞2 , что завершает доказательство теоремы 4.
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3.3. Последовательности шестого порядка. Исследуем теперь 2-адическую
сложность обобщенных циклотомичских последовательностей шестого порядка. Пусть
𝑑 = 6 . Тогда 𝑞 ≡ 1 (mod 6) , и 4𝑞 можно представить следующим образом: 4𝑞 = 𝐿2+27𝑀2,
𝐿 ≡ 1 (mod 3), 𝐿,𝑀 ∈ Z [18].

Пусть 𝑈0(𝑥) = 𝑇
(6)
0 (𝑥) + 𝑇

(6)
1 (𝑥) + 𝑇

(6)
2 (𝑥) и 𝑈1(𝑥) = 𝑇

(6)
3 (𝑥) + 𝑇

(6)
4 (𝑥) + 𝑇

(6)
5 (𝑥) . Следу-

ющие два утверждения доказаны в [20].

Лемма 6. Пусть 4𝑝 = 𝐿2 + 27𝑀2 , 𝐿 ≡ 1 (mod 3) и 𝑍𝑗(𝑐) = 𝑇
(3)
𝑗+2(𝑐)− 𝑇

(3)
𝑗 (𝑐) для

𝑗 = 0, 1, 2 , 𝑐 ∈ Z . Тогда 𝑍0(𝑐) , 𝑍1(𝑐) и 𝑍2(𝑐) удовлетворяют сравнению

𝑋3 − 𝑞𝑋 − 𝑞𝑀 ≡ 0 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)).

Лемма 7. Пусть 4𝑞 = 𝐿2 + 27𝑀2, 𝐿 ≡ 1 (mod 3) и 𝑐 ∈ Z . Тогда

A. 𝑈0(𝑐)𝑈1(𝑐) ≡ 𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 + 1)/4 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)) , когда 𝑞 ≡ 7 (mod 12) . Здесь
𝑗 ≡ −ind𝑔2 (mod 3);

B. 𝑈2
0 (𝑐) + 𝑈0(𝑐) ≡𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 − 1)/4 (mod (𝑐𝑞 − 1)/(𝑐− 1)) , если 𝑞 ≡ 1 (mod 12) .

Теорема 5. Пусть последовательность 𝑠 с периодом 𝑝𝑞 определена по форму-
ле (1). Тогда Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − log2 𝑝− 4 log2 𝑞 , если 𝐶 = 𝑄 , и Φ2(𝑠) ≥ 𝑝𝑞 − 7 log2 𝑝− 4 log2 𝑞 ,
если 𝐶 = 𝑃 .

Доказательство. Применив лемму 5 для 𝐶 = 𝑄 , как и ранее, получим, что

НОД(𝑆(2), 2𝑝 − 1) = НОД(2𝑝 − 1, (𝑞 + 1)/2),

𝑑2 = НОД(𝑆(2), 2𝑞 − 1) делит (𝑝− 1)𝑈1

(︀
2𝑏𝑝
)︀
≡ 𝑝− 1 (mod 𝑑2),

𝑑3 = НОД
(︂
𝑆(2),

2𝑝𝑞 − 1

(2𝑝 − 1)(2𝑞 − 1)

)︂
делит 𝑈1(2

𝑏𝑝) + 1.

Если 𝑟 делит 𝑈1(2
𝑏𝑝) + 1 , то по лемме 7 𝑀𝑍𝑗(𝑐) + (𝑞 ± 1)/4 ≡ 0 (mod 𝑟) и согласно

лемме 6
−(𝑞 ± 1)3/64 +𝑀2𝑞(𝑞 ± 1)/4− 𝑞𝑀4 ≡ 0 (mod 𝑟).

Значит, 𝑑2𝑑3 < (𝑝− 1)𝑞3 . Применив формулу (2), получим утверждение теоремы 5 для
𝐶 = 𝑄 . Когда 𝐶 = 𝑃 , неравенство для 2-адической сложности может быть доказано ана-
логично.

Заключение
Рассмотрен метод анализа 2-адической сложности обобщенных циклотомических по-

следовательностей с периодом 𝑝𝑞 . Получены её оценки для обобщенных циклотомиче-
ских последовательностей Динга – Хеллесета второго, четвертого и шестого порядков.
Обобщены предыдущие результаты, полученные для последовательностей второго по-
рядка. Применив этот же подход, можно показать, что 2-адическая сложность модер-
низированных последовательностей Динга – Хеллесета, предложенных в [16], больше чем
𝑝𝑞−2 log2 𝑝−4 log2 𝑞 , а 4-адическая сложность четвертичных последовательностей, линей-
ная сложность которых изучена в [21], больше чем 𝑝𝑞 − 1− 4 log2 𝑝𝑞 .
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