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Аннотация

Построена математическая модель расчета напряженно-деформированного состояния (НДС)
циклической оболочки с дефектом в виде локального несквозного углубления на внутренней
поверхности на основе трехмерного сплайнового варианта метода конечных элементов (МКЭ).
Предложен подход, сочетающий в себе параметризацию рассматриваемой области и кубическую
аппроксимацию искомых переменных. Приведены результаты исследования распределения на-
пряжений в дефектной области при различном расположении зоны углубления. Установлены
закономерности изменения НДС циклической оболочки при варьировании геометрических пара-
метров углубления.
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Abstract

A mathematical model for calculating the stress-strain state (SSS) of a cyclic shell with a defect
in the form of a local non-through depression on the inner surface was constructed using a three-
dimensional spline version of the finite element method (FEM). An approach was proposed that
combines the parameterization of the region under consideration and the cubic approximation of
the target variables. The findings on the stress distribution in the defective region were presented
for different locations of the depression zone. The patterns of change in the SSS of a cyclic shell with
variations in the geometric parameters of the depression were established.
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Введение
В настоящее время при создании архитектурных форм городской и загородной застрой-

ки, спортивных и развлекательных сооружений применяют многообразные виды цикли-
ческих оболочек [1]. В технике такие оболочки в виде трубчатых винтовых и спиральных
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поверхностей используют в нагревательных элементах электроплит, аппаратах по пере-
гонке жидкостей, в современных энергосберегающих электролампах. В промышленном
строительстве циклические оболочки используют в трубопроводах и их соединительных
элементах, сосудах высокого давления [2, 3]. При создании названных конструкций про-
водят поиск рациональной геометрии их элементов, прежде всего исходя из их функцио-
нального назначения, а также технологических и экономических возможностей [4–6].

В процессе эксплуатации оболочечных конструкций возникают внутренние дефекты
типа разрывов, расслоений, растрескиваний, наружные дефекты проката (пережог, по-
ристость, усадочные раковины), коррозия, а также механические повреждения поверхно-
сти. Количество, размер, глубина проникновения и место расположения дефекта ведут
к концентрации напряжений в области дефекта, что определяет техническое состояние и
долговечность конструкции в целом. В связи с этим представляет интерес исследование
распределения НДС в оболочках при изменении геометрических параметров, в частности,
в области локальных углублений. Экспериментальное и теоретическое исследование обо-
лочечных конструкций с дефектами различного рода, а также построение математических
моделей для оценки их НДС рассмотрены, например, в работах [7–13].

Для расчета НДС оболочек сложной геометрии используют различные численные ме-
тоды, например, метод конечных разностей, метод коллокации, МКЭ, метод граничных
элементов, а также применяют вариационные методы. Методы расчета НДС оболочек
сложной геометрии, а также разработка подходов параметризации области приведены,
в частности, в работах авторов [14–21].

В [22–24] изложен метод расчета тонкостенных оболочечных конструкций сложной
формы и со сложным контуром – сплайновый вариант МКЭ в двумерной постановке.
Метод обеспечивает геометрическую неразрывность между конечными элементами (КЭ),
а также непрерывность искомых величин и их первых производных по линии соприкос-
новения элементов. Однако предложенный подход на основе двумерных КЭ не позволяет
с достаточной степенью точности определять НДС элементов конструкций в области ло-
кальных углублений и дефектов. Поэтому возникает необходимость использования трех-
мерных моделей.

В [25–28] предложен сплайновый вариант МКЭ для оболочек сложной геометрии в
трехмерной постановке. Синтезированный вариант включает в одно целое двумерные и
трехмерные КЭ [28–30]. Вопросы сходимости этого метода и достоверности результатов
расчета рассмотрены в [31,32].

1. Основные соотношения трехмерного сплайнового варианта МКЭ

Трехмерный сплайновый вариант МКЭ сочетает параметризацию рассматриваемой
трехмерной области и кубическую аппроксимацию искомых переменных. Срединная по-
верхность циклической оболочки может быть описана поверхностями [14], которые обра-
зуются движением окружности переменного радиуса вдоль направляющей кривой эллип-
тической формы (рис. 1):

𝑟(𝛼, 𝜙) = 𝜌(𝛼) +𝑅(𝛼)[𝑒0(𝛼) cos𝜙+ 𝑔0(𝛼) sin𝜙],

𝜌(𝛼) =
𝑅1𝑅2√︀

𝑅2
2 sin2𝛼 +𝑅1

2 cos2𝛼
, 𝑅(𝛼) = 𝑅𝑏 +

2𝛼

𝜋
(𝑅𝑎 −𝑅𝑏),
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где 𝑟(𝛼, 𝜙) – радиус-вектор циклической поверхноcти; 𝜌(𝛼) – радиус-вектор линии центров
образующих поверхностей; 𝜙 – угол наклона окружности; 𝑒0(𝛼), 𝑔0(𝛼) – орты прямоуголь-
ной системы координат в плоскости линии центров образующих окружностей.

Рис. 1. Геометрическая модель циклической оболочки
Fig. 1. Geometric model of a cylindrical shell

Циклическая оболочка объемом 𝑉 может быть представлена через параметры пря-
моугольного параллелепипеда объема 𝑉0 таким образом, чтобы прямоугольной сетке в об-
ласти параллелепипеда соответствовала криволинейная пространственная сетка оболочки:

𝑥 = [𝜌(𝜋𝑡3/2) + (𝑅(𝜋𝑡3/2) + 𝑡1) cos(𝜋𝑡2) cos𝜙] cos(𝜋𝑡3/2),

𝑦 = [𝜌(𝜋𝑡3/2) + (𝑅(𝜋𝑡3/2) + 𝑡1) cos(𝜋𝑡2) cos𝜙] sin(𝜋𝑡3/2),

𝑧 = [𝑅(𝜋𝑡3/2) + 𝑡1] sin𝜙.

(1)

Срединная поверхность оболочки может быть выражена через параметры 𝑡1, 𝑡2, 𝑡3 по фор-
мулам 𝛼 = 𝜋 𝑡3/2 , 𝛽 = 𝜋𝑡2 , 𝑧 = ℎ 𝑡1 ; ℎ – толщина оболочки; 𝑡1 ∈ [0; 1] , 𝑡2 ∈ [−1; 1] ,
𝑡3 ∈ [0; 1] .

Согласно соотношениям (1) определим координатные векторы

𝑟1 = 𝜕𝑟/𝜕𝑡1 , 𝑟2 = 𝜕𝑟/𝜕𝑡2 , 𝑟3 = 𝜕𝑟/𝜕𝑡3. (2)

Далее, исходя из (2), найдем ковариантные компоненты метрического тензора 𝑔𝑖𝑗 :

𝑔11 = 𝑟1𝑟1, 𝑔12 = 𝑟1𝑟2, 𝑔22 = 𝑟2𝑟2, 𝑔13 = 𝑟1𝑟3, 𝑔23 = 𝑟2𝑟3, 𝑔33 = 𝑟3𝑟3 (3)

и дискриминант метрического тензора

𝑔 = 𝑔33
(︀
𝑔11𝑔22 − 𝑔212

)︀
− 𝑔32 (𝑔11𝑔23 − 𝑔21𝑔13) + 𝑔31 (𝑔12𝑔23 − 𝑔13𝑔22) . (4)

Из (3) и (4) определим символы Кристоффеля

𝐺𝑖
𝑗𝑘 =

𝑔𝑖𝑡

2

(︂
𝜕𝑔𝑗𝑡
𝜕𝑡𝑘

+
𝜕𝑔𝑘𝑡
𝜕𝑡𝑗

+
𝜕𝑔𝑗𝑘
𝜕𝑡𝑡

)︂
.
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Пусть на внутренней поверхности рассматриваемой оболочки имеется локальное (кор-
розионное) углубление (рис. 2), которое зададим в виде элемента эллиптической формы
в плане с полуосями 𝑎 и 𝑏 :

𝑥 = {𝜌(𝜋𝑡3/2) + [𝑅(𝜋𝑡3/2) + (𝑡1 − ℎ𝑐𝑜𝑟(𝑡
2, 𝑡3)(𝑡1 − 𝑡1𝑝))] cos(𝜋𝑡

2) cos𝜙} cos(𝜋𝑡3/2),
𝑦 = {𝜌(𝜋𝑡3/2) + [𝑅(𝜋𝑡3/2) + (𝑡1 − ℎ𝑐𝑜𝑟(𝑡

2, 𝑡3)(𝑡1 − 𝑡1𝑝))] cos(𝜋𝑡
2) sin𝜙} sin(𝜋𝑡3/2),

𝑧 = [𝑅(𝜋𝑡3/2) + (𝑡1 − ℎ𝑐𝑜𝑟(𝑡
2, 𝑡3)(𝑡1 − 𝑡1𝑝))] sin𝜙, ℎ𝑐𝑜𝑟(𝑡

2, 𝑡3) = ℎ𝑝𝑒
𝜒,

𝜒 = 𝛾((𝑡3 − 𝑡3𝑝)
2
/𝑎2 + (𝑡2 − 𝑡2𝑝)

2
/𝑏2), 𝑡1 ∈ [0 ; 1], 𝑡2 ∈ [−1 ; 1 ], 𝑡3 ∈ [0 ; 1],

где 𝛾 – степень сжатия-растяжения эллипса по координатам 𝑡2 и 𝑡3 ; ℎ𝑝 – минимальная
толщина оболочки в дефектной области; 𝑡1 = 𝑡1𝑝, 𝑡

2 = 𝑡2𝑝, 𝑡
3 = 𝑡3𝑝 – координаты центра

дефектной области.

Рис. 2. Области расположения углубления на внутренней поверхности: а) при 𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = 0 ;
б) при 𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = −𝜋/2

Fig. 2. Locations of the depression zone on the inner surface: a) 𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = 0 ; b) 𝛼 = 𝜋/4 ,
𝛽 = −𝜋/2

Далее определим координатные векторы 𝑟 1, 𝑟 2, 𝑟 3 , параметры метрического тензо-
ра 𝑔𝑖𝑗 и символы Кристоффеля 𝐺𝑖

𝑗𝑘 для дефектной области.
Разрешающие соотношения выведем из вариационного уравнения Лагранжа [33]:

𝛿

∫︁
𝑉

𝑊 𝑑𝑉 =

∫︁
𝑉

𝜌 𝑓 𝑖𝛿𝑢𝑖 𝑑𝑉 +

∫︁
𝑆

𝑝 𝑖𝛿𝑢𝑖𝑑𝑆,

где 𝑊 – удельная потенциальная энергия деформации трехмерного тела; 𝑓 𝑖 , 𝑝 𝑖 – контра-
вариантные компоненты вектора массовых и поверхностных сил; 𝜌 – массовая плотность;
𝑢𝑖 – ковариантные компоненты вектора искомых переменных; 𝑆 – поверхность боковых
граней тела.
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Рассматриваемую область разобьем на КЭ, а решение 𝑢1 = 𝑢, 𝑢2 = 𝑣, 𝑢3 = 𝑤 в каждом
из них представим в виде интерполяционного кубического сплайна трех переменных [24]:

𝑢 =

[︂
𝜓1

(︂
𝑡1 − 𝑡1𝑖
𝑡1𝑖+1 − 𝑡1𝑖

)︂
𝜓2

(︂
𝑡2 − 𝑡2𝑗
𝑡2𝑗+1 − 𝑡2𝑗

)︂
𝜓3

(︂
𝑡3 − 𝑡3𝑘
𝑡3𝑘+1 − 𝑡3𝑘

)︂]︂
⊗ 𝐹𝑈 ,

𝑣 =

[︂
𝜓1

(︂
𝑡1 − 𝑡1𝑖
𝑡1𝑖+1 − 𝑡1𝑖

)︂
𝜓2

(︂
𝑡2 − 𝑡2𝑗
𝑡2𝑗+1 − 𝑡2𝑗

)︂
𝜓3

(︂
𝑡3 − 𝑡3𝑘
𝑡3𝑘+1 − 𝑡3𝑘

)︂]︂
⊗ 𝐹𝑉 ,

𝑤 =

[︂
𝜓1

(︂
𝑡1 − 𝑡1𝑖
𝑡1𝑖+1 − 𝑡1𝑖

)︂
𝜓2

(︂
𝑡2 − 𝑡2𝑗
𝑡2𝑗+1 − 𝑡2𝑗

)︂
𝜓3

(︂
𝑡3 − 𝑡3𝑘
𝑡3𝑘+1 − 𝑡3𝑘

)︂]︂
⊗ 𝐹𝑊 ,

где 𝜓1, 𝜓2, 𝜓3 – векторы координатных функций по трем соответствующим координатным
линиям; 𝐹𝑈 , 𝐹𝑉 , 𝐹𝑊 – трехмерные матрицы компонент искомых неизвестных 𝑢 , 𝑣 , 𝑤 и
их производных соответственно.

Подставив вариации перемещений и деформаций и учитывая независимость узловых
перемещений и их производных, после ряда преобразований сведем решаемую задачу к
системе алгебраических уравнений вида

[𝐴] {𝑈} = {𝑅} ,

где [𝐴] – симметричная матрица жесткости системы ленточной структуры, {𝑈} – вектор
неизвестных, а {𝑅} – вектор нагрузки. При формировании матрицы жесткости все опе-
рации выполняем в матричной форме, при этом структура всех интегралов одинакова,
а подынтегральные выражения для каждого КЭ вычисляем одновременно.

Алгоритм, представленный выше, был реализован в виде программного комплекса,
на базе которого были решены тестовые задачи. Анализ полученных результатов показал
их достоверность [14,28,30].

На базе разработанной математической модели [25,26] были выполнены расчеты НДС
циклической оболочки без дефекта, а также с дефектом в виде локального несквозного
углубления на внутренней поверхности. Приведем некоторые результаты исследования
распределения напряжений в дефектной области при варьировании геометрических пара-
метров локального углубления, а также результаты расчетов при различном расположе-
нии зоны углубления.

2. Вычислительные эксперименты

Исследовано НДС циклической оболочки при воздействии внутреннего давления 𝑝 =
10 МПа, закрепленной на обоих торцах по внутреннему контуру (см. рис. 1). Механиче-
ские характеристики оболочки таковы: модуль упругости Е = 20000 МПа; коэффициент
Пуассона 𝜈 = 0.3 . Геометрические параметры оболочки согласно рис. 1: толщина оболоч-
ки ℎ = 2 см; радиусы 𝑅𝑎 = 50 см, 𝑅𝑏 = 70 см, 𝑅1 = 320 см, 𝑅2 = 250 см. Область разбита
на 64 объемных КЭ в виде криволинейных параллелепипедов (всего 144 узла). Вычисли-
тельные эксперименты проведены при варьировании глубины дефекта 𝑡 на внутренней
поверхности: 𝑡 = 4 мм, 8 мм, 12мм и 16мм.

Рассмотрены два варианта расположения центра дефекта на внутренней поверхности,
как показано на рис. 2: при 𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = 0 (вариант 1) и при 𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = −𝜋/2
(вариант 2).
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Вариант 1 . Расположение центра дефекта (𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = 0).
Исследовано изменение интенсивности напряжений 𝜎𝑖 в области углубления по тол-

щине оболочки ℎ . Рассмотрены слой, близкий к внутренней поверхности, при котором
ℎ = 2 мм, а также слой, близкий к наружной поверхности, при котором ℎ = 18 мм. По-
лучены зависимости изменения 𝜎𝑖 по толщине оболочки в зоне углубления. Установлено,
что в слое ℎ = 2 мм, близком к внутренней поверхности, напряжения 𝜎𝑖 больше, чем в
слое ℎ = 18 мм, близком к наружной поверхности на 28.8% .

Получены зависимости изменения интенсивности напряжений 𝜎𝑖 от варьирования уг-
ла 𝛽 в области углубления: 𝛼 = 𝜋/4 , −580 ≤ 𝛽 ≤ 580 . Вычислительные эксперименты
показали, что при увеличении глубины дефекта 𝑡 интенсивность напряжений уменьшает-
ся на 6% в слое, где ℎ = 2 мм. При ℎ = 18 мм, наоборот, происходит незначительное
увеличение 𝜎𝑖 на 4% .

На рис. 3 показаны зависимости изменения интенсивности напряжений 𝜎𝑖 от угла 𝛼
в слое, близком к внутренней поверхности (см. рис. 3 а)), и слое, близком к внешней по-
верхности (см. рис. 3 б)) в зоне углубления, где 330 ≤ 𝛼 ≤ 570 , 𝛽 = 0 . Получено, что
при увеличении глубины дефекта 𝑡 в слое, близком к внутренней поверхности, интен-
сивность напряжений уменьшается на 5.5% , а в слое, близком к наружной поверхности,
увеличивается на 3.5% .

Рис. 3. Зависимость изменения интенсивности напряжений 𝜎𝑖 от угла 𝛼 в зоне дефекта 330 ≤
𝛼 ≤ 570 , 𝛽 = 0 : а) в слое, близком к внутренней поверхности; б) в слое, близком к наружной
поверхности
Fig. 3. Change in stress intensity 𝜎𝑖 depending on the angle 𝛼 in the defective region for 330 ≤ 𝛼 ≤
570 , 𝛽 = 0 : a) in the layer adjacent to the inner surface; b) in the layer adjacent to the outer surface

Вариант 2 . Расположение центра дефекта (𝛼 = 𝜋/4 , 𝛽 = −𝜋/2).
На рис. 4 представлены рассчитанные зависимости изменения интенсивности напряже-

ний 𝜎𝑖 от угла 𝛼 в области, где 330 ≤ 𝛼 ≤ 570 , 𝛽 = −𝜋/2 . Видно, что увеличение глубины
дефекта приводит к уменьшению напряжений 𝜎𝑖 на 18% для слоя, близкого к внутрен-
ней поверхности. В слое, близком к наружной поверхности, напряжения 𝜎𝑖 незначительно
увеличиваются (на 3%).

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(1):196-208



S.N. Yakupov et al. | Modeling of a cyclic shell . . . 203

Рис. 4. Зависимость изменения интенсивности напряжений 𝜎𝑖 от угла 𝛼 в области углубления,
где 330 ≤ 𝛼 ≤ 570 , 𝛽 = −𝜋/2 : а) в слое, близком к внутренней поверхности; б) в слое, близком к
наружной поверхности
Fig. 4. Change in stress intensity 𝜎𝑖 depending the angle 𝛼 in the depression zone for 330 ≤ 𝛼 ≤ 570 ,
𝛽 = −𝜋/2 : a) in the layer adjacent to the inner surface; b) in the layer adjacent to the outer surface

Заключение и выводы
1. Разработана численная модель поведения циклической оболочки с локальным углуб-

лением на ее внутренней поверхности на основе трехмерного сплайнового варианта МКЭ
для оценки уровня концентрации напряжений, возникающих как в области локального
углубления, так и оболочке в целом.

2. Проведены вычислительные эксперименты по определению НДС в области дефек-
та в виде локального углубления, расположенного на внутренней поверхности оболочки,
в зависимости от расположения и параметров углубления.

3. Установлены закономерности изменения НДС циклической оболочки при варьиро-
вании геометрических параметров углубления.

4. Показано, что при изменении геометрических параметров и зоны расположения де-
фекта происходит существенное перераспределение напряжений как по толщине, так и по
всей поверхности оболочки.
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