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Аннотация

Рассмотрена новая неявная схема решения трехмерных динамических задач теории упру-
гости. Для аппроксимации уравнений теории упругости по пространственным координатам ис-
пользована ажурная схема метода конечных элементов на базе 4-узлового конечного элемента с
линейной аппроксимацией перемещений в пределах элемента. Конечные элементы расположены
по одному в центрах расчетной сетки из гексаэдрических ячеек. Благодаря этому на сетках с оди-
наковым размером элементов данная схема имеет в пять раз меньше конечных элементов и в два
раза меньше узлов по сравнению с традиционными схемами на базе 4-узловых линейных конеч-
ных элементов. Это обуславливает её высокую экономичность. Аппроксимация уравнений по вре-
мени построена на основе неявной абсолютно устойчивой численной схемы Кранка – Николсона
(метод трапеций). Обсуждена проблема эффективной применимости данной схемы – того класса
задач, для решения которых она будет предпочтительнее явной схемы. Приведен пример решения
тестовой модельной задачи с использованием этой схемы.
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Abstract

A new implicit scheme for solving 3D dynamic elasticity problems was considered. To approximate
the elasticity equations by spatial coordinates, a rare mesh FEM scheme based on a four-node finite
element with a linear approximation of displacements within the element was employed. The finite
elements are located in the centers of hexahedral cells, with each cell containing a single element. As a
result, for meshes with the same element size, this scheme uses five times fewer finite elements and
half as many nodes as traditional schemes utilizing four-node linear finite elements, which makes it
highly efficient. The equations were approximated in time based on the implicit unconditionally stable
Crank–Nicolson numerical scheme (trapezoidal rule). The applicability of the scheme was discussed,
with a focus on the class of problems for which it outperforms the explicit scheme. An example of a
test model problem solved using this scheme was provided.
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Введение

Настоящая работа в некотором смысле завершает серию публикаций о реализации
ажурной схемы метода конечных элементов (МКЭ) для решения трехмерных задач теории
упругости и пластичности. Ранее была реализована [1] и подробно исследована [2] явная
ажурная схема типа «крест» решения динамических задач. Потом была ее реализация
для решения статических задач [3]. В обоих случаях схема зарекомендовала себя наилуч-
шим образом. Особенностями данной схемы являются: высокая экономичность, отсутствие
нежелательных эффектов сдвигового и объемного запирания и «песочных часов» [4, 5],
сходимость, не уступающая традиционным схемам МКЭ, а также простота реализации.
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Существует достаточно широкий класс задач, при решении которых применение неяв-
ных схем оказывается более эффективным по сравнению с явными схемами. Это обуслов-
лено в первую очередь тем, что, исходя из условий устойчивости, шаг интегрирования
по времени явной схемы ограничивается условием Куранта [6] 𝜏 ≤ ℎ

𝑐
, где 𝜏 – шаг по

времени, 𝑐 – скорость звука, ℎ – характерный минимальный размер конечного элемен-
та. Таким образом, в случае необходимости использования мелких сеток данное огра-
ничение является весьма обременительным, требует большого числа шагов по времени
и может приводить как к большим вычислительным затратам, так и к накоплению по-
грешностей. Если явные схемы предпочтительнее при моделировании быстропротекающих
нестационарных процессов на коротких промежутках времени (задачи «быстрой» дина-
мики), то преимущества неявных схем проявляются на задачах «медленной» динамики.
Характерными признаками последних являются задачи со сравнительно длительными
по времени процессами, в которых определяющими являются длинноволновые процессы
деформирования. Сравнительная эффективность неявных схем повышается также при
наличии в задачах разномасштабных геометрических особенностей, являющихся концен-
траторами напряжений. Таковыми являются отверстия или жесткие включения малого
размера по сравнению с общим размером расчетной области, требующие измельчения
сетки для адекватного описания напряженно-деформированного состояния вблизи них.
Отметим, что в данном случае процессы вблизи особенностей малого масштаба можно
считать квазистатическими, и для их описания неявная схема предпочтительнее.

Учитывая, что вычислительные затраты на шаге по времени неявных схем значи-
тельно выше, чем у явных, в качестве критерия эффективности можно принять число
Куранта 𝑘 – безразмерный параметр, характеризующий отношение шага по времени к
предельно допустимому шагу явной схемы: 𝜏 = 𝑘ℎ/𝑐 . Как правило, неявная схема бу-
дет предпочтительнее явной при 𝑘 ≥ 10 , что в конечном счете определяется отношением
вычислительных затрат на шаге по времени, которое зависит от метода решения СЛАУ,
ширины ленты и т. п. Эффективные методы решения систем линейных алгебраических
уравнений в рамках неявных схем описаны в [7, 8]. Актуальна проблема совместного ис-
пользования явных и неявных схем. Это позволяет существенно повысить эффективность
применяемых методик численного решения [9, 10].

Для аппроксимации уравнений теории упругости по времени используем схему Кран-
ка –Николсона [11], имеющую второй порядок точности.

1. Конечный элемент ажурной схемы
Дадим краткое описание конечного элемента ажурной схемы МКЭ. Пусть расчетная

область задачи покрыта сеткой из гексаэдрических ячеек. Под ажурной схемой МКЭ бу-
дем понимать численную схему на базе 4-узловых конечных элементов в виде тетраэд-
ров с линейной аппроксимацией функций внутри элемента со следующим расположе-
нием элементов. Пусть в каждой ячейке гексаэдрической сетки находится один расчет-
ный 4-узловой элемент в виде тетраэдра (рис. 1), а остальные 4 элемента в расчетах не
участвуют.

На рис. 2 показано расположение конечных элементов, инцидентных внутреннему узлу
регулярной сетки. Соседние элементы ориентированы по-разному, что необходимо для со-
хранения связности сетки. При этом узлы исходной гексаэдрической сетки делятся на два
класса: те, которые участвуют в формировании системы уравнений (основные узлы), и те,
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которые не участвуют (вспомогательные узлы). Таким образом, в ажурных схемах число
расчетных узлов сокращается в два раза на сетках с ячейками (элементами) одинакового
размера.

Рис. 1. Ячейка ажурной сетки
Fig. 1. Rare mesh cell

Рис. 2. Расположение конечных элементов в окрестности внутреннего узла регулярной сетки
Fig. 2. Finite elements near an interior node of the regular mesh

Все экстенсивные характеристики (объем, масса, энергия и т. д.) отсутствующих боко-
вых элементов ячейки присоединим к единственному расчетному элементу. Построенная
таким образом схема МКЭ имеет в пять раз меньше элементов и в два раза меньше узлов
по сравнению с традиционной схемой на базе 4-узлового линейного конечного элемента.
Иначе данную схему можно интерпретировать как схему на базе 4-узловых гексаэдриче-
ских конечных элементов.

Для формирования схемы МКЭ будем использовать векторно-матричную форму за-
писи [11, 12]. Векторы узловых перемещений конечного элемента, приведенные векторы
деформаций и напряжений запишем соответственно в виде

(𝑢)𝑇 =
(︀
𝑢1
1, 𝑢

2
1, 𝑢

3
1, 𝑢

1
2, 𝑢

2
2, 𝑢

3
2, 𝑢

1
3, 𝑢

2
3, 𝑢

3
3, 𝑢

1
4, 𝑢

2
4, 𝑢

3
4

)︀
,

(𝜀)𝑇 = (𝜀11, 𝜀22, 𝜀33, 𝛾12, 𝛾23, 𝛾31) , (𝜎)𝑇 = (𝜎11, 𝜎22, 𝜎33, 𝜎12, 𝜎23, 𝜎31) .

В матричной форме соотношения Коши, закон Гука и полная потенциальная энергия
конечного элемента имеют вид

𝜀 = B𝑢, 𝜎 = C 𝜀 = CBu, Π =
1

2
𝑢𝑇K𝑢− 𝑢𝑇q, (1)

где B – матрица деформаций, связывающая компоненты тензора деформаций с узловыми
перемещениями, C – матрица упругих постоянных, K – матрица жесткости, q – вектор
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внешних сил. В общем случае элементы матрицы B являются функциями пространствен-
ных координат, но для линейных конечных элементов они являются константами:

B =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝛽1
1 0 0 𝛽1

2 0 0 𝛽1
3 0 0 𝛽1

4 0 0
0 𝛽2

1 0 0 𝛽2
2 0 0 𝛽2

3 0 0 𝛽2
4 0

0 0 𝛽3
1 0 0 𝛽3

2 0 0 𝛽3
3 0 0 𝛽3

4

𝛽2
1 𝛽1

1 0 𝛽2
2 𝛽1

2 0 𝛽2
3 𝛽1

3 0 𝛽2
4 𝛽1

4 0
0 𝛽3

1 𝛽2
1 0 𝛽3

2 𝛽2
2 0 𝛽3

3 𝛽2
3 0 𝛽3

4 𝛽2
4

𝛽3
1 0 𝛽1

1 𝛽3
2 0 𝛽1

2 𝛽3
3 0 𝛽1

3 𝛽3
4 0 𝛽1

4

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Матрица упругих постоянных имеет вид

C =

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝
𝜆+ 2𝜇 𝜆 𝜆 0 0 0

𝜆 𝜆+ 2𝜇 𝜆 0 0 0
𝜆 𝜆 𝜆+ 2𝜇 0 0 0
0 0 0 𝜇 0 0
0 0 0 0 𝜇 0
0 0 0 0 0 𝜇

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠ .

Здесь 𝛽𝑖
𝑗 – коэффициенты сеточных дифференциальных операторов, 𝜆, 𝜇 – константы

Ламе.
Матрица жесткости конечного элемента записывается в виде [11] K =

∫︀
B𝑇CB𝑑𝑉 .

С учетом того, что подынтегральное выражение постоянно в пределах конечного элемен-
та, матрица жесткости примет вид 𝐾 = B𝑇CB∆𝑉 , где ∆𝑉 – объем элемента (гексаэд-
ра). Ненулевые элементы матрицы B являются коэффициентами сеточных операторов,
аппроксимирующих первые частные производные в элементе. Данные операторы могут
быть представлены в виде

𝑑+𝑖 𝑓 =
𝑚∑︁
𝑗=1

𝛽𝑖
𝑗𝑓𝑗 =

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑖
+𝑂(ℎ).

Здесь 𝑚 – число узлов в элементе, 𝑓𝑗 – значения функции в узлах элемента. Операторы (1)
вычислим следующим образом. Объем тетраэдра можно записать как det V/6 , где V –
квадратная матрица,

V =

⎡⎢⎢⎣
1 𝑥1

1 𝑥2
1 𝑥3

1

1 𝑥1
2 𝑥2

2 𝑥3
2

1 𝑥1
3 𝑥2

3 𝑥3
3

1 𝑥1
4 𝑥2

4 𝑥3
4

⎤⎥⎥⎦ =

⎡⎣𝑥1
1 − 𝑥1

4 𝑥2
1 − 𝑥2

4 𝑥3
1 − 𝑥3

4

𝑥1
2 − 𝑥1

4 𝑥2
2 − 𝑥2

4 𝑥3
2 − 𝑥3

4

𝑥1
3 − 𝑥1

4 𝑥2
3 − 𝑥2

4 𝑥3
3 − 𝑥3

4

⎤⎦ .

Формула для аппроксимации производных в конечном элементе имеет вид

𝜕𝑓

𝜕𝑥𝑗
=

detV𝑗

detV
.

Матрица V𝑗 получается из V заменой 𝑗 -го столбца столбцом col(𝑓1 − 𝑓𝑚, . . . , 𝑓𝑚−1 − 𝑓𝑚) :

V1 =

⎡⎣𝑓1 − 𝑓4 𝑥2
1 − 𝑥2

4 𝑥3
1 − 𝑥3

4

𝑓2 − 𝑓4 𝑥2
2 − 𝑥2

4 𝑥3
2 − 𝑥3

4

𝑓3 − 𝑓4 𝑥2
3 − 𝑥2

4 𝑥3
3 − 𝑥3

4

⎤⎦ , V2 =

⎡⎣𝑥1
1 − 𝑥1

4 𝑓1 − 𝑓4 𝑥3
1 − 𝑥3

4

𝑥1
2 − 𝑥1

4 𝑓2 − 𝑓4 𝑥3
2 − 𝑥3

4

𝑥1
3 − 𝑥1

4 𝑓3 − 𝑓4 𝑥3
3 − 𝑥3

4

⎤⎦ ,
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V3 =

⎡⎣𝑥1
1 − 𝑥1

4 𝑥2
1 − 𝑥2

4 𝑓1 − 𝑓4
𝑥1
2 − 𝑥1

4 𝑥2
2 − 𝑥2

4 𝑓2 − 𝑓4
𝑥1
3 − 𝑥1

4 𝑥2
3 − 𝑥2

4 𝑓3 − 𝑓4

⎤⎦ .

Отсюда следует, что коэффициенты операторов (1) 𝑑+1 , 𝑑
+
2 , 𝑑

+
3 выражаются через миноры:

𝛽1
1 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥2
2 − 𝑥2

4 𝑥3
2 − 𝑥3

4

𝑥2
3 − 𝑥2

4 𝑥3
3 − 𝑥3

4

⃒⃒⃒⃒
detV

, 𝛽1
2 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥2
3 − 𝑥2

4 𝑥3
3 − 𝑥3

4

𝑥2
1 − 𝑥2

4 𝑥3
1 − 𝑥3

4

⃒⃒⃒⃒
detV

,

𝛽1
3 =

⃒⃒⃒⃒
𝑥2
1 − 𝑥2

4 𝑥3
1 − 𝑥3

4

𝑥2
2 − 𝑥2

4 𝑥3
2 − 𝑥3

4

⃒⃒⃒⃒
detV

, 𝛽1
4 = −𝛽1

1 − 𝛽1
2 − 𝛽1

3 ,

и т. д. Аналогичные формулы для коэффициентов матрицы деформаций линейного 4-уз-
лового элемента приведены в [12].

2. Неявная схема

Известно несколько вариантов построения неявных схем решения динамических за-
дач теории упругости [11, 13]: методы Хаболта, Вилсона, Ньюмарка, Кранка –Николсона.
Для реализации ажурной схемы рассмотрим метод трапеций (схему Кранка –Николсона)
в полном соответствии с описанием, приведенным в [11].

Пусть {𝑢} – глобальный вектор узловых перемещений, {𝑣} – глобальный вектор узло-
вых скоростей, {𝑃} – глобальный вектор внешних сил; [K] – глобальная матрица жестко-
сти, [M] – глобальная матрица масс. Запишем уравнения движения упругой среды в виде

{𝑢̇} = {𝑣}, [M]{𝑣̇} = −[K]{𝑢}+ {P}.

Для аппроксимации этого уравнения запишем двухслойную по времени разностную
схему, симметричную для правых частей уравнений относительно временных слоев (ме-
тод трапеций). Такая симметрия гарантирует второй порядок аппроксимации, а также
абсолютную устойчивость схемы. Схема имеет вид

1

𝜏

(︀
{𝑢𝑘+1} − {𝑢𝑘}

)︀
=

1

2

(︀
{𝑣𝑘+1}+ {𝑣𝑘}

)︀
,

[M]
1

𝜏

(︀
{𝑣𝑘+1} − {𝑣𝑘}

)︀
= −[K]

1

2

(︀
{𝑢𝑘+1}+ {𝑢𝑘}

)︀
+

1

2

(︀
{𝑃 𝑘+1}+ {𝑃 𝑘}

)︀
.

Для решения данной системы выразим {𝑢𝑘+1} из первого уравнения и подставим во вто-
рое. В результате получим систему линейных алгебраических уравнений относительно
неизвестных скоростей {𝑣𝑘+1} в виде(︂

1

𝜏
[𝑀 ] +

𝜏

4
[K]

)︂
{𝑣𝑘+1} =

(︂
1

𝜏
[M]− 𝜏

4
[K]

)︂
{𝑣𝑘} − [K]{𝑢𝑘}+ 1

2

(︀
{𝑃 𝑘+1}+ {𝑃 𝑘}

)︀
. (2)

После решения системы (2) найдем вектор перемещений {𝑢𝑘+1} по формулам

{𝑢𝑘+1} = {𝑢𝑘}+ 𝜏

2

(︀
{𝑣𝑘+1}+ {𝑣𝑘}

)︀
.
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Матрицу масс примем в диагональном виде. Для решения системы линейных алгебраи-
ческих уравнений используем метод квадратного корня [14]. Отметим, что на одинаковых
сетках конечных элементов у ажурной схемы ширина ленты матрицы системы примерно
в два раза уже по сравнению с традиционными схемами и число уравнений в два раза
меньше, благодаря чему её вычислительная эффективность кратно (от двух раз и выше)
превосходит эффективность других неявных схем.

3. Численные результаты

В работе [15] рассмотрены результаты решения задачи о раскрытии плоской стержне-
вой системы, состоящей из трех гибких стержней (рис. 3), соединенных последовательно
с помощью специальных шарниров. Моделировался принудительный взаимный поворот
смежных стержней. Отмечено, что попытка решить задачу в рамках стержневой модели с
использованием явной схемы окончилась неудачей. Явная схема при описании колебаний
конструкции при больших перемещениях привела к накоплению ошибок и заметному иска-
жению как формы колебаний конструкции, так и амплитудно-частотных характеристик
после полного раскрытия. В результате задача была решена с использованием неявной
схемы и метода продолжения решения по наилучшему параметру [16]. Позже данная за-
дача была решена также и с использованием явной схемы на основе стержневой модели
типа Тимошенко [17] с применением специального приема увеличения временного шага
интегрирования до числа Куранта, равного 1 относительно шага сетки. Отметим, что в
условии устойчивости Куранта явной схемы «крест» решения уравнений теории стержней
типа Тимошенко одним из характерных размеров является толщина стержня. Специаль-
ный прием позволил снять это ограничение и тем самым увеличить шаг интегрирования
по времени в двадцать шесть раз. Без этого приема явная схема показала совершенно
неудовлетворительные результаты.

Рис. 3. Раскрытие плоской стержневой системы
Fig. 3. Deployment of the planar rod system
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В качестве тестовой рассмотрим похожую, но более простую задачу о колебаниях кон-
сольной балки под действием мгновенно приложенной сосредоточенной поперечной на-
грузки. Задача решалась в трехмерной геометрически и физически линейной постановке.

Стержень длиной 𝐿 = 100 см квадратного сечения 𝐻1 = 𝐻2 = 1 см защемлен на
левом торце. На расстоянии 𝐿/2 = 50 см от заделки (в середине бруса) мгновенно при-
кладывается постоянная по времени сосредоточенная поперечная нагрузка 𝐹 = 2000 н.
Механические свойства материала: 𝜌 = 7.8 г/см3 , 𝐸 = 210 ГПа, коэффициент Пуассона
𝜈 = 0.3 . Используем равномерную сетку 4 × 4 × 40 ячеек в форме прямоугольного па-
раллелепипеда со сторонами ℎ1 = ℎ2 = 0.25 см, ℎ3 = 2.5 см. Расчеты по неявной схеме
проводились с числами Куранта 𝑘 = 10 и 𝑘 = 20 . Результаты решения задачи приве-
дем в безразмерных величинах: прогибы 𝑤* = 𝑤/𝑤max , где 𝑤max – максимальный прогиб,
полученный для решения при 𝑘 = 10 ; скорости 𝑣* = 𝑣/𝑣max , где 𝑣max – максимальная
скорость, полученная для решения при 𝑘 = 10 ; время 𝑡* = 𝑡*𝑐/𝐿 . Здесь 𝑐 – скорость
звука. На рис. 4 показаны графики прогибов стержня в моменты достижения максимума
𝑡* = 125 и минимума 𝑡* = 250 .

Рис. 4. Прогибы стержня в моменты достижения максимума и минимума
Fig. 4. Rod deflections, maximum and minimum values

На рис. 5. приведены зависимости скорости свободного конца стержня от времени,
полученные при разных значениях числа Куранта.

Рис. 5. Скорость свободного конца стержня в зависимости от времени при 𝑘 = 10 и при 𝑘 = 20

Fig. 5. Velocity of the free end of the rod over time for 𝑘 = 10 and 𝑘 = 20
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Представленные результаты демонстрируют работоспособность неявной схемы. Необ-
ходимо отметить, что при увеличении шага интегрирования по времени наблюдается за-
метный численный эффект затухания колебаний. По-видимому, данная неявная схема
обладает схемной вязкостью, монотонно зависящей от числа Куранта.

Заключение

Предложена новая неявная схема решения трехмерных динамических задач теории
упругости на основе ажурной схемы аппроксимации по пространственным переменным и
схемы Кранка –Николсона интегрирования по времени. Описаны возможные преимуще-
ства данной схемы по сравнению с известными схемами МКЭ. Согласно опыту реализа-
ции и исследования свойств аналогичной явной схемы, можно утверждать, что данная
схема обладает лучшей сходимостью и отсутствием нежелательных эффектов сдвигового
запирания и неустойчивости типа «песочные часы» по сравнению с традиционными схе-
мами. Рассмотрен класс задач для эффективного применения неявных схем. Поскольку
на решенной тестовой задаче схема демонстрирует заметную схемную вязкость, это на-
кладывает дополнительные ограничения на её применение к моделированию процессов без
диссипации. Весьма перспективным может быть её использование в комбинации с явными
схемами [9, 10].
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