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Аннотация

Исследован вопрос о существовании инвариантных относительно группы движений контакт-
ных и почти контактных метрических структур на вещественном расширении двумерной сферы
с римановой метрикой прямого произведения. Найдены базисные векторные поля алгебры Ли
группы Ли движений. Доказано, что не существует инвариантных контактных структур, но су-
ществует почти контактная метрическая структура, которая является интегрируемой нормаль-
ной с замкнутой фундаментальной формой и, следовательно, квазисасакиевой. Группа Ли авто-
морфизмов этой структуры совпадает с группой движений и имеет максимальную размерность.
Найдены все линейные связности, инвариантные относительно группы автоморфизмов, в которых
структурные тензоры квазисасакиевой структуры ковариантно постоянны. Каждая такая связ-
ность однозначно определяется квазисасакиевой структурой и фиксированием одной постоянной.
Установлено, что контактное распределение почти контактной структуры является вполне гео-
дезическим, следовательно, найденные связности согласованы с данным распределением.
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Abstract

The existence of contact and almost contact metric structures invariant under the group of motions
on the real extension of a two-dimensional sphere with a Riemannian direct product metric was
examined. The basis vector fields of the Lie algebra associated with the Lie group of motions were
found. The results obtained show that invariant contact structures do not exist, but there is an
almost contact metric structure, which is integrable, normal, and has a closed fundamental form,
thus making it quasi-Sasakian. The Lie group of automorphisms of this structure coincides with the
group of motions and has the maximum possible dimension. All linear connections were found that
are invariant under the automorphism group and in which the structural tensors of the quasi-Sasakian
structure are covariantly constant. Each such connection is uniquely determined by the quasi-Sasakian
structure and by fixing one constant. It was established that the contact distribution of the almost
contact structure is completely geodesic. Therefore, the derived connections are consistent with this
distribution.
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contact metric connection
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Введение

В настоящее время не ослабевает интерес к исследованию контактных и почти контакт-
ных метрических структур, заданных на нечетномерных многообразиях [1–6], в частности,
на трехмерных многообразиях [7]. Если многообразие является группой Ли, то естественно
рассматривать левоинвариантные структуры. Если многообразие не является группой Ли,
то также естественно исследовать метрические структуры, инвариантные относительно
группы движений (изометрий). Среди восьми трехмерных геометрий Терстона [8,9] имеет-
ся геометрия вещественного расширения сферы 𝑆2 × R с римановой метрикой прямого
произведения. Это многообразие является односвязным и допускает группу Ли движений
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максимальной размерности. Установлено, что на многообразии 𝑆2×R не существует кон-
тактной структуры, инвариантной относительно группы движений, но существует почти
контактная метрическая структура, которая является интегрируемой нормальной струк-
турой с замкнутой фундаментальной формой и, следовательно, квазисасакиевой. Найдены
все инвариантные связности с кручением, в которых структурные тензоры квазисасакие-
вой структуры ковариантно постоянны.

1. Почти контактная метрическая структура
Пусть 𝑀 – гладкое многообразие нечетной размерности 𝑚 = 2𝑛+1 . Почти контактной

структурой на 𝑀 называется тройка тензорных полей (𝜂, 𝜉, 𝜙) , где 𝜂 – дифференциальная
1-форма, называемая контактной формой, 𝜉 – векторное поле Риба, 𝜙 – структурный
эндоморфизм модуля гладких векторных полей на 𝑀 . При этом требуется выполнение
следующих условий:

1) 𝜂(𝜉) = 1, 2)𝜙(𝜉) = 0, 3) 𝜂 ∘ 𝜙 = 0, 4)𝜙2 = −𝑖𝑑+ 𝜂 ⊗ 𝜉.

Если на 𝑀 зафиксирована такая риманова метрика, что

5) 𝑔(𝜙𝑋,𝜙𝑌 ) = 𝑔(𝑋, 𝑌 )− 𝜂(𝑋)𝜂(𝑌 ),

то четверка (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) определяет на 𝑀 почти контактную метрическую структуру. Диф-
ференциальная 2-форма 𝜔 , определенная равенством

𝜔(𝑋, 𝑌 ) = 𝑔(𝜙𝑋, 𝑌 ),

называется фундаментальной формой почти контактной метрической структуры. Почти
контактная структура является нормальной, если выполняется следующее равенство:

[𝜙, 𝜙](𝑋, 𝑌 ) + 𝑑𝜂(𝑋, 𝑌 )𝜉 = 0,

где
[𝜙, 𝜙](𝑋, 𝑌 ) = 𝜙2[𝑋, 𝑌 ] + [𝜙𝑋,𝜙𝑌 ]− 𝜙[𝜙𝑋, 𝑌 ]− 𝜙[𝑋,𝜙𝑌 ]

– кручение Нейенхейса. Нормальная почти контактная метрическая структура с замкну-
той фундаментальной формой называется квазисасакиевой. Почти контактная структура
называется интегрируемой, если кручение Нейенхейса эндоморфизма 𝜙 равно нулю.

Если 𝜔 = 𝑑𝜂 , то 𝜂 ∧ (𝑑𝜂)𝑛 ̸= 0 , и почти контактная метрическая структура называется
контактной метрической структурой [10,11].

2. Алгебра Ли инфинитезимальных автоморфизмов
Пусть 𝑆2 – единичная сфера трехмерного евклидова пространства 𝐸3 , а (𝑥, 𝑦) – ее

географические координаты. Евклидова метрика в 𝐸3 индуцирует на 𝑆2 следующую ри-
манову метрику:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + (cos𝑥)2𝑑𝑦2.

Если 𝑧 – координата на вещественной прямой R , то риманова метрика прямого про-
изведения на 𝑆2 × R примет следующий вид:

𝑑𝑠2 = 𝑑𝑥2 + (cos𝑥)2𝑑𝑦2 + 𝑑𝑧2. (1)
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Заметим, что трехмерное многообразие 𝑆2×R можно вложить в четырехмерное евкли-
дово пространство R4 в виде цилиндрической поверхности. Уравнение этой поверхности
в прямоугольных декартовых координатах (𝑢1, 𝑢2, 𝑢3, 𝑢4) имеет вид

𝑢1 = cos𝑥 cos 𝑦, 𝑢2 = cos𝑥 sin 𝑦, 𝑢3 = sin𝑥, 𝑢4 = 𝑧.

Нетрудно теперь убедиться, что евклидова метрика в 𝐸4 индуцирует на «сферическом
цилиндре» метрику (1). Хорошо известно (см, например, [8]), что связное односвязное
многообразие с римановой метрикой прямого произведения 𝑆2 × R допускает четырех-
мерную группу Ли 𝐺 движений (изометрий). Пусть 𝜙𝑡 = exp 𝑡𝑋 – однопараметрическая
подгруппа группы 𝐺 . Векторное поле 𝑋 , порождающее эту подгруппу, является инфини-
тезимальным движением, если производная Ли вдоль 𝑋 от метрического тензора 𝑔 равна
нулю: 𝐿𝑥𝑔 = 0 . В координатах имеем следующие уравнения Киллинга:

𝑋𝑝𝜕𝑝𝑔𝑖𝑗 + 𝜕𝑖𝑋
𝑝𝑔𝑝𝑗 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝𝑔𝑖𝑝 = 0, (2)

где 𝑋𝑝 – координаты векторного поля 𝑋 , 𝑔𝑖𝑗 – компоненты метрического тензора 𝑔 ;
𝑋 = 𝑋𝑝𝜕𝑝 , 𝑔 = 𝑔𝑖𝑗𝑑𝑥

𝑖 ⊗ 𝑑𝑥𝑗 , 𝜕𝑝 = 𝜕
𝜕𝑥𝑝 – локальный базис гладких векторных полей, 𝑑𝑥𝑖 –

дуальный ему кобазис дифференциальных 1-форм. Компоненты метрического тензора 𝑔
для метрики (1) образуют следующую матрицу:

𝑔𝑖𝑗 =

⎛⎝ 1 0 0
1 cos2 𝑥 0
0 0 1

⎞⎠ . (3)

Уравнения (2) для метрического тензора (3) имеют следующий вид:

𝜕1𝑋
1 = 0, 𝜕1𝑋

2 cos2 𝑥+ 𝜕2𝑋
1 = 0, 𝜕1𝑋

3 + 𝜕3𝑋
1 = 0,

−𝑋1 sin𝑥+ 𝜕2𝑋
2 cos𝑥 = 0, 𝜕2𝑋

3 + 𝜕3𝑋
2 𝑐𝑜𝑠2𝑥 = 0, 𝜕3𝑋

3 = 0,

где 𝜕1 = 𝜕/𝜕𝑥 , 𝜕2 = 𝜕/𝜕𝑦 , 𝜕3 = 𝜕/𝜕𝑧 . Проинтегрировав эту систему, найдем ее общее
решение

𝑋1 = 𝑐2 cos 𝑦 + 𝑐3 sin 𝑦, 𝑋2 = 𝑐2 tg 𝑥 sin 𝑦 − 𝑐3 tg 𝑥 cos 𝑦 + 𝑐1, 𝑋3 = 𝑐4.

Постоянным 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 соответствуют следующие операторы группы Ли 𝐺 – базисные
векторные поля ее алгебры Ли:

𝑋1 = 𝜕2, 𝑋2 = cos 𝑦𝜕1 + tg 𝑥 sin 𝑦𝜕2, 𝑋3 = sin 𝑦𝜕1 − tg 𝑥 cos 𝑦𝜕2, 𝑋4 = 𝜕3. (4)

Координаты этих полей определяют следующие структурные уравнения группы:

[𝑋1, 𝑋2] = −𝑋3, [𝑋1, 𝑋3] = 𝑋2, [𝑋1, 𝑋4] = 0,

[𝑋2, 𝑋3] = −𝑋1, [𝑋2, 𝑋4] = 0, [𝑋3, 𝑋4] = 0,

откуда следует, что группа движений является неразрешимой.

Uch. Zap. Kazan. Univ. Ser. Fiz.-Mat. Nauki | 2025;167(1):140-149



144 М.В. Сорокина, Ю.Д. Морщинкина | Инвариантная почти контактная структура . . .

3. Инвариантная почти контактная структура
Векторное поле 𝑋 является инфинитезимальным автоморфизмом почти контактной

метрической структуры (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) , если производная Ли от 𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔 вдоль 𝑋 равна нулю:

𝐿𝑋𝜂 = 0, 𝐿𝑋𝜉 = 0, 𝐿𝑋𝜙 = 0, 𝐿𝑋𝑔 = 0.

Из последнего равенства следует, что производная Ли от 𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔 должна обращаться в
нуль вдоль базисных векторных полей (4) алгебры Ли инфинитезимальных движений.
В координатах имеем следующую систему дифференциальных уравнений:

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝜂𝑖 + 𝜕𝑖𝑋

𝑝
𝛼𝜂𝑝 = 0, (5)

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝜉

𝑖 − 𝜕𝑝𝑋
𝑖
𝛼𝜉

𝑝 = 0, (6)

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝜙

𝑖
𝑗 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝
𝛼𝜙

𝑖
𝑝 − 𝜕𝑝𝑋

𝑖
𝛼𝜙

𝑝
𝑗 = 0. (7)

Так как 𝑋1 = 𝜕2 и 𝑋4 = 𝜕3 , то 𝜂𝑖, 𝜉
𝑖, 𝜙𝑖

𝑗 являются функциями одного аргумента 𝑥 .
Запишем систему (5) для векторного поля 𝑋2 :

cos 𝑦𝜕1𝜂1 +
sin 𝑦

cos2 𝑥
𝜂2 = 0,

cos 𝑦𝜕1𝜂2 − sin 𝑦𝜂1 + tg 𝑥 cos 𝑦𝜂2 = 0,

cos 𝑦𝜕1𝜂3 = 0.

Продифференцировав первое уравнение по 𝑦 , получим

− sin 𝑦𝜕1𝜂1 +
cos 𝑦

cos2 𝑥
𝜂2 = 0.

Умножив это уравнение на cos 𝑦 , а первое уравнение на sin 𝑦 и сложив их, получим 𝜂2 = 0 ;
из второго и третьего уравнений следует, что 𝜂1 = 0, 𝜂3 = 𝑐3 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 . Таким образом,
𝜂 = 𝑐3𝑑𝑧 . Нетрудно проверить, что эта форма инвариантна относительно оператора 𝑋3 .
Так как 𝑑𝜂 = 0 , то заключаем, что на 𝑆2 × R не существует контактных метрических
структур, инвариантных относительно группы движений.

Поскольку формы 𝑐3𝑑𝑧 и 𝑑𝑧 (𝑐3 ̸= 0) определяют одно и то же распределение, то в
качестве «исходной» можно взять форму

𝜂 = 𝑑𝑧. (8)

Заметим, что распределение 𝐻 = 𝑘𝑒𝑟𝜂 является интегрируемым и определяет есте-
ственное слоение 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , слои которого суть сферы.

Из условия 1) 𝜂(𝜉) = 1 следует соотношение

𝜉 =
𝜕

𝜕𝑧
, (9)

которое в силу (6) также инвариантно относительно группы движений.
Из условий 2) 𝜙𝑖

𝑗𝜉
𝑗 = 0 и 3) 𝜙𝑖

𝑗𝜂𝑖 = 0 следует, что 𝜙𝑖
3 = 0 и 𝜙3

𝑗 = 0 . С учетом этих усло-
вий уравнения инвариантности (7) эндоморфизма 𝜙 относительно действия оператора 𝑋2

представим в виде

cos 𝑦𝜕1𝜙
1
1 +

sin 𝑦

cos2 𝑥
𝜙1
2 + sin 𝑦𝜙2

1 = 0,
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cos 𝑦𝜕1𝜙
1
2 − sin 𝑦𝜙1

1 + tg 𝑥 cos 𝑦𝜙1
2 + sin 𝑦𝜙2

2 = 0,

cos 𝑦𝜕1𝜙
2
1 +

sin 𝑦

cos2 𝑥
𝜙2
2 −

sin 𝑦

cos2 𝑥
𝜙1
1 − tg 𝑥 cos 𝑦𝜙2

1 = 0,

cos 𝑦𝜕1𝜙
2
2 − sin 𝑦𝜙2

1 −
sin 𝑦

cos2 𝑥
𝜙1
2 = 0.

Как и в случае формы 𝜂 , продифференцировав соответствующие уравнения и сложив
соответствующие выражения, получим

𝜙1
2 = − cos2 𝑥𝜙2

1, 𝜙1
1 = 𝜙2

2 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝜕1𝜙
1
2 + tg 𝑥𝜙1

2 = 0, 𝜕1𝜙
2
1 − tg 𝑥𝜙2

1 = 0,

откуда следует, что 𝜙1
2 = 𝑐12 cos𝑥 , 𝜙2

1 = 𝑐1/cos𝑥 и 𝑐12 = −𝑐21 . Таким образом, матрица
эндоморфизма 𝜙 примет вид

𝜙𝑖
𝑗 =

⎛⎝ 𝑎 −𝑏 cos𝑥 0
𝑏

cos𝑥
𝑎 0

0 0 0

⎞⎠ ,

где 𝑎, 𝑏 – постоянные. Нетрудно убедиться, что полученный эндоморфизм инвариантен
относительно оператора 𝑋3 .

Наложив на эндоморфизм 𝜙 условия 4) и 5) из определения почти контактной метри-
ческой структуры, получим

𝑎2 − 𝑏2 = −1, 𝑎𝑏 = 0, 𝑎2 + 𝑏2 = 1,

откуда следует, что 𝑎 = 0, 𝑏 = ±1 , т. е. эндоморфизм 𝜙 определен с точностью до знака.
Ограничение 𝐽 эндоморфизма 𝜙 на распределение 𝐻 : 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 определяет комплексную
структуру и при 𝑥 = 0 должно иметь канонический вид

𝐽 =

(︂
0 −1
1 0

)︂
,

поэтому логично положить 𝑏 = 1 . Таким образом, имеем следующий вид структурного
эндоморфизма, инвариантного относительно группы движений:

𝜙𝑖
𝑗 =

⎛⎝ 0 − cos𝑥 0
1

cos𝑥
0 0

0 0 0

⎞⎠ . (10)

Условие нормальности почти контактной структуры в координатах имеет вид

𝜙𝑝
𝑖 𝜕𝑝𝜙

𝑘
𝑗 − 𝜙𝑝

𝑗𝜕𝑝𝜙
𝑘
𝑖 + 𝜙𝑘

𝑝𝜕𝑗𝜙
𝑝
𝑖 − 𝜙𝑘

𝑝𝜕𝑖𝜙
𝑝
𝑗 + (𝑑𝜂)𝑖𝑗 = 0.

Нетрудно убедиться, что эти равенства для полученной структуры выполняются тожде-
ственно, а так как 𝑑𝜂 = 0 , то и кручение Нейенхейса равно нулю. Компоненты Ω𝑖𝑗 = 𝜙𝑝

𝑖 𝑔𝑝𝑗
фундаментальной формы Ω образуют следующую матрицу:

Ω𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 cos𝑥 0
− cos𝑥 0 0

0 0 0

⎞⎠ ,

т. е. 𝜔 = cos𝑥𝑑𝑥 ∧ 𝑑𝑦 , следовательно, Ω является замкнутой формой 𝑑Ω = 0 . Таким
образом, справедлива
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Теорема 1. На вещественном расширении сферы существует почти контактная
метрическая структура (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) , структурные тензоры которой определяются фор-
мулами (8)–(10) и (1). Эта структура является интегрируемой, нормальной, с замкну-
той фундаментальной формой и, следовательно, квазисасакиевой. Группа автоморфиз-
мов данной структуры совпадает с группой движений и имеет максимальную размер-
ность.

4. Инвариантные почти контактные метрические связности

Пусть (𝜂, 𝜉, 𝜙, 𝑔) – почти контактная метрическая структура на гладком многообра-
зии 𝑀 . Линейную связность ̃︀∇ на 𝑀 назовем инвариантной, если она инвариантна
относительно группы автоморфизмов почти контактной метрической структуры и струк-
турные тензоры почти контактной метрической структуры ковариантно постоянны:

̃︀∇𝜂 = 0, ̃︀∇𝜉 = 0, ̃︀∇𝜙 = 0, ̃︀∇𝑔 = 0. (11)

Так как разность двух связностей является тензором, то коэффициенты ̃︀Γ𝑘
𝑖𝑗 связности ̃︀∇

можно представить в виде суммы

̃︀Γ𝑘
𝑖𝑗 = Γ𝑘

𝑖𝑗 + 𝑇 𝑘
𝑖𝑗, (12)

где Γ𝑘
𝑖𝑗 – коэффициенты связности Леви-Чивиты ∇ , а 𝑇 𝑘

𝑖𝑗 – компоненты ее тензора де-
формации. Поскольку связность ̃︀∇ является метрической: ̃︀∇𝑔 = 0 , то ковариантный
тензор деформации 𝑇 кососимметричен по последним двум аргументам, следовательно,
𝑇𝑖𝑗𝑘 = −𝑇𝑖𝑘𝑗 , 𝑇𝑖𝑗𝑘 = 𝑇 𝑝

𝑖𝑗𝑔𝑘𝑝 . Использовав известную формулу

Γ𝑘
𝑖𝑗 =

1

2
𝑔𝑘𝑝(𝜕𝑖𝑔𝑝𝑗 + 𝜕𝑗𝑔𝑖𝑝 − 𝜕𝑝𝑔𝑖𝑗)

для вычисления коэффициентов связности Леви-Чивиты для метрики (1), получим

Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 0 0
0 sin𝑥 cos𝑥 0
0 0 0

⎞⎠ , Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 − tg 𝑥 0
− tg 𝑥 0 0

0 0 0

⎞⎠ , Γ3
𝑖𝑗 = 0. (13)

Первые два условия в (11) запишем в координатах:

𝜕𝑖𝜂𝑗 − ̃︀Γ𝑝
𝑖𝑗𝜂𝑝 = 0, 𝜕𝑖𝜉

𝑘 + ̃︀Γ𝑘
𝑖𝑝𝜉

𝑝 = 0.

Так как 𝜂 = 𝑑𝑧 и 𝜉 = 𝜕/𝜕𝑧 , то ̃︀Γ3
𝑖𝑗 = 0 и ̃︀Γ𝑘

𝑖3 = 0 . Кроме того, Γ3
𝑖𝑗 = 0 и Γ𝑘

𝑖3 = 0 ,
следовательно, 𝑇𝑖3𝑘 = 0 и 𝑇𝑖𝑗3 = 0 .

Теперь исследуем условие инвариантности связности ̃︀∇ . Известно, что связность Леви-
Чивиты инвариантна относительно группы движений метрики 𝑔 , поэтому связность ̃︀∇ ин-
вариантна тогда и только тогда, когда инвариантен тензор деформации, следовательно,
и ковариантный тензор деформации 𝑇 . Поэтому производная Ли вдоль базисных вектор-
ных полей 𝑋𝛼 (4) равна нулю. В координатах это означает, что

𝑋𝑝
𝛼𝜕𝑝𝑇𝑖𝑗𝑘 + 𝜕𝑖𝑋

𝑝
𝛼𝑇𝑝𝑗𝑘 + 𝜕𝑗𝑋

𝑝
𝛼𝑇𝑖𝑝𝑘 + 𝜕𝑘𝑋

𝑝
𝛼𝑇𝑖𝑗𝑝 = 0.
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Проинтегрировав эти уравнения, найдем

𝑇321 = −𝑇312 = 𝑎 cos𝑥,

где 𝑎=𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , остальные компоненты равны нулю, следовательно, 𝑇 1
32=𝑎 cos𝑥 , 𝑇 2

31=− 𝑎
cos𝑥

,

̃︀Γ1
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 0 0
0 sin𝑥 cos𝑥 0
0 𝑎 cos𝑥 0

⎞⎠ , ̃︀Γ2
𝑖𝑗 =

⎛⎝ 0 − tg 𝑥 0
− tg 𝑥 0 0
− 𝑎

cos𝑥
0 0

⎞⎠ , ̃︀Γ3
𝑖𝑗 = 0. (14)

Теперь нетрудно убедиться, что ̃︀∇𝜙 = 0 . Заметим также, что 𝑇 (𝑋, 𝑌, 𝑍) = 𝜂(𝑋)Ω(𝑌, 𝑍) .
Таким образом, справедлива следующая теорема.

Теорема 2. На вещественном расширении сферы существует однопараметрическое
семейство инвариантных почти контактных метрических связностей, определенное
формулой

𝑔(̃︀∇𝑋𝑌, 𝑍) = 𝑔(∇𝑋𝑌, 𝑍) + 𝑎𝜂(𝑋)Ω(𝑌, 𝑍).

Пусть 𝐻 – распределение на гладком 𝑚 -мерном многообразии 𝑀 , т. е. семейство 𝑟 -
мерных (𝑟 < 𝑚) подпространств 𝐻𝑝 касательных пространств 𝑇𝑝𝑀 , гладко зависящих от
точки 𝑝 ∈ 𝑀 .

Линейная связность на 𝑀 называется согласованной с распределением 𝐻 , если через
каждую точку 𝑝 ∈ 𝑀 в каждом направлении 𝑣𝑝 ∈ 𝐻𝑝 проходит единственная геодезиче-
ская, касающаяся распределения 𝐻 (контактная геодезическая) [4].

Нетрудно убедиться, что почти контактные метрические связности на 𝑆2 ×R согласо-
ваны с распределением 𝐻 = 𝑘𝑒𝑟𝜂 . Действительно, дифференциальные уравнения геоде-
зических имеют вид

𝑑2𝑥

𝑑𝑠2
+ cos𝑥 sin𝑥

(︂
𝑑𝑦

𝑑𝑠

)︂2

+ 𝑎 cos𝑥
𝑑𝑧

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑦

𝑑𝑠2
− tg 𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑠

𝑑𝑦

𝑑𝑠
− 𝑎

cos𝑥

𝑑𝑧

𝑑𝑠

𝑑𝑥

𝑑𝑠
= 0,

𝑑2𝑧

𝑑𝑠2
= 0.

Для контактных геодезических 𝑧 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡 , 𝑑𝑧/𝑑𝑠 = 0 , и мы получим дифференциаль-
ные уравнения геодезических сферы. Это означает, что распределение 𝐻 является вполне
геодезическим, что и доказывает наше утверждение.
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