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Аннотация

Поставлена и решена задача о движении гидромеханической системы, состоящей из вязкой
жидкости и граничащих с ней твердых тел – стенки и пластины. Граница стенки проницаема
для жидкости, стенка совершает заданное поступательное движение. Гидромеханическая систе-
ма подвергается периодическим по времени воздействиям. Задачу о движении системы состав-
ляют уравнение движения пластины, уравнение Навье –Стокса и условия на твердых границах
жидкости. Обнаружены новые гидромеханические эффекты.
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Abstract

The problem of the motion of a hydro-mechanical system consisting of a viscous liquid and solid
bodies, a wall and a plate, bordering it is formulated and solved. The wall undergoes a prescribed
translational motion, and its boundary is permeable to the liquid. The hydro-mechanical system is
subjected to time-periodic influences. The problem formulation includes the equation of the plate
motion, the Navier–Stokes equation, and the conditions at the solid–liquid interfaces. New hydro-
mechanical effects are revealed.
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Введение
Одним из перспективных направлений в современной механике жидкости является изу-

чение динамики гидромеханических систем при периодических по времени воздействиях.
В этом направлении получен ряд нетривиальных результатов, обнаружены новые гидро-
механические эффекты, выявлены возможности периодических воздействий на гидроме-
ханические системы как средства качественного влияния на динамику систем, управления
системами, организации заданной динамики систем (см., например, [1–9], а также [10–48]).
Результаты исследований в рассматриваемом направлении могут представлять, в частно-
сти, существенный прикладной интерес [14, 43, 45–48].

В настоящей работе поставлена и решена новая задача о движении гидромеханической
системы с вязкой жидкостью. Свободные части системы (движение которых не задано,
требует определения) испытывают периодические по времени воздействия, характеризую-
щиеся наличием или отсутствием выделенного направления в пространстве. Обнаружены
новые гидромеханические эффекты. Установлено, в частности, что гидромеханическая
система может совершать среднее по времени движение, состоящее в том, что свободная
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твердая часть системы и граничащая с ней часть жидкости движутся в направлении,
совпадающем с направлением внешнего стационарного силового воздействия на систему,
а остальная жидкость, граничащая с неподвижной твердой частью системы, совершает
движение в противоположном направлении.

1. Постановка задачи

Имеется гидромеханическая система, состоящая из вязкой несжимаемой жидкости и
абсолютно твердых тел – стенки 𝜂 и однородной пластины 𝜉 (рис. 1).

Рис. 1. Гидромеханическая система
Fig. 1. Hydro-mechanical system

Стенка 𝜂 ограничена плоскостью Γ𝜂 , перпендикулярной к оси 𝑋 инерциальной пря-
моугольной системы координат 𝑋, 𝑌, 𝑍 и пересекающейся с осью 𝑋 в точке 𝑋 = 𝐴 . Пла-
стина 𝜉 ограничена плоскостями Γ𝜉 : 𝑋 = 𝐵, Γ′

𝜉 : 𝑋 = 𝐶 (−∞ < 𝑌 < ∞, −∞ < 𝑍 < ∞;
𝐵 > 𝐴, 𝐶 > 𝐵 – постоянные). Жидкость заполняет область Ω : 𝐴 < 𝑋 < 𝐵. Граница Γ𝜂

стенки 𝜂 проницаема для жидкости. Стенка 𝜂 совершает заданное поступательное дви-
жение вдоль осей 𝑋, 𝑌 ; координата 𝐴 и скорость 𝑈 движения стенки 𝜂 в направлении
оси 𝑌 периодически с периодом 𝑇 изменяются со временем 𝑡 (𝐴 = ̂︀𝐴 sin (2𝜋𝑡/𝑇 + 𝛼);

𝑈 = ̂︀𝑈 sin (2𝜋𝑡/𝑇 ); ̂︀𝐴 > 0, 𝛼, ̂︀𝑈 > 0 – постоянные; скорость движения стенки 𝜂 в на-
правлении оси 𝑋 составляет 𝑑𝐴/𝑑𝑡 = (2𝜋 ̂︀𝐴/𝑇 ) cos(2𝜋𝑡/𝑇 +𝛼)). На пластину 𝜉 оказывает-
ся заданное внешнее стационарное силовое воздействие. Пластина 𝜉 является свободной,
совершает поступательное движение со скоростью W = {0,𝑊, 0} , которую необходимо
найти. Скорость жидкости V = {0, 𝑉, 0} и давление в жидкости 𝑃 не зависят от коорди-
нат 𝑌, 𝑍 .

Требуется определить периодическое по времени движение гидромеханической систе-
мы (свободных частей гидромеханической системы – жидкости и пластины 𝜉 ).

Пусть 𝜏 = 𝑡/𝑇 ; 𝑥 = 𝑋/𝐵; e = {0, 1, 0}; v = 𝑇V/𝐵 = 𝑣(𝑥, 𝜏)e; 𝜌 – плотность жидко-
сти; 𝑝 = 𝑇 2𝑃/(𝜌𝐵2) = 𝑝(𝑥, 𝜏); 𝜀 = ̂︀𝐴/𝐵; 𝑎 = 𝐴/𝐵 = 𝜀 sin(2𝜋𝜏 +𝛼); 𝜉′ – абсолютно твердое
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тело, (какая-либо) часть пластины 𝜉 , заполняющая в (какой-либо) момент времени 𝑡 = 𝑡′

область 𝐵 < 𝑋 < 𝐶, 𝑌 * < 𝑌 < 𝑌 * +𝐷𝑌 , 𝑍
* < 𝑍 < 𝑍* +𝐷𝑍 (𝑌 *, 𝑍*, 𝐷𝑌 > 0, 𝐷𝑍 > 0 –

постоянные); 𝜌′ – плотность пластины 𝜉 ; 𝑚 = 𝜌′(𝐶 −𝐵)𝐷𝑌𝐷𝑍 – масса тела 𝜉′ ; U = 𝑈e ;
u = 𝑇U/𝐵 = 𝑢e ; w = 𝑇W/𝐵 = 𝑤e ; 𝜈 – кинематический коэффициент вязкости жид-
кости; 𝑅𝑒 = 𝐵2/(𝜈𝑇 ) – число Рейнольдса; κ = 𝜌𝐵/[𝜌′(𝐶 − 𝐵)]; F𝑙𝑖𝑞 = 𝐹𝑙𝑖𝑞e – сила,
действующая на тело 𝜉′ со стороны жидкости; 𝑓𝑙𝑖𝑞 = 𝑇 2𝐹𝑙𝑖𝑞/(𝑚𝐵) = −(κ/𝑅𝑒) (𝜕𝑣/𝜕𝑥)|𝑥=1 ;
F𝑒𝑥𝑡 = 𝐹𝑒𝑥𝑡e – (не зависящая от времени) внешняя сила, действующая на тело 𝜉′ ;
𝑓𝑒𝑥𝑡 = 𝑇 2𝐹𝑒𝑥𝑡/(𝑚 ̂︀𝐴).

Задачу о движении гидромеханической системы составляют уравнение движения пла-
стины 𝜉 (тела 𝜉′) , уравнение Навье –Стокса и условия на границах Γ𝜂, Γ𝜉

𝑑𝑤

𝑑𝜏
= 𝑓𝑙𝑖𝑞 + 𝜀𝑓𝑒𝑥𝑡; (1)

𝜕v

𝜕𝜏
= − ∇𝑝 +

1

𝑅𝑒
∆v в Ω; (2)

v = u при 𝑥 = 𝑎; (3)

v = w при 𝑥 = 1. (4)

Отметим, что в задаче (1)–(4) периодические по времени воздействия, оказываемые на
гидромеханическую систему (свободные части гидромеханической системы), при 𝑓𝑒𝑥𝑡 ̸= 0
характеризуются наличием, а при 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0 – отсутствием выделенного направления в
пространстве (выделенным является направление вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e).

2. Решение задачи
Согласно (2)–(4) имеем

𝑝 = 𝑝(𝜏); (5)

𝜕𝑣

𝜕𝜏
=

1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣

𝜕𝑥2
в Ω; (6)

𝑣 = 𝑢 при 𝑥 = 𝑎, 𝑣 = 𝑤 при 𝑥 = 1. (7)

Будем рассматривать задачу (1), (6), (7) при малых по сравнению с единицей значе-
ниях 𝜀 . Применим метод разложения по степеням малого параметра [49, 50]. Предполо-
жим, что

𝑣 ∼ 𝑣0 + 𝜀𝑣1, 𝑤 ∼ 𝑤0 + 𝜀𝑤1 при 𝜀→ 0. (8)

Использовав (1), (6)–(8), в 𝜀𝑁 -приближении (𝑁 = 0, 1) получим

𝑑𝑤𝑁

𝑑𝜏
= 𝑓𝑙𝑖𝑞𝑁 +𝑁𝑓𝑒𝑥𝑡; (9)

𝜕𝑣𝑁
𝜕𝜏

=
1

𝑅𝑒

𝜕2𝑣𝑁
𝜕𝑥2

в Ω̄; (10)

𝑣𝑁 = (1−𝑁)𝑢−𝑁
𝜕𝑣0
𝜕𝑥

𝑎′ при 𝑥 = 0; (11)

𝑣𝑁 = 𝑤𝑁 при 𝑥 = 1, (12)

где Ω̄ – область 0 < 𝑋 < 𝐵; 𝑓𝑙𝑖𝑞𝑁 = − (κ/𝑅𝑒) (𝜕𝑣𝑁/𝜕𝑥)|𝑥=1; 𝑎
′ = 𝑎/𝜀 = sin(2𝜋𝜏 + 𝛼) .
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Пусть 𝑁 = 0 . Задача (9)–(12) имеет решение

𝑣0 = Real
(︀
𝑣0 𝑒

2𝜋𝑖𝜏
)︀
; (13)

𝑤0 = Real
(︀
𝑤̃0 𝑒

2𝜋𝑖𝜏
)︀
. (14)

Здесь

𝑣0 =
𝑖̂︀𝑢 sh 𝑞(𝑥− 1) + 𝑤̃0 sh 𝑞𝑥

sh 𝑞
; 𝑤̃0 = − 𝑖̂︀𝑢κ

𝑞 sh 𝑞 + κ ch 𝑞

(𝑞 = (1 + 𝑖)𝜆 = (1 + 𝑖)
√
𝜋𝑅𝑒) .

Отметим, что 𝑞 sh 𝑞 + κ ch 𝑞 не обращается в нуль ни при каких значениях κ > 0 ,
𝑅𝑒 > 0 ввиду того, что при любых значениях κ > 0 , 𝑅𝑒 > 0 выполняется соотношение√︀

(κ + 𝜆)2 + 𝜆2 𝑒𝜆 >
√︀

(κ − 𝜆)2 + 𝜆2 𝑒−𝜆.

Пусть 𝑁 = 1 . Преобразуем условие (11) к виду

𝑣1 = − 1

2
Real

(︀
𝑖𝑒−𝑖𝛼𝑑𝑣0

𝑑𝑥

)︀
+

1

2
Real

(︀
𝑖𝑒𝑖𝛼

𝑑𝑣0
𝑑𝑥

𝑒4𝜋𝑖𝜏
)︀

при 𝑥 = 0. (15)

Учитывая (15), сделаем в (9), (10), (12) подстановку

𝑣1 = Real (𝑣 + 𝑣1𝑒
4𝜋𝑖𝜏 ), 𝑤1 = Real (𝑤̄ + 𝑤̃1𝑒

4𝜋𝑖𝜏 ) (16)

(𝑣, 𝑣1 – функции 𝑥; 𝑤̄, 𝑤̃1 – постоянные). Использовав полученные в результате этого
формулы и (13)–(15), определим задачи

κ
𝑅𝑒

𝑑𝑣

𝑑𝑥
|𝑥=1 = 𝑓𝑒𝑥𝑡; (17)

𝑑2𝑣

𝑑𝑥2
= 0 в Ω̄; (18)

𝑣 = − 𝑖

2
𝑒−𝑖𝛼 𝑑𝑣0

𝑑𝑥
при 𝑥 = 0, 𝑣 = 𝑤̄ при 𝑥 = 1; (19)

и
4𝜋𝑖𝑤̃1 = − κ

𝑅𝑒

𝑑𝑣1
𝑑𝑥

|𝑥=1; (20)

𝑑2𝑣1
𝑑𝑥2

− 4𝜋𝑖𝑅𝑒 𝑣1 = 0 в Ω̄; (21)

𝑣1 =
𝑖

2
𝑒𝑖𝛼

𝑑𝑣0
𝑑𝑥

при 𝑥 = 0, 𝑣1 = 𝑤̃1 при 𝑥 = 1. (22)

Задача (17)–(19) имеет решение

𝑣 = 𝑓𝑒𝑥𝑡
𝑅𝑒

κ
𝑥 − 𝑖

2
𝑒−𝑖𝛼 𝑞

sh 𝑞
(𝑖̂︀𝑢 ch 𝑞 + 𝑤̃0); (23)

𝑤̄ = 𝑣|𝑥=1. (24)
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Задача (20)–(22) имеет решение

𝑣1 =
(𝑄𝑒

√
2𝑞 − 𝑤̃1)𝑒

−
√
2𝑞𝑥 − (𝑄𝑒−

√
2𝑞 − 𝑤̃1)𝑒

√
2𝑞𝑥

2 sh
√
2𝑞

; (25)

𝑤̃1 =
κ 𝑄√

2𝑞 sh
√
2𝑞 + κ ch

√
2𝑞
, (26)

где
𝑄 =

𝑖

2
𝑒𝑖𝛼

𝑞

sh 𝑞
(𝑖̂︀𝑢 ch 𝑞 + 𝑤̃0).

Отметим, что
√
2𝑞 sh

√
2𝑞 + κ ch

√
2𝑞 не обращается в нуль ни при каких значениях

κ > 0 , 𝑅𝑒 > 0 ввиду того, что при любых значениях κ > 0 , 𝑅𝑒 > 0 выполняется
соотношение √︁

(κ +
√
2𝜆)2 + 2𝜆2 𝑒

√
2𝜆 >

√︁
(κ −

√
2𝜆)2 + 2𝜆2 𝑒−

√
2𝜆.

Формулами
𝑣 = 𝑣0 + 𝜀𝑣1, 𝑤 = 𝑤0 + 𝜀𝑤1 (27)

и (5), (13), (14), (16), (23)–(26) определяется приближенное решение задачи (1)–(4).

3. Анализ и выводы
Стенка 𝜂 , совершающая заданное движение, в среднем по времени покоится.
Обратимся к вопросу о среднем по времени движении свободных частей гидромехани-

ческой системы (жидкости и пластины 𝜉) . Использовав (13), (14), (16), (23)–(27), найдем

⟨v⟩ = 𝜀
{︁
𝑓𝑒𝑥𝑡

𝑅𝑒

κ
𝑥+

1

2
̂︀𝑢 Real

[︀
𝑒−𝑖𝛼 𝑞

sh 𝑞

(︀
ch 𝑞 − κ

𝑞 sh 𝑞 + κ ch 𝑞

)︀]︀}︁
e; (28)

⟨w⟩ = ⟨v⟩ |𝑥=1. (29)

Здесь

⟨...⟩ =
∫︁ 𝜏+1

𝜏

... 𝑑𝜏 ′

– оператор усреднения по (безразмерному) времени 𝜏 ; ⟨v⟩ – средняя (по времени 𝜏 )
безразмерная скорость жидкости; ⟨w⟩ – средняя безразмерная скорость пластины 𝜉 .

Формулы (28), (29) имеют место для любого значения числа Рейнольдса 𝑅𝑒 > 0 . Эти
формулы, в частности, свидетельствуют о существовании эффекта, состоящего в том, что
в рассматриваемых гидромеханических условиях и при наличии, и в отсутствие выделен-
ного направления в пространстве (то есть и при 𝑓𝑒𝑥𝑡 ̸= 0 , и при 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0) на фоне колебаний
свободные части гидромеханической системы совершают стационарное движение.

Рассмотрим вопрос о среднем по времени движении свободных частей гидромехани-
ческой системы при значениях 𝑅𝑒 , больших по сравнению с единицей. Использовав (28),
(29), получим

⟨v⟩ ∼ 𝜙e, ⟨w⟩ ∼ 𝜙|𝑥=1e при 𝑅𝑒→ ∞ (для 𝑓𝑒𝑥𝑡 ̸= 0); (30)

⟨v⟩ ∼ 𝜒e, ⟨w⟩ ∼ 𝜒e при 𝑅𝑒→ ∞ (для 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0), (31)

где

𝜙 =
𝑓𝑒𝑥𝑡
κ

𝜀 𝑅𝑒 𝑥; 𝜒 =

√︂
𝜋

2
̂︀𝑢 𝜀 √

𝑅𝑒 sin (𝛼 +
𝜋

4
).
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Согласно (30), (31) на фоне колебаний имеет место следующее.
1. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 ̸= 0 , то жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 движутся в направлении,

совпадающем с направлением вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e .
2. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0 , то при sin (𝛼+ 𝜋

4
) > 0 жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 (как “одно

целое”) совершают поступательное движение в направлении, совпадающем с направлением
вектора e ; при sin (𝛼 + 𝜋

4
) < 0 – совершают поступательное движение в направлении,

противоположном направлению вектора e ; при sin (𝛼 + 𝜋
4
) = 0 жидкость в области Ω̄ и

пластина 𝜉 покоятся.
Рассмотрим вопрос о среднем по времени движении свободных частей гидромеханиче-

ской системы при значениях 𝑅𝑒 , малых по сравнению с единицей. Использовав (28), (29),
получим

⟨v⟩ ∼ 𝜓e, ⟨w⟩ ∼ 𝜓|𝑥=1e при 𝑅𝑒→ 0, (32)

где
𝜓 =

𝜀

κ
[𝑓𝑒𝑥𝑡 𝑥+ 𝜋̂︀𝑢(κ + 1) sin𝛼]𝑅𝑒.

Согласно (32) на фоне колебаний имеет место следующее.
1. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 ̸= 0, sin𝛼 = 0 , то жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 движутся в направ-

лении, совпадающем с направлением вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e .
2. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0 , sin𝛼 ̸= 0 , то при sin𝛼 > 0 жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 (как

“одно целое”) совершают поступательное движение в направлении, совпадающем с направ-
лением вектора e ; при sin𝛼 < 0 – совершают поступательное движение в направлении,
противоположном направлению вектора e .

3. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 = 0 , sin𝛼 = 0 , то жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 покоятся.
4. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 sin𝛼 > 0 , то жидкость в области Ω̄ и пластина 𝜉 движутся в направлении,

совпадающем с направлением вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e .
5. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 sin𝛼 < 0, |𝑓𝑒𝑥𝑡| < 𝜋̂︀𝑢(κ + 1)| sin𝛼| , то свободные части гидромеханической

системы совершают движение, которое может характеризоваться как “необычное”; жид-
кость в области Ω̄ и пластина 𝜉 движутся в направлении, противоположном направлению
вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e , то есть направлению внешнего силового воздействия на пластину 𝜉 (при
sin𝛼 > 0 жидкость и пластина движутся в направлении, совпадающем с направлением
вектора e ; при sin𝛼 < 0 — движутся в направлении, противоположном направлению
вектора e).

6. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 sin𝛼 < 0 , |𝑓𝑒𝑥𝑡| > 𝜋̂︀𝑢(κ + 1)| sin𝛼| , то пластина 𝜉 движется в направ-
лении, совпадающем с направлением вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e , при том, что для значения 𝑥 = 𝑥* =
− 𝜋̂︀𝑢(κ+1)(sin𝛼)/𝑓𝑒𝑥𝑡 скорость жидкости равна нулю, при 𝑥* < 𝑥 < 1 жидкость движется
в направлении, совпадающем с направлением вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e , при 0 < 𝑥 < 𝑥* жидкость со-
вершает движение в направлении, противоположном направлению вектора 𝑓𝑒𝑥𝑡e , то есть
направлению внешнего силового воздействия на пластину 𝜉 и направлению движения
пластины 𝜉 . “Толщина” 1 − 𝑥* области 𝑥* < 𝑥 < 1 “правильного” направления движе-
ния жидкости может быть сколь угодно малой по сравнению с “толщиной” 𝑥* области
0 < 𝑥 < 𝑥* “необычного” направления движения жидкости (и наоборот).

7. Если 𝑓𝑒𝑥𝑡 sin𝛼 < 0, |𝑓𝑒𝑥𝑡| = 𝜋̂︀𝑢(κ + 1)| sin𝛼| , то пластина 𝜉 покоится, а жидкость в
области Ω̄ совершает движение в направлении, противоположном направлению вектора
𝑓𝑒𝑥𝑡e .

Результаты проведенного изучения среднего движения свободных частей гидромеха-
нической системы при больших и малых значениях числа Рейнольдса 𝑅𝑒 , в частности,
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свидетельствуют о том, что периодические по времени воздействия на гидромеханические
системы способны быть средством организации предписанных качественных изменений в
динамике систем.

Заключение

Присутствующие в данном исследовании и в ряде других работ (например, в [7, 8,
37, 40–42]) периодические по времени воздействия, характеризующиеся отсутствием вы-
деленного направления в пространстве, представляют интерес, в частности, ввиду того,
что при таких воздействиях на механические системы в среднем по времени каждое ча-
стичное периодическое воздействие является нулевым, “отсутствует”; в среднем по времени
“ничего не происходит“ (например, в данной работе в среднем по времени стенка 𝜂 “стоит
на месте”), но свободные части систем совершают среднее движение. Причиной эффек-
тов среднего движения свободных частей механических систем является согласованность
(друг с другом) воздействий, оказываемых на системы, что находится в непосредственной
связи с принципом среднего движения [7, 9, 18, 41, 51].

Полученные результаты в сочетании с результатами других теоретических исследова-
ний нетривиальной динамики гидромеханических систем при периодических воздействиях
могут использоваться как теоретическая основа при организации направленных экспери-
ментальных исследований в области механики жидкости, при разработке перспективных
методов управления гидромеханическими системами и создании гидромеханических си-
стем, обладающих предписанными свойствами, при проведении исследований в области
технических наук, исследований прикладного характера.
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