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Аннотация

Представлен обзор исследований в области гидродинамики колебательного движения тела
в разрезе трех разных, но во многом очень близких классов задач: о колебаниях твердых ци-
линдрических тел в покоящейся жидкости, об упругих колебаниях удлиненных тел в жидкости
и о пропульсивном движении колеблющихся тел – колебательных движителях. Целью обзора
являются систематизация результатов в обозначенной области, выделение общих гидродинами-
ческих проблем исследования и определение возможных путей их решения.
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Abstract

This article reviews a large body of research on the hydrodynamics of oscillatory motion of bodies,
covering three different, yet closely related, classes of problems: the oscillations of solid cylindrical
bodies in a still fluid, the elastic oscillations of elongated bodies in a fluid, and the propulsive motion
of oscillating bodies (oscillatory propulsors). The findings available so far are summarized. Some key
challenges are identified, and their potential solutions are proposed.
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Введение

На современном этапе развития целого спектра инновационных прикладных областей,
таких как атомно-силовая микроскопия [1,2], разработка волновых электростанций [3–6],
создание перспективных систем для охлаждения микроэлектроники [7–9], разработка био-
подобных движителей для беспилотных летательных и подводных аппаратов [10–20], со-
здание акустических систем для управления микроустройствами (например, пузырько-
вых микророботов) и манипуляции наночастицами (в том числе «лабораторий на чипе» и
биопринтеров) [21–25], разработка систем гашения колебаний конструкций и жидкости в
баках [26–30], развитие методов определения свойств материалов [31–33] и жидкостей [34]
и т. п., остро стоят проблемы предсказания, регулирования и управления гидродинамиче-
ским воздействием на колеблющиеся конструкции. Не секрет, что при периодическом дви-
жении в жидкости гидродинамическое воздействие может существенно изменяться (зна-
чительно сильнее, чем при стационарном обтекании) при близких параметрах колебания,
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например, в зависимости от формы, положения в пространстве и взаимодействия различ-
ных элементов конструкции. Это открывает большие возможности по регулированию и
управлению как нестационарным гидродинамическим воздействием, так и стационарными
составляющими силы, появляющимися при определенных конфигурациях колебательного
движения.

Несмотря на то, что исследования периодического движения тел в жидкости разви-
ваются уже более ста семидесяти лет, общая теория в этой области все еще находится на
этапе формирования. Отдельные блоки теоретических и экспериментальных исследова-
ний, связанные с тем или иным прикладным направлением, часто слабо пересекаются
между собой как в области методов, так и в области результатов (например, сильно
различаются диапазоны параметров исследования) и имеют отличия даже в термино-
логии. Для развития общей теории чрезвычайно важно, сложив и систематизировав все
эти результаты, получить представление об общих гидродинамических процессах (об их
подобии), происходящих при колебаниях тел в жидкости, провести анализ проблем ис-
следования в названной области, а также выделить наиболее универсальные и успешные
методы исследования. Именно эти цели ставит перед собой настоящая обзорная работа.

1. Колебания твердого цилиндрического тела в вязкой несжимаемой
жидкости

Одно из первых аналитических исследований колебаний тела в покоящейся жидкости
было проведено Дж. Стоксом в 1851 году в работе [35], в рамках которой впервые были
получены оценки гидродинамического воздействия на круглый цилиндр, совершающий
поступательные гармонические колебания. Представим математическую постановку этой
задачи и ее решение в современных обозначениях.

Для описания течения жидкости перейдем в подвижную полярную систему коорди-
нат (𝑟, 𝜃) , перемещающуюся поступательно вместе с центром цилиндра, и обезразмерим
пространственные переменные на радиус цилиндра 𝑅 , время – на величину, обратно про-
порциональную угловой частоте колебаний 𝜔−1 , скорость – на амплитуду скорости коле-
баний 𝑈 = 𝐴𝜔 . Использовав в качестве основных характеристик течения завихренность 𝑤
и функцию тока 𝜓 , запишем определяющие уравнения и граничные условия в виде

𝑟 > 1 : 𝑤 = ∆𝜓,
𝜕𝑤

𝜕𝑡
− 𝐾𝐶

𝜋𝑟

𝜕(𝜓,𝑤)

𝜕(𝑟, 𝜃)
=

2

𝛽𝜋
∆𝑤,

𝜕(𝜓,𝑤)

𝜕(𝑟, 𝜃)
=
𝜕𝜓

𝜕𝑟

𝜕𝑤

𝜕𝜃
− 𝜕𝜓

𝜕𝜃

𝜕𝑤

𝜕𝑟
, (1)

𝑟 = 1 : 𝜓 = 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑟
= 0, 𝑟 → ∞ : 𝜓 ∼ −𝑟 sin 𝜃 cos 𝑡.

где ∆ – оператор Лапласа. Безразмерные параметры 𝛽 и 𝐾𝐶 определяются формулами

𝛽 =
2

𝜋

𝑅2𝜔

𝜈
, 𝐾𝐶 = 𝜋

𝐴

𝑅
.

Здесь 𝜈 – кинематическая вязкость жидкости, 𝛽 – число Стокса или безразмерная частота
колебаний, 𝐾𝐶 – безразмерная амплитуда колебаний (число Келегана –Карпентера).

Стокс построил решение этой задачи в предположении малости амплитуды колебаний
𝐾𝐶 ≪ 1 , в рамках которого в первом приближении вкладом конвективных слагаемых
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можно пренебречь. Решение Стокса с использованием модифицированных функций Бес-
селя 𝐾𝑗 можно представить в виде

𝜓 = 𝜓(0) +𝑂(𝐾𝐶), 𝜓(0) = sin 𝜃Re(Ψ0(𝑟)𝑒
𝑖𝑡),

𝑤 = 𝑤(0) +𝑂(𝐾𝐶), 𝑤(0) = sin 𝜃Re(𝑊0(𝑟)𝑒
𝑖𝑡), (2)

Ψ0 = −𝑟 + 1

𝑟
+
𝑆𝑥

𝑟
+ 𝜒−2𝑊0, 𝑊0 = −2𝜒

𝐾1 (𝜒𝑟)

𝐾0 (𝜒)
, 𝑆𝑥(𝜒) =

2𝐾1 (𝜒)

𝑧𝐾0 (𝜒)
, 𝜒 =

√︂
𝑖𝛽𝜋

2
.

По найденному решению Стокс определил гидродинамическую силу, действующую на ци-
линдр вдоль оси колебаний:

𝐹𝑥 = 𝑓 (0)
𝑥 +𝑂(𝐾𝐶2) = 2𝜋Im

[︀
𝑒𝑖𝑡 (1 + 𝑆𝑥)

]︀
+𝑂(𝐾𝐶2).

В используемых безразмерных переменных сила нормирована на 𝜌𝑅2𝑈𝜔 .
Решение Стокса не учитывает вклад конвективных слагаемых. Для оценки их значи-

мости Г. Шлихтинг [36,37] в 1932 году предложил использовать метод последовательных
асимптотических приближений. Помимо условия малости амплитуд колебаний, Шлихтинг
положил также 𝛽 → ∞ , или 𝐾𝐶 ∼ 𝛽−1 ≪ 1 . В этих условиях решение задачи формально
представляется в виде разложения в ряд

𝜓 = 𝐾𝐶0
(︀
𝜓(0,0)𝛽0 + 𝜓(0,1)𝛽−1/2 +𝑂(𝛽−1)

)︀
+𝐾𝐶1

(︀
𝜓(1,0)𝛽0 +𝑂(𝛽−1/2)

)︀
+𝑂(𝐾𝐶2).

Слагаемые порядка 𝑂(𝐾𝐶0) дают чисто периодическое стоксовское решение (они совпа-
дают с (2), если разложить 𝑆𝑥 в ряд при 𝛽 → ∞), члены порядка 𝑂(𝐾𝐶1) учитывают
вклад конвективного слагаемого. Шлихтинг впервые показал, что нелинейный характер
этого члена приводит к появлению в решении стационарной составляющей – вторичного
стационарного течения, возникающего на фоне первичного нестационарного движения.

Обобщенное на случай произвольного значения 𝛽 решение в члене 𝑂(𝐾𝐶1) было по-
лучено в работе Й. Хольстмарка [38] в 1954 году. В современной записи [39] его можно
представить в следующем виде

𝜓 = 𝜓(0) +𝐾𝐶
(︁
𝜓(1)
𝑢 + 𝜓

(1)
𝑠𝑡

)︁
+𝑂(𝐾𝐶2),

где стационарная составляющая решения 𝜓
(1)
𝑠𝑡 определяется следующим образом:

𝜓
(1)
𝑠𝑡 = Ψ(𝑟) sin 2𝜃, Ψ = Ψ̃− 𝐵

𝑟2
+ 𝐶

(︂
1− 1

𝑟2

)︂
, (3)

Ψ̃ = −𝛽𝜋
2

𝑟4

48

∞∫︁
1

𝐺(𝑟𝑥)
(︀
𝑥2 − 1

)︀3 𝑑𝑥
𝑥
, 𝐺 =

1

4𝑟
Re

(︀
𝑊0Ψ

′
0 −Ψ0𝑊

′
0

)︀
,

𝐵 = Ψ̃(1), 𝐶 = −Ψ̃′(1) + 2Ψ̃(1)

2
.

Черта сверху здесь означает комплексное сопряжение, штрихи – дифференцирование по 𝑟 .
Визуализация характерных вторичных картин течения представлена на рис. 1.

Uch. Zap. Kazan. Univ. Ser. Fiz.-Mat. Nauki | 2025;167(1):54-98



58 А.Н. Нуриев и др. | Об исследованиях колебательного движения тел . . .

-6 -4 -2 0 2 4 6 x

0

2

4

6

y
a b

Рис. 1. Линии тока вторичных течений при поперечных колебаниях цилиндра в (a) закрити-
ческом 𝑆 (𝛽 = 44.5) и (b) докритическом 𝑆* (𝛽 = 6.37) режимах, построенные по реше-
нию (3). Жирными линиями показаны границы циркуляционных ячеек. Пунктирные линии дают
их асимптотику при 𝑟 → ∞
Fig. 1. Streamlines of the secondary flows induced by transverse oscillations of a cylinder in (a) the
supercritical 𝑆 (𝛽 = 44.5) and (b) subcritical 𝑆* (𝛽 = 6.37) regimes, based on the solution of (3).
The bold lines show the boundaries of the circulation cells. The dashed lines indicate their asymptotics
at 𝑟 → ∞

Асимптотические исследования задачи о колебаниях круглого цилиндра в разных при-
ближениях проведены также в работах [40], [41–44], [45, 46]. Так, в частности, в работах
А.Н. Нуриева и А.Г. Егорова [45, 46], в рамках развития подхода Шлихтинга в прибли-
жении 𝐾𝐶 ≪ 1 , 𝛽 → ∞ , было исследовано решение в члене 𝑂(𝐾𝐶2) . Результаты этих
исследований позволяют определить соответствующую поправку к нестационарной гид-
родинамической силе:

𝐹𝑥 = 2𝜋 sin(𝑡)− 𝜀2
√
2𝜋(cos(𝑡)− sin(𝑡))− 𝜀22𝜋 cos(𝑡)− (4)

−𝜀3
(︂
− 5𝜋

2
√
2
(cos(𝑡) + sin(𝑡))

)︂
− 𝜀𝐾𝐶22𝜋

(︂
1

3
√
2
(1− 2

√
2) sin(𝑡) +

5

12
(1 +

√
2) cos(𝑡)

)︂
−

−𝜀𝐾𝐶23𝜋(sin(3𝑡)− cos(3𝑡))(6
√
2 +

√
3− 5− 2

√
6)/4 +𝑂(𝜀4), 𝜀 = (𝛽𝜋/2)−1/2.

Теория Стокса, обобщенная для произвольного сечения цилиндра, была сформулиро-
вана в работе Е. Така [47], однако ее результаты дали лишь концептуальный подход к
решению общей задачи, формально сводящийся к использованию метода граничных эле-
ментов. С применением этого метода автором было получено полуаналитическое решение
задачи о гармонических колебаниях бесконечно тонкой пластинки с бесконечно малой ам-
плитудой и рассчитаны гидродинамические силы, действующие на пластину. Дальнейшее
свое развитие этот метод получил в работах Д. Брамли и др. [48], С. Ахсана и М. Ауре-
ли [49], где были проведены расчеты гидродинамического сопротивления для задач о гар-
монических колебаниях пластин конечной толщины и пластин с фланцами. Все конечные
результаты этих исследований являются численными. Для практического использования

Учен. зап. Казан. ун-та. Сер. Физ.-мат. науки | 2025;167(1):54-98



A.N. Nuriev et al. | On the study of oscillatory motion . . . 59

по данным этих исследований в работах [1, 49–52] были построены аппроксимационные
зависимости гидродинамических сил.

Асимптотическая теория легла в основу многочисленных исследований свойств и
структурных особенностей вторичных стационарных течений, формирующихся в жид-
кости около осциллирующих цилиндрических тел с разной формой сечения. Структура
вторичных течений, возникающих при малоамплитудных колебаниях круглого цилиндра,
изучена в работах [41–45, 53], вторичные течения около квадратных цилиндров с разным
радиусом скругления углов и цилиндров с несимметричным сечением, близким к круг-
лому, рассмотрены в статье [54]. Решение задачи о колебаниях эллиптического цилиндра
с помощью асимптотического подхода в различных приближениях получено в [53, 55–58],
исследование вторичных течений около колеблющегося профиля Жуковского – в рабо-
тах [53,59]. Визуализация вторичных течений около эллиптического цилиндра и профиля
Жуковского представлена на рис. 2.

До настоящего времени асимптотические методы остаются одними из самых эффек-
тивных методов моделирования течений при малоамплитудных колебаниях, что делает
их перспективным инструментом решения широкого класса новых прикладных задач в
таких областях, как разработка микрофлюидных устройств, систем манипуляции микро-
частицами (акустического пинцета), систем биопринтинга и т. д. (см., например, [60, 61]).
Численные реализации асимптотического метода (численное решение построено во всех
членах разложения) для сложных геометрий получили свое развитие в работах [60,61].

В диапазоне умеренных и больших амплитуд основным источником данных о развитии
гидродинамики при колебательном движении тел в покоящейся жидкости являются экс-
периментальные и численные (основанные на прямом решении уравнения Навье –Стокса)
исследования. Как и в аналитических исследованиях, значительная часть результатов
здесь получена для случаев колебаний цилиндрических тел с простой формой сечения:
круглой, прямоугольной, ромбовидной.

Рис. 2. Вторичные стационарные течения около эллиптического цилиндра (𝛽 = 200 , 𝐾𝐶 ≪ 1)
и профиля Жуковского (𝛽 = 190, 𝐾𝐶 ≪ 1)
Fig. 2. Secondary stationary flows around an elliptical cylinder (𝛽 = 200 , 𝐾𝐶 ≪ 1) and the
Joukowski airfoil (𝛽 = 190, 𝐾𝐶 ≪ 1)
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Основу экспериментального блока составляют классические гидродинамические иссле-
дования, проведённые в 1960–1980-х годах [62–67]. Эти работы сформировали общую кон-
цепцию для анализа и интерпретации результатов как ранее проведенных аналитических
исследований, так и всех последующих работ по изучению колебаний тел в покоящейся
жидкости.

В экспериментальной работе Дж. Морисона, Дж. Джонсона и С. Шаафа [68] был пред-
ставлен, ставший традиционным, подход к обработке гидродинамических сил (подход Мо-
рисона). Согласно ему сила, действующая на тело со стороны жидкости вдоль оси колеба-
ния пластины, представляется в виде суммы силы сопротивления 𝐶𝐷 , пропорциональной
скорости, и силы инерции 𝐶𝑀 , пропорциональной ускорению осциляционного движения:

𝐹𝑥 ≈ 𝜋𝐶𝑀 sin 𝑡− 𝐶𝐷𝐾𝐶| cos 𝑡| cos 𝑡/𝜋.

Хотя такая интерпретация гидродинамического воздействия является сильно упрощен-
ной, как можно видеть в (4), она не учитывает даже все члены в случае установившихся
гармонических колебаний (cм. также критические замечания [69, 70]), в то же время она
позволяет оценить влияние двух важнейших гидродинамических эффектов: демпфирова-
ния (приводящего к отбору энергии у актуатора) и эффекта присоединенной массы.

В экспериментальных работах М. Тацуно и П. Бирмана [71–74] впервые были прове-
дены подробные исследования структур течения, наблюдаемых около колеблющихся тел.
В частности, в [74] впервые была построена карта режимов течения, возникающих около
осциллирующего круглого цилиндра в широком диапазоне 𝐾𝐶 и 𝛽 . Границы режимов,
полученные авторами, изображены на рис. 3.

В экспериментальных работах [75–78] были проведены подробные исследования воз-
никновения трехмерной неустойчивости течений около колеблющихся цилиндрических
тел. Первые экспериментальные наблюдения трехмерной неустойчивости течения около
круглого цилиндра были представлены в работе Х. Хонджи [75]. Асимптотическая оцен-
ка границы устойчивости была получена П. Холлом [79] в предположении больших 𝛽 и
малых 𝐾𝐶 :

KCℎ = 5.778𝛽−1/4(1 + 0.205𝛽−1/4 + ...), (5)

которая в широком диапазоне 𝛽 совпадала с экспериментальными наблюдениями Х. Хон-
джи. Т. Сарпкая в работах [76–78] существенно расширил область экспериментальных
наблюдений для больших чисел Стокса. Использовав метод лазерно-флуоресцентной
визуализации, Т. Сарпкая выделил зону формирования квазикогерентных структур, ко-
торые образуют когерентные структуры, обнаруженные Х. Хонни в [75], в окрестности
линии П. Холла, определяемой уравнением (5). Нижняя граница этой зоны – граница аб-
солютной устойчивости двухмерного течения около осциллирующего круглого цилиндра –
была аппроксимирована автором следующим образом:

KC𝑐𝑟 = 12.5𝛽−2/5.

Экспериментальные данные в существенной степени дополняются численными иссле-
дованиями, которые начали активно проводиться с 1990-х годов. Наиболее полные и раз-
носторонние данные собраны в настоящее время для задачи о гармонических колебаниях
круглого цилиндра в покоящейся жидкости [45, 80–93]. В двумерных численных исследо-
ваниях [80–83, 87] проведен подробный структурный анализ течений, проанализирована
двумерная устойчивость, построены зависимости гидродинамического сопротивления от
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управляющих параметров колебательного процесса. Результаты двумерного моделирова-
ния течений в диапазоне параметров экспериментальных исследований [74] представлены
на рис. 3, 4, где, в частности, продемонстрирована структура режимов течения, возникаю-
щая после (двумерной) потери устойчивости симметричных режимов обтекания 𝑆 и 𝑆* ,
описываемых асимптотическим решением (3).

Численные исследования трехмерной неустойчивости течений около осциллирующего
круглого цилиндра проведены в работах [45, 90–92, 94]. На рис. 3, 4 изображены харак-
терные картины течений, полученные по результатам трехмерного численного модели-
рования А.Н. Нуриева [45], около круглого цилиндра при возникновении трехмерной
неустойчивости Хонджи. В рамках исследований [45, 94] была установлена важная осо-
бенность трехмерных течений около осциллирующего тела: даже после формирования
трехмерных структур в достаточно широком диапазоне амплитуд колебания они не ока-
зывают существенного влияния на динамику течения в плоскостях, перпендикулярных
оси цилиндра, что, в частности, позволяет хорошо описать динамику течения в рамках
двумерного моделирования.

Рис. 3. Карта режимов течения около круглого цилиндра. Пунктирные линии – эксперимен-
тально наблюдаемые границы режимов [74]. Маркеры – результаты численных расчетов [80].
Визуализация режимов течения 𝑆 , 𝑆* , 𝑉 и 𝐷 представлена на рис. 1, 4
Fig. 3. Map of the flow regimes around a circular cylinder. The dashed lines show the regime
boundaries observed experimentally [74]. The markers are the results of numerical calculations [80].
The flow regimes 𝑆 , 𝑆* , 𝑉 , and 𝐷 are visualized in Figs. 1, 4

В последние несколько лет благодаря развитию прикладных направлений начали ак-
тивно проводиться исследования периодического движения удлиненных (цилиндриче-
ских) жестких и упругих тел некруглой формы, совершающих колебания по сложным
законам. Имеющиеся данные свидетельствуют о значительных изменениях в течениях и
сопутствующем гидродинамическом воздействии при варьировании как формы актуато-
ра (колеблющегося тела), так и закона движения [62–64]. Тем не менее сколько-нибудь
общих зависимостей для сил или структур течения на данный момент не установлено,
и исследование каждого частного случая проводится в индивидуальном порядке (в своем,
интересном с прикладной точки зрения, диапазоне параметров). Так, развитие исследо-
ваний колебаний цилиндрических тел с прямоугольным профилем сечения тесно связано
с изучением аэродинамического воздействия на удлиненные тонкие балочные конструк-
ции, совершающие упругие резонансные колебания. Интерес к такому типу задач, в свою
очередь, вызван появлением целого ряда перспективных технологических решений с при-
менением пьезоактуаторов изгиба [7–9].
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Рис. 4. Визуализация режимов течения около круглого цилиндра, совершающего поступатель-
ные колебания вдоль горизонтальной оси (плоскость 𝑥𝑂𝑦 ) при 𝛽 = 35 , 𝐾𝐶 = 5.5 (рисунок
сверху, V режим), при 𝛽 = 35 , 𝐾𝐶 = 8 (рисунок снизу, D (диагональный) режим). Справа
изображены линии тока вторичных течений, слева представлены мгновенные картины течений,
визуализированные с помощью невесомых частиц
Fig. 4. Visualization of the flow regimes around a circular cylinder undergoing translational
oscillations along the horizontal axis (𝑥𝑂𝑦 plane) at 𝛽 = 35 , 𝐾𝐶 = 5.5 (top image, V regime)
and 𝛽 = 35 , 𝐾𝐶 = 8 (bottom image, D (diagonal) regime). Streamlines of the secondary flows are
shown on the right, and the instantaneous flow patterns visualized using neutrally buoyant particles
are displayed on the left

2. Упругие колебания балок в вязкой несжимаемой жидкости

В значительном числе современных работ исследования колебаний длинных упругих
балок в жидкости (см., например, [7,32,50–52,95,96]) основаны на моделях квазидвумерно-
го взаимодействия между жидкостью и балкой, согласно которым аэрогидродинамическое
воздействие, оказываемое на каждое сечение балки, можно считать результатом его плос-
кого обтекания. Таким образом, гидродинамические силы в каждом сечении считаются
(как и в случае колебания твердого цилиндрического тела) функциями двух основных
параметров: безразмерной частоты колебаний 𝛽 и безразмерной локальной амплитуды
колебаний 𝐾𝐶 . Объединение квазидвумерной модели взаимодействия, модели Морисо-
на для описания гидродинамических сил и классической теории колебания балок дает
возможность установить интегральные связи между параметрами колебания балки и гид-
родинамическими силами, действующими на нее со стороны жидкости. Это позволяет,
в частности, использовать результаты обтекания гармонически осциллирующих жестких
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цилиндрических тел для определения параметров аэродинамического воздействия на бал-
ки с аналогичным профилем поперечного сечения. Такой подход зарекомендовал себя в
задачах определения аэрогидродинамического демпфирования балок при малоамплитуд-
ных колебаниях [50–52] (где максимальное значение параметра 𝐾𝐶 не превышает 0.3).
Все численные и экспериментальные результаты, собранные в этой области, достаточно
хорошо согласуются между собой.

Рис. 5. Трехмерная картина течения около круглого цилиндра, совершающего поступательные
колебания. Изоповерхности 𝑦 -компоненты завихренности 𝛽 = 196 , 𝐾𝐶 = 2.3

Fig. 5. 3D visualization of the flow around a circular cylinder undergoing translational oscillations.
Isosurfaces of the 𝑦 -component of vorticity at 𝛽 = 196 , 𝐾𝐶 = 2.3

Исследования колебаний длинных балок в области больших амплитуд имеют более
разрозненные результаты. Существенный разброс наблюдается даже в классических экс-
периментальных данных, полученных разными группами исследователей для тонких пла-
стин – Г. Келеганом и Л. Карпентером [62], C. Сингхом, П. Бирманом, Дж. Грэхемом и
др. [63–65]. Так, например, можно обнаружить существенные отличия, составляющие от
30% до 40% в разных диапазонах, по оценке коэффициента сопротивления пластин 𝐶𝐷

в зоне умеренно больших значений безразмерной амплитуды 0.5 < 𝐾𝐶 < 12 .
Разброс оценок коэффициента сопротивления тонких пластин наблюдается и в ран-

них численных исследованиях. Первые попытки смоделировать отрывные течения при
больших амплитудах колебания пластины были предприняты в работе Дж. Грэхема [97].
Использовав метод дискретных вихрей (discrete-point-vortex method), автору удалось опи-
сать развитие вихревой структуры в окрестности торцов пластины, однако полученные
на базе этого подхода оценки сил сопротивления, действующих на пластину, лишь каче-
ственно согласовались с экспериментальными данными [64]. Дискретная вихревая модель
применялась для описания движения жидкости вокруг осциллирующей пластины в рабо-
те Р. Бидкара и др. [7]. Найденные здесь решения всюду в диапазоне 0 < 𝐾𝐶 < 5 имели
структуру, симметричную относительно оси колебания, что не соответствует эксперимен-
тальным наблюдениям. Вычисленные значения гидродинамических сил, действующих на
пластину, также оказались ощутимо выше оценок, полученных экспериментально.

Современные численные модели, основанные на гидродинамике сглаженных ча-
стиц [98], методе решеточных уравнений Больцмана [99], методе конечных объемов [31,
100], дают качественно лучшее согласование с результатами экспериментов по оценке гид-
родинамических сил, действующих на пластины. В частности, в работе А.Н. Нуриева,
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А.М. Камалутдинова и А.Г. Егорова [100] было проведено подробное исследование тече-
ний около колеблющихся пластин, соответствующего гидродинамического воздействия на
них, а также причин отличия экспериментальных данных [64] и [62]. Полученные здесь ре-
зультаты позволили классифицировать практически все режимы течения около пластины,
обнаруженные ранее в различных экспериментальных исследованиях. Так, в названной ра-
боте впервые были смоделированы и подробно описаны диагональный и односторонний
диагональный режимы, формирующиеся около пластин при умеренных и высоких ампли-
тудах колебания и обнаруженные ранее в экспериментах [62] и [64]. В диапазоне низких
амплитуд колебаний были смоделированы и изучены три симметричных режима тече-
ния (их визуализация представлена на рис. 7), локализованных ранее в эксперименталь-
ных исследованиях [101]. Большинство из описанных течений около пластин оказалось в
значительной степени схожим с течениями, формирующимися у других осциллирующих
цилиндрических тел, в частности круглого цилиндра. В особенности следует отметить
практически идентичную структуру симметричных режимов, наблюдаемых при самых
малых 𝐾𝐶 , и диагонального режима, формирующегося при высоких значениях безраз-
мерной амплитуды колебания (см. рис. 7, 8). Как показали результаты исследования [100],
несмотря на схожие режимы обтекания, наблюдаемые при одинаковых значениях пара-
метров колебания, даже близкие по форме осциллирующие тела могут испытывать кар-
динально различное гидродинамическое воздействие. Так, даже изменение формы торца
пластины имеет ощутимое влияние на величину гидродинамического сопротивления в ре-
жимах течения с интенсивным вихреобразованием, наблюдаемых при больших 𝐾𝐶 , в то
время как влияние толщины пластины сказывается на сопротивлении уже в диапазоне
малых амплитуд колебания при выходе из стоксовского режима обтекания.

Рис. 6. Эволюция грибовидных структур (вихрей Хонджи) около осциллирующего круглого
цилиндра в плоскости 𝑧𝑂𝑦 при 𝛽 = 1035 , 𝐾𝐶 = 1.5 . Визуализация с помощью невесомых
частиц
Fig. 6. Evolution of the mushroom-like flow structures (Honji vortices) around an oscillating circular
cylinder in the 𝑧𝑂𝑦 plane at 𝛽 = 1035 , 𝐾𝐶 = 1.5 . Visualization performed using neutrally buoyant
particles
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Рис. 7. Вторичные симметричные режимы течения около осциллирующих пластин
Fig. 7. Secondary symmetric flow regimes around oscillating plates

Рис. 8. Диагональный режим течения около осциллирующей пластины. Результаты двумерного
и трехмерного моделирований (𝐾𝐶 = 7, 𝛽 = 64)
Fig. 8. Diagonal flow regime around an oscillating plate. Results of the 2D and 3D simulations
(𝐾𝐶 = 7, 𝛽 = 64)

В работах А.Г. Егорова и его учеников [32,95,102,103] были представлены результаты
по определению характеристик силового аэродинамического воздействия на длинные бал-
ки по экспериментально измеренным параметрам колебания в диапазоне 0 < 𝐾𝐶 < 12 .
Переход от параметров колебания к аэродинамическим характеристикам в этих работах
проводился в рамках квазидвумерной гипотезы с помощью решения нелинейных инте-
гральных уравнений с ядром, определяемым профилем основной моды изгибных колеба-
ний. Авторами была получена следующая формула для определения гидродинамического
воздействия на сечение балки в зависимости от локальных параметров 𝐾𝐶 и 𝛽 :

𝐶𝐷(𝐾𝐶, 𝛽) =
28.97

𝐾𝐶
√
𝛽
+ 0.171

(︂
𝐾𝐶

2𝜋

)︂𝑎−0.58
(︀
𝑎+ 3.087 + 25.8

(︀
𝐾𝐶
2𝜋

)︀𝑎)︀(︀
0.12 +

(︀
𝐾𝐶
2𝜋

)︀𝑎)︀2 ,

где 𝑎 = 1.03+ 16.61𝛽−0.627 . Этот результат оказался в достаточной степени согласован и с
оценками, полученными в рамках расчетов для плоских течений, и с экспериментальными
данными по обтеканию жестких недеформируемых пластин в диапазоне 𝐾𝐶 < 12 , 50 <
𝛽 < 1500 .
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Трехмерные численные и экспериментальные исследования гидродинамики около ко-
леблющихся упругих балок, а также изучение границ применимости квазидвумерной тео-
рии были проведены в работах [8,9,103–107]. В исследовании А. Фаччи и М. Порфири [104]
дана оценка границ применимости квазидвумерной модели взаимодействия в диапазоне
малых амплитуд колебаний 𝐾𝐶 < 0.35 . В ходе трехмерного численного моделирования
авторами было показано, что для пластин c безразмерной длиной (определяемой как от-
ношение длины к ширине) 𝐿 > 3 трехмерные эффекты, в том числе сход вихрей со
свободного конца пластины, оказывают минимальное влияние на распределение аэроди-
намических сил вдоль пластины.

В работах А.Н. Нуриева и др. [103, 107] исследование границ применимости квази-
двумерной модели проведено для более широкого диапазона амплитуд 𝐾𝐶 ≤ 6 – пока-
зано, что при обтекании длинных балок 𝐿 = 10, 20 формируется квазидвумерная зона
течений, в которой поперечные потоки становятся доминирующими. Квазидвумерная
зона у балок длины 𝐿 = 20 образуется во всем диапазоне исследуемых параметров
𝐾𝐶 ≤ 6, 200 ≤ 𝛽 ≤ 550 в средней части балки на удалении от фиксированного ос-
нования и свободного конца. В этой зоне наблюдаются практически все те же ключевые
режимы течения, что возникают при колебаниях жестких пластин: симметричный режим,
С-образный, односторонний диагональный режим и диагональный режим обтекания (ви-
зуализация последнего представлена на рис. 9). Границы режимов в квазидвумерной зоне
оказались чувствительными к значению безразмерной амплитуды колебаний конца балки.
Наиболее точно соответствуют карте плоских течений по 𝐾𝐶 режимы, наблюдаемые в
окрестностях торцов балки вне зоны трехмерных торцевых эффектов.

Рис. 9. Диагональный режим, формирующийся в средней части балки, совершающей изгибные
колебания (𝛽 = 200)
Fig. 9. Diagonal flow regime developing in the central part of a beam undergoing flexural oscillations
(𝛽 = 200)

Для коротких балок 𝐿 < 3 квазидвумерная гипотеза оказалась неприменимой (см. ра-
боты [8,9,105,106]), здесь значительную роль (или даже доминирующую) играют течения,
развивающиеся вдоль балки. Формирование интенсивных продольных течений изменяет
поперечное гидродинамическое воздействие и приводит к возникновению новых гидроди-
намических эффектов, таких, например, как сила тяги, направленная вдоль оси балки.
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3. Колебательные движители

Изучение механизмов возникновения тяги в процессе колебательного движения тел,
а также устойчивого направленного движения колеблющихся тел является еще одним
важнейшим направлением развития исследований в обозреваемой области. Оно напря-
мую связано с изучением полета птиц и плавания рыб, а также созданием биомимети-
ческих колебательных движителей. Теория колебательного движения тел в потоке стала
развиваться с начала 20-го века. В 1922 году Л. Прандтлем [108] была сформулирова-
на проблема нестационарного движения крыла, которая в линейном приближении была
решена в работе В. Бирнбаума [109]. Решение дало качественные оценки силы тяги, со-
здаваемой крылом. Подход Прандтля –Бирнбаума, основанный на введении поверхностей
разрыва скоростей внутри идеальной жидкости, стал базой для многочисленных иссле-
дований аэрогидромеханики машущего крыла. Развивая этот подход, Т. Теодорсен [110]
в 1935 году сформулировал теорию для расчета гидродинамических сил, действующих на
крыло в случае малоамплитудных гармонических колебаний (предполагая выполнение по-
стулата Жуковского –Чаплыгина). Опираясь на нее, И. Гаррик [111] получил выражение
для силы тяги колеблющегося тонкого профиля. В дальнейшем эта теория развивалась
в работах Г. Вагнера [112], Г. Глауэрта [113] и др. Практически в то же время в работах
Г. Кюсснера [114], Г. Кюсснера и И. Шварца [115] был предложен метод решения про-
блемы нестационарного движения крыла, основанный на суперпозиции сингулярностей
(в идеальной жидкости). В СССР решение задачи об оценке силы тяги, действующей на
тонкую осциллирующую пластинку в идеальной жидкости, было получено в 1935 году
М.В. Келдышем и М.А. Лаврентьевым [116] на основе методов комплексного анализа.
Этот подход нашел свое дальнейшее развитие в работах Л.И. Седова [117], А.И. Некра-
сова [118] и других исследователей. В 1935 году Т. Карман и И. Бюргерс в работе [119]
описали особую структуру вихревого следа, формирующегося за осциллирующим кры-
ловым профилем. Он оказался похожим на классическую дорожку Кармана, но с про-
тивоположным направлением вращения вихрей (его называют также вихревой дорожкой
Голубева). Это дало толчок к формированию еще одного класса моделей аэрогидродина-
мики машущего крыла (в идеальной жидкости), основу которого заложил в 1940-е годы
В.В. Голубев [120,121].

В настоящее время подходы к исследованию аэрогидродинамики жесткого машущего
крыла, основанные на теории идеальной жидкости, продолжают активно развиваться как
в области совершенствования чисто аналитических моделей, так и в направлении созда-
ния аналитико-численных и численных методов, таких как метод дискретных вихрей и
панельный метод. В этой связи можно отметить работы К.В. Рождественского [122, 123],
Д.Н. Горелова [124], Р. Жбиковски [125], А. Адзумы и М. Окамото [126], Д. Матеску и
М. Абдо [127], C. Глегга и У. Девенпорта [128], Г.Я. Дынниковой и др. [129], В.А. Рыжо-
ва [130], Д. Питерсa [131,132].

В 1960-х годах стало развиваться еще одно направление исследований колебательных
движителей, посвященное изучению формирования тяги за счет периодического измене-
ния формы тела (большое влияние на которое оказал парадокс Грея). Начало плоской
теории движения тонкого волнообразно колеблющегося профиля (в идеальной жидко-
сти) было положено в работах Дж. Зикмана [133] и Т. By [134]. Зикман распространил
развитую Л. Шварцем [135] теорию граничных и свободных вихрей, в которой тонкое
крыло представлено распределением пограничных вихрей, а след – свободными вихрями.
Т. By развил теорию Теодорсена [110], однако вместо потенциала скоростей использовал
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потенциал ускорений. Результаты Дж. Зикмана и Т. By были апробированы в рамках экс-
периментов Х. Келли и др. [136], в которых исследовались колебания резиновых и метал-
лических пластинок в воде. Экспериментальные данные измерений тяги оказались ниже
расчетных, что указывает на важность учета вязких эффектов на пластинке и соответ-
ствующих потерь энергии. В дальнейшем плоская теория развивалась в работах [137–141].
В работах Л.И. Коренной [140,141] в рамках плоской теории была рассмотрена гипотеза об
уменьшении сопротивления трения на волнообразно колеблющемся теле. Автору удалось
показать, что в процессе распространения локомоторной волны вдоль движущейся в воде
гибкой пластины от ее головной части к хвостовой при определенных условиях отдельные
ее участки могут двигаться как в направлении обтекающего потока, так и в обратном
направлении.

Основоположником пространственной теории пропульсивного движения колеблюще-
гося тонкого тела можно считать Дж. Лайтхилла [142–145], разработавшего модель для
определения тяги длинного цилиндрического тела переменного сечения, совершающего
волнообразные движения (в идеальной жидкости). Идеи Лайтхилла получили дальней-
шее развитие в ряде работ [146–153]. В [149,150] теория тонкого тела была распростране-
на на случай анализа пропульсивных характеристик рыбоподобного тела, которое может
иметь плавники различной конфигурации. Независимо в 1960–1980-е годы аналогичная
теория волнового движения тела развивалась в СССР М.А. Лаврентьевым и М.М. Лав-
рентьевым [154], Г.В. Логвиновичем [155–157], В.Е. Пятецким и Е.В. Романенко [158,159].
В настоящее время подходы к исследованию аэрогидродинамики колеблющегося тонко-
го тела, основанные на теории идеальной жидкости, продолжают активно развиваться.
Отметим в этой связи работы [160–164].

В 1980-х годах начали активно развиваться исследования в области разработки мате-
матических моделей, учитывающих упругие свойства машущего крыла и упругих связей,
обеспечивающих его крепление к несущей конструкции. Отметим здесь работы Д.Н. Го-
релова [165], Р.А. Грунтфеста и Н.П. Дерезиной [166, 167], Ф.Н. Шклярчука и Т.В. Гри-
шаниной [168, 169], К.В. Рождественского и В.А. Рыжова [130, 170, 171], Дж. Каца и
Д. Вайса [172], Е.И. Картузова [173], М.А. Сумбатяна и А.Е. Тарасова [174, 175]. Аэро-
упругие модели машущего крыла обычно сочетают в себе классическую балочную теорию
с аэрогидродинамическими моделями движения крыла в идеальной жидкости. На осно-
ве такого подхода аэроупругий анализ гибкого крыла был проведен в работе М. Бер-
чи и др. [176]. Для постановки задачи было использовано уравнение Эйлера –Бернулли
для балки, при этом аэродинамические нагрузки учитывались с помощью модели, пред-
ставленной в работе [131] и развивающей классический подход Прандтля –Бирнбаума.
Т.В. Гришаниной и Ф.Н. Шклярчуком [169] были исследованы нестационарные аэроди-
намические нагрузки, действующие на деформируемый тонкий профиль при его произ-
вольном движении в несжимаемом потоке с поперечными порывами ветра. Для решения
задачи было использовано точное решение Кюсснера [177], в котором функция Теодорсена
аппроксимировалась суммой дробных функций с полюсами [178]. Объединив полученные
уравнения с дифференциальными уравнениями движения профиля, авторы исследовали
устойчивость аэроупругой системы и провели расчет ее динамической реакции на порывы
ветра.

Наиболее слабой стороной аэрогидродинамических моделей пропульсивного движения,
основанных на теории идеальной жидкости, является необходимость формулирования до-
полнительных предположений о точках отрыва потока или структуре вихревого следа,
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которые в большинстве случаев существенно ограничивают область применимости таких
моделей. Начиная с 1990-х годов, появились возможности прямого численного моделиро-
вания аэрогидродинамики машущего крыла и рыбоподобного движения (решение полно-
го уравнения Навье –Стокса), см., например, [179–192]. В настоящее время для изучения
аэрогидродинамики птиц и рыб в жидкости широко используют и полные трехмерные чис-
ленные модели (см., например, [193–196]). На основе данных обзорной работы 2020 года
Ся Ву и др. [197] отметим, что за последние два десятилетия (с 2000 по 2020 год) пря-
мое численное моделирование гидродинамики около колеблющихся профилей NACA0014,
NACA0012 и NACA0009 проводилось более чем в двадцати четырех исследованиях, около
колеблющегося эллиптического цилиндра – более чем в шести исследованиях, около ко-
леблющейся тонкой пластинки – более чем в четырнадцати исследованиях и т. д. При этом
практически все полученные результаты находятся в разных диапазонах параметров (ча-
стот, амплитуд, фазовых сдвигов, углов поворота, скоростей набегающего потока и т. д.),
что существенно осложняет их систематизацию.

Относительно недавно при исследовании пропульсивного движения тел в жидкости
стали применять асимптотические методы решения уравнения Навье –Стокса. Развивая
идеи [36–38], Н. Райли и Е. Ватсон [198] провели асимптотическое исследование задачи
о вращательно-поступательных колебаниях круглого цилиндра. В этой работе главным
образом рассматривались структурные особенности вторичных течений в условиях нуле-
вой средней скорости движения цилиндра. Для случая высоких частот авторами было
отмечено появление ненулевой средней силы, действующей на цилиндр.

В исследованиях А.Н. Нуриева и А.Г. Егорова [199, 200] в 2022 году в рамках асимп-
тотического подхода впервые были получены аналитические решения уравнения Навье –
Стокса, описывающие крейсерский режим движения машущего цилиндрического крыла
при малоамплитудных колебаниях 𝐾𝐶 ≪ 1 . Задача была сформулирована аналогич-
но (1), но помимо поступательных были заданы еще и вращательные колебания:

𝑟 = 1 : 𝜓 = 0,
𝜕𝜓

𝜕𝑟
= 𝜉 cos 𝑡, 𝑟 → ∞ : 𝜓 ∼ −𝑟 sin 𝜃 cos 𝑡+ 𝑢∞𝑟 cos (𝜃 + 𝛼). (6)

Течение при такой постановке определяется тремя параметрами подобия: 𝐾𝐶 , 𝛽 и 𝜉 .
Последний определяет отношение амплитуд вращательного Θ и поступательного 𝐴 коле-
баний:

𝜉 = 𝑅Θ/𝐴 = 𝜋Θ/𝐾𝐶.

Условие на бесконечности (6) задает однородный осцилляционный поток в направле-
нии (оси 𝑂𝑥) колебаний цилиндра, а также стационарный поток, направленный под уг-
лом 𝛼 к оси 𝑂𝑦 , который определяет среднюю скорость движения цилиндра в жидкости
𝑢∞ = 𝑢*∞Θ .

В работе [199] были определены первые два члена разложения по 𝐾𝐶

𝜓 = 𝜓(0) +𝐾𝐶(𝜓(1,𝑢) + 𝜓(1,𝑠))/𝜋 . . . .

Слагаемое 𝜓(0) описывает стоксовское чисто периодическое течение около цилиндра. Ре-
шение при 𝐾𝐶 содержит как периодическую 𝜓(1,𝑢) , так и стационарную 𝜓(1,𝑠) составляю-
щие. Последняя определяет вторичные течения около цилиндра.
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Выражение для стационарной составляющей было получено в названной работе в виде

𝜓(1,𝑠) = Ψ𝑥(𝑟) sin 2𝜃 + 𝜉Ψ𝜃(𝑟) cos 𝜃, (7)

Ψ𝑥 = Ψ̃𝑥 −
𝐵𝑥

𝑟2
+ 𝐶𝑥

(︂
1− 1

𝑟2

)︂
, Ψ𝜃 = Ψ̃𝜃 −

𝐵𝜃

𝑟
+ 𝐶𝜃

(︂
𝑟 − 1

𝑟

)︂
+𝐷

(︂
𝑟 ln 𝑟 − 𝑟

2
+

1

2𝑟

)︂
,

Ψ̃𝑥 = − 𝑟4

48

𝛽𝜋

2

∞∫︁
1

𝐺𝑥(𝑟𝑥)
(︀
𝑥2 − 1

)︀3 𝑑𝑥
𝑥
, Ψ̃𝜃 = − 𝑟4

16

𝛽𝜋

2

∞∫︁
1

𝐺𝜃(𝑟𝑥)
(︀
𝑥4 − 4𝑥2 ln𝑥− 1

)︀
𝑑𝑥;

𝐺𝜃(𝑟; 𝛽) =
1

𝑟

𝛽𝜋

2
Im (𝑆) |Φ1|2 −

𝛽𝜋

4
Im

(︁ (︀
1− 𝑆𝑟−2

)︀
Φ1

)︁
,

𝐺𝑥(𝑟; 𝛽) =
𝛽𝜋

4
Im

(︂
𝑆Φ0

𝑟2
+ 2𝑆Φ2Φ0 − 𝑆Φ2

)︂
,

Φ𝑘(𝑟; 𝛽) =
𝐾𝑘(

√︀
𝑖𝛽𝜋/2𝑟)

𝐾𝑘(
√︀
𝑖𝛽𝜋/2)

, 𝑆(𝛽) =
𝐾2(

√︀
𝑖𝛽𝜋/2)

𝐾0(
√︀
𝑖𝛽𝜋/2)

.

Граничные условия при 𝑟 = 1, 𝑟 → ∞ удовлетворяются за счет выбора произвольных
констант 𝐵𝑥,𝜃 , 𝐶𝑥,𝜃

𝐵𝑥,𝜃 = Ψ̃𝑥,𝜃(1), 𝐶𝜃 = −Ψ̃′
𝜃(1) + Ψ̃𝜃(1)

2
, 𝐶𝑥 = −Ψ̃′

𝑥(1) + 2Ψ̃𝑥(1)

2
, 𝐷 = 0.

Крейсерская скорость движения из этого решения определяется как

𝑢*∞ = 𝐶𝜃(𝛽), 𝛼 = 0. (8)

Кривая изменения коэффициента крейсерской скорости 𝑢*∞ = 𝐶𝜃 в зависимости от 𝛽 ,
построенная по этому аналитическому выражению, представлена на рис. 10, на нем же
маркерами изображены результаты прямого численного моделирования пропульсивного
движения цилиндра.

Сопоставление численных и аналитических результатов показало, что диапазон при-
менимости построенного асимптотического приближения (где различие между теорети-
ческими и численными оценками крейсерской скорости не превышает 12%) достаточ-
но широк: для умеренных частот 100 ≤ 𝛽 ≤ 300 определяется как 0 < 𝐾𝐶 ≤ 2.5 ,
0.3 ≤ Θ ≤ 1.7 ; для высоких частот 300 < 𝛽 < 4000 имеет следующие границы:
0 < 𝐾𝐶 ≤ 1 , 0.3 ≤ Θ ≤ 1.7 . В обозначенных границах найденное асимптотическое
решение хорошо описывает всю структуру вторичного течения (см. рис. 11).

В целом результаты [199, 200] указывают на большие перспективы использования
асимптотических методов в области исследования колебательных движителей.

Заключение
Проведенный обзор показал, что решение широкого класса прикладных задач, связан-

ных с колебаниями жестких и упругих тел в жидкости, сводится к одному и тому же блоку
гидродинамических проблем взаимодействия удлиненного тела с вязкой жидкостью. Сю-
да можно отнести и проблемы влияния формы колеблющегося тела, закона и параметров
колебаний на структуру первичных и вторичных течений, их интегральные и локальные
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характеристики, проблемы появления двумерных и трехмерных неустойчивостей течения,
взаимодействия форм и частот колебательного движения, минимизации или максимиза-
ции гидродинамического сопротивления и т. д. Отдельные результаты из разных областей
здесь являются своего рода кусочками мозаики. Складывая их, можно построить общую
картину гидродинамических процессов.

Рис. 10. Зависимость скорости 𝑢*∞ от безразмерной частоты колебаний 𝛽 . Сплошная линия –
кривая асимптотической зависимости (8), маркеры – численные данные
Fig. 10. Velocity 𝑢*∞ in relation to the dimensionless oscillation frequency 𝛽 . The solid line
corresponds to the asymptotic curve (8), and the markers are numerical results

Рис. 11. Линии тока вторичных течений около цилиндра, совершающего вращательно-
поступательные колебания, построенные по решению (7) (правая часть изображения) и полу-
ченные в рамках прямого численного моделирования (левая затемненная часть изображения)
для 𝛽 = 100 , 𝐾𝐶 = 0.4 , 𝜉 = 7.3 и 𝐾𝐶 = 2 , 𝜉 = 2

Fig. 11. Streamlines of the secondary flows around a cylinder undergoing combined translational and
rotational oscillations derived from the solution of (7) (the right side) and obtained from the direct
numerical simulation (the left shaded side) for 𝛽 = 100 , 𝐾𝐶 = 0.4 , 𝜉 = 7.3 and 𝐾𝐶 = 2 , 𝜉 = 2
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Tragflügel // Z. Flugtech. Motorluftschiffahrt. 1924. Bd. 15. S. 128–134.

110. Theodorsen T. General theory of aerodynamic instability and the mechanism of flutter. NACA
Technical Report No NACA R-496. Washington, DC: Natl. Advis. Comm. Aeronaut., 1935.
P. 291–311.

111. Garrick I. E. Propulsion of a flapping and oscillating airfoil. NACA Technical Report No NACA-
TR-567. Washington, DC: Natl. Advis. Comm. Aeronaut., 1936. P. 1–10.
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Kármán. Berlin, Heidelberg: Springer, 1930. S. 88–95.
https://doi.org/10.1007/978-3-662-33791-2_16.

114. Küssner H.G. Zusammenfassender Berichtüber den instationären Auftrieb von Flügeln //
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