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Аннотация

Для одного частного класса условно корректных интегро-дифференциальных уравнений в
новой паре весовых пространств Соболева предложен другой способ построения приближений
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теоретическое обоснование вычислительной схемы при минимальных дифференциальных свой-
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Abstract

In this article, for a specific class of conditionally well-posed integro-differential equations in a novel
pair of weighted Sobolev spaces, an alternative method for constructing approximations (particularly
finite-dimensional ones) to the solution of the corresponding boundary value problem is proposed,
and its theoretical justification is provided for minimal differential properties of the coefficients of the
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Пусть 𝜌(𝑡) – такая весовая функция на интервале [−1, 1] , что 1/𝜌(𝑡) также является
весовой, а 𝑚+ 1 и 𝑝 – натуральные числа, причем 𝑝 > 𝑚 . Обозначим через 𝑦(𝑡) и ℎ(𝑡, 𝑠)
известные функции, заданные на интервалах [−1, 1] и [−1, 1]2 соответственно. Рассмотрим
задачу нахождения решения интегро-дифференциального уравнения

𝐾𝑥 ≡ 𝑥(𝑚)(𝑡) +

∫︁ 1

−1

ℎ(𝑡, 𝑠)𝑥(𝑝)(𝑠) 𝑑𝑠 = 𝑦(𝑡), −1 ≤ 𝑡 ≤ 1, (1)

при краевых условиях1

𝑙𝑖(𝑥) = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1, (2)

где 𝑙𝑖, 𝑖 = 0,𝑚− 1 , – линейно независимые функционалы, определенные на пространстве
𝐶(𝑚−1)[−1, 1] функций, (𝑚− 1) раз непрерывно дифференцируемых на [−1, 1] .

Пусть 𝑊 𝑟𝐿2,𝜌[−1, 1] ≡ 𝑊 𝑟
2,𝜌 (𝑟 ≥ 1) есть пространство Соболева функций, абсолют-

но непрерывных на [−1, 1] и имеющих производную порядка 𝑟 из пространства Лебега
1При 𝑚 = 0 краевые условия отсутствуют.
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𝐿2,𝜌(−1, 1) функций, квадратично-суммируемых с весом 𝜌(𝑡) на интервале (−1, 1) . Обо-
значим через 𝑞(𝑡) = (1 − 𝑡2)𝑝−𝑚−1/2 вес Гегенбауэра, и пусть 𝑊 𝑟𝐿2,𝑞[−1, 1] = 𝑊 𝑟

2,𝑞 есть
соответствующее пространство Соболева с весом 𝑞(𝑡) .

Задача (1) и (2) при 𝑝 > 𝑚 ≥ 0 является некорректно поставленной (по Адамару) на
парах функциональных пространств 𝑋 искомых элементов и 𝑌 правых частей, тради-
ционных для дифференциальных уравнений. Вместе с тем в работе [1] задачи для интегро-
дифференциальных уравнений в случае, когда порядок внутреннего дифференциального
оператора выше порядка соответствующего внешнего дифференциального оператора (сле-
довательно, для уравнения (1)), отнесены к классу условно корректных с учетом возмож-
ности их корректной постановки за счет специального выбора пары пространств 𝑋 и 𝑌
(про условно корректные уравнения см. монографию [2]). В работе [3] (см. также [4]) дока-

зано, что в качестве такой пары может быть выбрана пара пространств 𝑋 =
∘

𝑊 𝑝
2,𝑞 функций

из 𝑊 𝑝
2,𝑞 , удовлетворяющих краевым условиям (2), и 𝑌 = 𝑊 𝑝−𝑚

2,𝑞 . При этом нормы в этих
пространствах являются согласованными, а именно:

‖𝑦‖𝑌 =

⎯⎸⎸⎸⎷𝑝−𝑚∑︁
𝑘=0

1∫︁
−1

(1− 𝑡2)𝑘−1/2|𝑦(𝑘)(𝑡)|2𝑑𝑡, 𝑦 ∈ 𝑌,

‖𝑥‖𝑋 =

⎯⎸⎸⎸⎷𝑝−𝑚∑︁
𝑘=0

1∫︁
−1

(1− 𝑡2)𝑘−1/2|𝑥(𝑚+𝑘)(𝑡)|2𝑑𝑡, 𝑥 ∈ 𝑋.

В этом случае для нахождения решения задачи можно применить тот или иной прямой
метод, что позволит построить вычислительные схемы, более простые по сравнению с из-
вестными методами для чисто некорректных задач. В работе [3] (см. также [4]) при некото-
рых предположениях относительно функций ℎ и 𝑦 в уравнении (1) нами дано обоснование
общего полиномиального проекционного метода, построенного на основе оператора проек-
тирования, обладающего определенными свойствами. В частности, доказана сходимость
полиномиального метода Галеркина2.

Специальный вид уравнения (1) позволяет применить другой подход к построению
приближений к решению задачи (1) и (2) путем выбора других пар пространств (𝑋, 𝑌 )
для корректной постановки задачи.

Рассмотрим новую пару пространств (𝑋, 𝑌 ) функций, определенных на [−1, 1] , где
𝑌 = 𝑊 𝑝−𝑚

2,𝜌 – пространство функций, имеющих абсолютно непрерывную производную

порядка 𝑝 − 𝑚 − 1 и производную порядка 𝑝 − 𝑚 из пространства 𝐿2,𝜌 , 𝑋 =
∘

𝑊 𝑝
2,𝜌 –

пространство функций, удовлетворяющих краевым условиям (2). Нормы в этих простран-
ствах определим следующим образом:

‖𝑦‖𝑌 = ‖𝑦‖𝐶 + ‖𝑦(𝑝−𝑚)‖2,𝜌, 𝑦 ∈ 𝑌,

‖𝑥‖𝑋 = ‖𝑥(𝑚)‖𝐶 + ‖𝑥(𝑝)‖2,𝜌, 𝑥 ∈ 𝑋.

Всюду далее запись ℎ ∈ 𝑌 × 𝐿2,1/𝜌 означает, что функция ℎ(𝑡, 𝑠) , определенная на
[−1, 1]2 , по переменной 𝑡 принадлежит пространству 𝑌 равномерно относительно 𝑠 , а по 𝑠

2В названной работе эти результаты получены для более общего интегро-дифференциального урав-
нения.
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равномерно относительно переменной 𝑡 принадлежит пространству 𝐿2,1/𝜌 . При этом нор-
му ‖ℎ‖𝑌×𝐿2,1/𝜌

введем по формуле

‖ℎ‖𝑌×𝐿2,1/𝜌
= ‖ ‖ℎ(𝑡, ·)‖2,1/𝜌‖𝑌 .

Имеет место

Лемма 1. Пусть 𝑦 ∈ 𝑌, ℎ ∈ 𝑌 ×𝐿2,1/𝜌 . Тогда задача (1) и (2) на паре (𝑋, 𝑌 ) является
условно корректной.

Отметим, что лемма очевидным образом следует из согласованности норм в простран-
ствах 𝑋 и 𝑌 и неравенства Гёльдера. При этом заметим, что пространство 𝑊 𝑟

2,𝜌 при
𝜌(𝑡) =

√
1− 𝑡2 непрерывно вложено в пространство 𝑊 𝑟

2,𝑞𝑟 , где 𝑞𝑟(𝑡) = (1− 𝑡2)𝑟−1/2 . 3

Продифференцируем уравнение (1) (𝑝 − 𝑚 − 1) раз и рассмотрим функцию
𝑧(𝑡) ≡ 𝑥(𝑝−1)(𝑡) . Тогда для 𝑧(𝑡) получим уравнение

𝐾1𝑧 ≡ 𝑧(𝑡) +

1∫︁
−1

̃︀ℎ(𝑡, 𝑠)𝑧′(𝑠) 𝑑𝑠 = ̃︀𝑦(𝑡), −1 ≤ 𝑡 ≤ 1, (3)

где функции ̃︀ℎ(𝑡, 𝑠) = 𝜕𝑝−𝑚−1

𝜕𝑡𝑝−𝑚−1
ℎ(𝑡, 𝑠), ̃︀𝑦(𝑡) = 𝑦(𝑝−𝑚−1)(𝑡)

являются абсолютно непрерывными на [−1, 1] по переменной 𝑡 .
Введем пространство 𝑍 ≡ 𝑊 1

2,𝜌[−1, 1] ≡ 𝑊 1
2,𝜌 с нормой

‖𝑧‖𝑍 = ‖𝑧‖𝐶 + ‖𝑧′‖2,𝜌, 𝑧 ∈ 𝑍.

Заметим, что эта норма эквивалентна норме

‖𝑧‖ = ‖𝑧‖2,1/𝜌 + ‖𝑧′‖2,𝜌,

поскольку

𝑧(𝑡) =

𝑡∫︁
𝜉

𝑧′(𝜏) 𝑑𝜏 +
1

2

1∫︁
−1

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏,

где точка 𝜉 ∈ (−1, 1) выбрана из условия

𝑧(𝜉) =
1

2

1∫︁
−1

𝑧(𝜏) 𝑑𝜏.

Уравнение (3) в пространстве 𝑍 запишем в операторной форме:

𝐾1𝑧 ≡ 𝑧 + ̃︀𝐻𝑧 = ̃︀𝑦 (𝑧, ̃︀𝑦 ∈ 𝑍), (4)

3Другими словами, в этом частном случае веса 𝜌(𝑡) имеем пару более узких весовых пространств
Соболева.
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где оператор ̃︀𝐻 задан формулой

̃︀𝐻𝑧 ≡ 𝐻̃︀ℎ𝑧 ≡
1∫︁

−1

̃︀ℎ(𝑡, 𝑠)𝑧′(𝑠) 𝑑𝑠.
Пусть 𝑍𝑛 ⊂ 𝑍 – конечномерное подпространство размерности 𝑁 , ̃︀𝑦𝑛 ∈ 𝑍𝑛 , ̃︀𝐻𝑛 –

линейный оператор, действующий в подпространстве 𝑍𝑛 , и 𝑃𝑛 : 𝑍 → 𝑍𝑛 – произвольный
линейный оператор проектирования. Будем искать приближение к решению уравнения (4)
в виде точного решения уравнения

𝐾1,𝑛𝑧𝑛 ≡ 𝑧𝑛 + ̃︀𝐻𝑛𝑧𝑛 = ̃︀𝑦𝑛 (𝑧𝑛, ̃︀𝑦𝑛 ∈ 𝑍𝑛), (5)

задающего некоторый прямой метод решения уравнения (4).
При построении приближений к решению общей задачи (1) и (2) учтем, что задача (1)

и (2) может быть сведена к эквивалентной задаче Коши для уравнения (1) с новыми
известными функциями ℎ(𝑡, 𝑠) и 𝑦(𝑡) (см., например, [5]). Поэтому для определенности
и без ограничения общности далее будем считать, что общие краевые условия являются
начальными:

𝑙𝑖(𝑥) ≡ 𝑥(𝑖)(−1) = 0, 𝑖 = 0,𝑚− 1. (2’)

Предположим, что уравнение (5) имеет единственное решение 𝑧*𝑛 хотя бы при всех 𝑛 ,
начиная с некоторого натурального 𝑛0 . Тогда приближения к решению задачи (1), (2′)
можно построить по формуле

𝑥*
𝑛(𝑡) =

𝑡∫︁
−1

𝑡𝑚∫︁
−1

. . .

𝑡2∫︁
−1

𝑥*
𝑛
(𝑚)(𝑡1) 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑚−1𝑑𝑡𝑚 =

=

𝑡∫︁
−1

𝑡𝑚∫︁
−1

. . .

𝑡2∫︁
−1

[𝑦(𝑡1)− (𝐻ℎ𝑧*𝑛)(𝑡1)] 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑚−1𝑑𝑡𝑚. (6)

Отметим, что 𝑥*
𝑛 является функцией из основного пространства 𝑋 .

Справедлива

Теорема 1. Пусть выполнены предположения:
1) 𝑦 ∈ 𝑊 𝑝−𝑚

2,𝜌 , ℎ ∈ 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 × 𝐿2,1/𝜌 ;

2) задача (1), (2′) имеет единственное решение при любой правой части из 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 ;

3) однородное уравнение, соответствующее уравнению (4), имеет лишь тривиальное
решение;

4) правая часть ̃︀𝑦𝑛 и оператор ̃︀𝐻𝑛 : 𝑍𝑛 → 𝑍𝑛 в уравнении (5) обладают свойствами

‖̃︀𝑦 − ̃︀𝑦𝑛‖𝑍 → 0, 𝑛 → ∞,

‖ ̃︀𝐻𝑧𝑛 − ̃︀𝐻𝑛𝑧𝑛‖𝑍 → 0, 𝑛 → ∞, ∀𝑧𝑛 ∈ 𝑍𝑛.

Тогда при всех натуральных 𝑛 , начиная с некоторого, однозначно определены приближе-
ния 𝑥*

𝑛 ∈ 𝑋 , сходящиеся к точному решению 𝑥* задачи (1), (2′) со скоростью

‖𝑥* − 𝑥*
𝑛‖𝑋 = 𝑂{‖̃︀𝑦 − ̃︀𝑦𝑛‖𝑍 + ‖ ̃︀𝐻 − ̃︀𝐻𝑛‖𝑍𝑛→𝑍𝑛}.
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В наиболее важном частном случае уравнения (5), задающего проекционный метод
решения уравнения (4), а именно, уравнения

𝐾2,𝑛𝑧𝑛 ≡ 𝑧𝑛 + 𝑃𝑛
̃︀𝐻𝑧𝑛 = 𝑃𝑛̃︀𝑦 (𝑧𝑛 ∈ 𝑍𝑛) (5’)

имеет место

Теорема 2. Пусть выполнены предположения 1)–3) теоремы 1 и, кроме того, опе-
раторы 𝑃𝑛 : 𝑍 → 𝑍𝑛 в уравнении (5′) обладают свойством

‖𝑧 − 𝑃𝑛𝑧‖𝑍 → 0, 𝑛 → ∞, ∀𝑧 ∈ 𝑍.

Тогда при всех 𝑛 , начиная с некоторого натурального 𝑛0 , однозначно определены при-
ближения 𝑥*

𝑛 ∈ 𝑋 , сходящиеся к точному решению 𝑥* со скоростью

‖𝑥* − 𝑥*
𝑛‖𝑋 = 𝑂{‖̃︀ℎ− 𝑃 𝑡

𝑛
̃︀ℎ‖𝑍×𝐿2,1/𝜌

+ ‖̃︀𝑦 − 𝑃𝑛̃︀𝑦‖𝑍}.
Сформулированные теоремы, с учетом полной непрерывности в пространстве 𝑍 опе-

ратора ̃︀𝐻 , очевидным образом следуют из теоремы 7 главы 1 монографии [1].
Применим теперь эти теоремы для построения приближений к решению задачи Ко-

ши (1), (2′) , использовав методы коллокации и механических квадратур нахождения
функций 𝑧𝑛(𝑡) .

Пусть 𝜌(𝑡) =
√
1− 𝑡2 – вес Чебышева второго рода, 𝑋, 𝑌 и 𝑍 – соответствующие ве-

совые пространства Соболева. Обозначим через 𝐿𝑛 полиномиальный оператор Лагранжа,
построенный по узлам Чебышева первого рода

𝑡𝑘 = cos{(2𝑘 + 1)𝜋/(2𝑛+ 2)}, 𝑘 = 0, 𝑛. (7)

Зафиксируем также квадратурную формулу Эрмита –Чебышева

1∫︁
−1

𝑧(𝑡)√
1− 𝑡2

𝑑𝑡 ≈ 𝜋

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑧(𝑡𝑘),

сходящуюся на всем пространстве функций, непрерывных на интервале [−1, 1] .
Приближения к решению уравнения (4) построим в виде

𝑧𝑛(𝑡) =
𝑛∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘𝑇𝑘(𝑡), (8)

где 𝑇𝑘(𝑡) = cos (𝑘 arccos 𝑡) – полином Чебышева первого рода степени 𝑘 , а {𝑐𝑘} – неиз-
вестные коэффициенты. Определим их из системы

𝑛∑︁
𝑘=0

𝛼𝑗𝑘𝑐𝑘 = ̃︀𝑦(𝑡𝑗), 𝑗 = 0, 𝑛, (9)

где коэффициенты {𝛼𝑗𝑘} найдем по одной из формул:

𝛼𝑗𝑘 = 𝑇𝑘(𝑡𝑗) + 𝑘

1∫︁
−1

̃︀ℎ(𝑡𝑗, 𝑠)𝑈𝑘−1(𝑠) 𝑑𝑠 (10)
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в случае метода коллокации;

𝛼𝑗𝑘 = 𝑇𝑘(𝑡𝑗) +
𝜋𝑘

𝑛+ 1

𝑛∑︁
𝑖=0

̃︀ℎ(𝑡𝑗, 𝑡𝑖)√︁1− 𝑡2𝑖 𝑈𝑘−1(𝑡𝑖) (11)

в случае метода квадратур. В формулах (10) и (11)

𝑈𝑘−1(𝑠) = sin (𝑘 arccos 𝑠)/
√
1− 𝑠2

есть полином Чебышева второго рода степени 𝑘 − 1 .
Если система (9) имеет единственное решение {𝑐*𝑘} , то по формуле (8) будут однозначно

определены приближения 𝑧*𝑛(𝑡) =
∑︀𝑛

𝑘=0 𝑐
*
𝑘𝑇𝑘(𝑡) . В свою очередь, через эти приближения

по формуле (6) будут построены функции 𝑥*
𝑛(𝑡) , являющиеся приближениями решения

задачи (1), (2′) .
Имеют место следующие результаты.

Теорема 3. Пусть 𝜌(𝑡) =
√
1− 𝑡2 и выполнены предположения 1)–3) теоремы 1.

Тогда система уравнений (9), (10) имеет единственное решение {𝑐*𝑘} при всех нату-
ральных 𝑛 , начиная с некоторого. Приближения 𝑥*

𝑛(𝑡) , построенные по формуле (6),
сходятся по норме пространства 𝑋 к точному решению задачи (1), (2′) со скоростью

‖𝑥* − 𝑥*
𝑛‖𝑋 = 𝑂{𝐸𝑡

𝑛(𝜕
𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

+ 𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌}.

Теорема 4. Пусть 𝜌(𝑡) =
√
1− 𝑡2 и выполнены предположения 1)–3) теоремы 1.

Пусть, кроме того, частная производная порядка 𝑝−𝑚 функции ℎ(𝑡, 𝑠) ≡ ℎ(𝑡, 𝑠) ·
√
1− 𝑠2

непрерывна по переменной 𝑠 равномерно относительно 𝑡 .
Тогда система уравнений (9), (11) имеет единственное решение {𝑐*𝑘} при всех 𝑛 ,

начиная с некоторого натурального. Приближения 𝑥*
𝑛(𝑡) , построенные по формуле (6),

сходятся по норме пространства 𝑋 к точному решению задачи (1), (2′) со скоростью

‖𝑥* − 𝑥*
𝑛‖𝑋 = 𝑂{𝐸𝑡

𝑛(𝜕
𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

+ 𝐸𝑠
𝑛(𝜕

𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐶 + 𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌}.

В теоремах 3 и 4 𝐸𝑛(𝑓)𝐿2,𝜌 есть наилучшее приближение функции 𝑓 ∈ 𝐿2,𝜌 алгебраиче-
скими полиномами степени не выше 𝑛 . Для функций двух переменных 𝑓(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

под 𝐸𝑡
𝑛(𝑓)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

понимаем частное наилучшее приближение по переменной 𝑡 алгебраи-
ческими полиномами степени не выше 𝑛 в метрике соответствующего пространства двух
переменных; аналогично понимаем для 𝑓(𝑡, 𝑠) ∈ 𝐿2,𝜌 × 𝐶 величину 𝐸𝑠

𝑛(𝑓)𝐿2,𝜌×𝐶 .
Теорема 3 следует из теоремы 2, так как оператор 𝑃𝑛 метода коллокации является

полиномиальным оператором Лагранжа по узлам Чебышева первого рода и из работы [6]
вытекает, что

‖𝑧 − 𝑃𝑛𝑧‖𝑍 = 𝑂{𝐸𝑛(𝑧)𝑍} = 𝑂{𝐸𝑛(𝑧
′)𝐿2,𝜌}, ∀𝑧 ∈ 𝑍.

При доказательстве теоремы 4 достаточно воспользоваться свойством наивысшей ал-
гебраической степени точности квадратурной формулы Эрмита –Чебышева и результата-
ми работы [7].

Если требуется построить конечномерные приближения к решению задачи (1), (2′)
из некоторого конечномерного подпространства 𝑋𝑛 ⊂ 𝑋 , то их можно определить по
формуле

𝑥*
𝑛(𝑡) =

𝑡∫︁
−1

𝑡𝑚∫︁
−1

. . .

𝑡2∫︁
−1

𝑄𝑛[𝑦(𝑡1)− (𝐻ℎ𝑧*𝑛)(𝑡1)] 𝑑𝑡1 . . . 𝑑𝑡𝑚−1𝑑𝑡𝑚, (12)
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где 𝑄𝑛 : 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 → 𝑌𝑛 – произвольно зафиксированный линейный оператор проектирования

в конечномерное подпространство 𝑌𝑛 пространства 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 , размерность которого на 𝑚

единиц меньше размерности 𝑋𝑛 . В этом случае справедливы следующие результаты.

Теорема 5. Пусть 𝜌(𝑡) =
√
1− 𝑡2 , 𝑋𝑛 – подпространство алгебраических полиномов

степени не выше 𝑛+𝑚 , удовлетворяющих начальным условиям (2′) , и пусть выполнены
предположения:

1) 𝑦 ∈ 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 ;

2) ℎ ∈ 𝑊 𝑝−𝑚
2,𝜌 × 𝐿2,1/𝜌 ;

3) условие 3) теоремы 1.
Если оператор 𝑄𝑛 есть полиномиальный оператор Лагранжа 𝐿𝑛 , построенный по

узлам (7), то приближения 𝑥*
𝑛(𝑡) , построенные по формуле (12), сходятся по норме

пространства 𝑊𝑚
2,𝜌 к точному решению задачи (1), (2′) . При этом имеет место оценка

‖𝑥* − 𝑥*
𝑛‖𝑊𝑚

2,𝜌
= 𝑂{𝐸𝑛(𝑦

(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌 + 𝐸𝑡
𝑛(𝜕

𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌
}.

Доказательство. Очевидно, имеем соотношения

𝑥*(𝑚)(𝑡) = 𝑦(𝑡)−𝐻ℎ𝑧*′(𝑡),

𝑥*
𝑛
(𝑚)(𝑡) = 𝑄𝑛[𝑦(𝑡)−𝐻ℎ𝑧*𝑛

′(𝑡)].

Поэтому последовательно найдем

‖𝑥*(𝑚) − 𝑥*
𝑛
(𝑚)‖𝐿2,𝜌 ≤ ‖𝑦 −𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 + ‖𝐻ℎ𝑧*′ −𝑄𝑛𝐻ℎ𝑧*𝑛

′‖𝐿2,𝜌 ≤

≤ ‖𝑦 −𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 + ‖ℎ−𝑄𝑡
𝑛ℎ‖𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

· ‖𝑧*′‖𝐿2,𝜌 + ‖𝑄𝑛𝐻ℎ(𝑧*′ − 𝑧*𝑛
′)‖𝐿2,𝜌 ≤

≤ ‖𝑦 −𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 + 𝑐1‖ℎ−𝑄𝑡
𝑛ℎ‖𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

+ 𝑐2‖ℎ‖𝐶×𝐿2,1/𝜌
· ‖𝑧*′ − 𝑧*𝑛

′‖𝐿2,𝜌 =

= 𝑂{‖𝑦 −𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 + ‖ℎ−𝑄𝑡
𝑛ℎ‖𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

+ ‖𝑧*′ − 𝑧*𝑛
′‖𝐿2,𝜌},

где 𝑐1, 𝑐2 – вполне определенные положительные постоянные. Отсюда непосредственно
вытекает порядковая оценка

‖𝑥*(𝑚) − 𝑥*
𝑛
(𝑚)‖𝑊𝑚

2,𝜌
= 𝑂{‖𝑦 − 𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 + ‖ℎ − 𝑄𝑡

𝑛ℎ‖𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌
+ ‖𝑧*′ − 𝑧*𝑛

′‖𝐿2,𝜌}. (13)

В условиях теоремы 5 оператор 𝑄𝑛 есть оператор Лагранжа, построенный по узлам Че-
бышева первого рода. Поэтому из известных результатов теории приближений следует, что

‖𝑦 −𝑄𝑛𝑦‖𝐿2,𝜌 = 𝑂{𝐸𝑛(𝑦)𝐶} = 𝑂{𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚−1))𝐶/𝑛

𝑝−𝑚−1} =

= 𝑂{𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌/𝑛

𝑝−𝑚−1/2} = 𝑜{𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌};

‖ℎ−𝑄𝑡
𝑛ℎ‖𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

= 𝑜{𝐸𝑡
𝑛(𝜕

𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌
}.

С другой стороны,

‖𝑧* − 𝑧*𝑛‖𝑊 1
2,𝜌

= 𝑂{𝐸𝑛(𝑦
(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌 + 𝐸𝑡

𝑛(𝜕
𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

}.

Последние три порядковые оценки вместе с оценкой (13) доказывают справедливость
утверждения теоремы 5.
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Теорема 6. Пусть выполнены предположения теоремы 5. Пусть, кроме того, част-
ная производная порядка 𝑝 − 𝑚 − 1 по переменной 𝑡 функции ℎ(𝑡, 𝑠) ≡ ℎ(𝑡, 𝑠) ·

√
1− 𝑠2

непрерывна по переменной 𝑠 равномерно относительно 𝑡 .
Тогда система уравнений (9), (11) имеет единственное решение {𝑐*𝑘} при всех 𝑛 ,

начиная с некоторого натурального. Приближения 𝑥*
𝑛(𝑡) , построенные по формуле (12),

сходятся по норме пространства 𝑊𝑚
2,𝜌 к точному решению задачи (1), (2′) со скоростью

‖𝑥*−𝑥*
𝑛‖𝑊𝑚

2,𝜌
= 𝑂{𝐸𝑛(𝑦

(𝑝−𝑚))𝐿2,𝜌+𝐸𝑡
𝑛(𝜕

𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌
+𝐸𝑠

𝑛(𝜕
𝑝−𝑚ℎ/𝜕𝑡𝑝−𝑚)𝐿2,𝜌×𝐿2,1/𝜌

.

Утверждение теоремы 6 следует из известного факта о том, что метод квадратур пред-
ставляет собой возмущение метода коллокации вполне непрерывным слагаемым.

Замечание 1. Полученные результаты по методам коллокации и механических квад-
ратур сохранятся в случае узлов, являющихся экстремальными точками полинома Че-
бышева первого рода. Этот результат вытекает из работы [10] по исследованию аппрок-
симативных свойств полиномиального оператора Лагранжа, построенного по указанным
узлам в первом весовом пространстве Соболева.

Замечание 2. В случае 𝑚 = 0, 𝑝 = 1 , т. е. для уравнения (3), в работе [6] доказана
оптимальность по порядку точности в первом весовом пространстве Соболева методов
Галеркина, моментов и наименьших квадратов.

Замечание 3. В работах [8, 9] для уравнения (3) дано обоснование методов коллока-
ции, подобластей и механических квадратур, построенных по узлам Чебышева первого
рода.

Замечание 4. В работе [1] при достаточно жестких предположениях относительно
коэффициентов уравнения по внешней переменной (переменной 𝑡) в пространстве функ-
ций, имеющих 𝑝 непрерывных производных, обоснован метод механических квадратур
решения краевых задач для более общих уравнений вида (2) при 𝑚 = 0 . В ней в про-
странстве 𝑝 раз непрерывно дифференцируемых функций дано обоснование метода меха-
нических квадратур, основанного на квадратурной формуле Эрмита –Чебышева. Однако
сходимость метода доказана при жестком условии принадлежности коэффициентов урав-
нения классу 2𝑝 раз непрерывно дифференцируемых функций.

Таким образом, предложенный нами способ построения приближений к решению зада-
чи (1) и (2) позволил получить сходимость построенных приближений при естественных
требованиях принадлежности коэффициентов уравнения (1) классу 𝑊 𝑝−𝑚

2,𝜌 по внешней пе-
ременной. В случае полиномиальных приближений сходимость удалось показать по норме
пространства Соболева 𝑊𝑚

2,𝜌 .
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