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Аннотация

Рассмотрен способ отыскания коэффициента в граничных условиях третьего рода в
задаче пьезопроводности в нефтяном пласте на его внешнем контуре. Такой контур, как
правило, задают из соображений экономии вычислительных ресурсов, и он не обладает
особыми гидродинамическими свойствами.

Идентификация коэффициента в граничных условиях выполнена с помощью инте-
гральной балансовой модели взаимодействия залежи с внешней областью пласта. Для это-
го решена оптимизационная задача приближения среднего пластового давления к значе-
ниям, полученным по замерам давления в скважинах. Применимость этого алгоритма
оценена при различных геометрии внешнего контура, расположении скважин и режимах
их работы в предположении об однородности пласта. Проведена оценка устойчивости
алгоритма решения обратной задачи к погрешности замеров давления.

Изложенный подход представляет собой быстрый и относительно простой в реализа-
ции алгоритм решения стоящей проблемы – определения граничных условий в фильтра-
ционной модели пласта, обеспечивающий хорошее приближение его гидродинамическо-
го взаимодействия с законтурной областью. На практике названная проблема вызывает
существенные затруднения при адаптации модели из-за значительной неопределенности
исходных данных на удалении от области залежи, разбуренной скважинами.

Ключевые слова: нефтяной пласт, фильтрационная модель, уравнение пьезопровод-
ности, граничное условие, интегральная балансовая модель, замер пластового давления,
адаптация, оптимизация, устойчивость

Введение

При построении фильтрационных моделей нефтяного пласта боковую грани-
цу расчетной области, как правило, максимально приближают к внешнему кон-
туру нефтеносности для сокращения вычислительных затрат при моделировании.
Определение размера законтурной области при моделировании фильтрационного
процесса является предметом отдельного исследования, так как обычно неизвестен
радиус зоны пониженного давления, который может уточняться при воспроизве-
дении динамики пластового давления [1]. Приближение границы к скважинам,
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являющимся источниками возмущений в пласте, повышает сложность задания
граничных условий в гидродинамической модели. В совокупности с низкой сте-
пенью изученности геологии контурной зоны из-за малого числа пробуренных в
ней скважин максимальной степенью неопределенности при моделировании со-
стояния нефтяных пластов обладает именно оценка водопритока через границы
залежи [2–5].

При построении гидродинамической модели нефтяного резервуара наибо-
лее трудоемким этапом является ее адаптация [6–11], состоящая в уточнении
фильтрационно-емкостных свойств пласта, начальных и граничных условий для
давления и насыщенности, продуктивности скважин. В условиях неопределенно-
сти перечисленных параметров процесс уточнения каждого из них предполагает
выполнение многовариантных расчетов с целью минимизации их отклонения от
реальных показателей. Очевидно, реализация такого подхода в полной постановке
для всех искомых параметров в общем случае оказывается невозможной в силу
чрезмерно больших затрат машинного времени. Поэтому большое число проводи-
мых сегодня исследований направлено на разработку специальных упрощенных
быстродействующих методик уточнения отдельных параметров гидродинамиче-
ской модели пласта.

Одним из наиболее экономичных в отношении вычислительных ресурсов и в
то же время корректно оценивающих физические параметры системы являет-
ся метод материального баланса. Методы, основанные на модели материального
баланса, развивались в условиях ограниченных вычислительных ресурсов и поз-
волили получить относительно простой, но в то же время полезный аппарат для
оценок начальных запасов, выявления вклада различных движущих механизмов в
пласте и количественной оценки взаимодействия разрабатываемой залежи с окру-
жающими водоносными горизонтами (так называемыми «аквиферами», от англ.
«aquifer») [2, 3, 12].

Методы материального баланса не потеряли своей значимости с дальнейшим
ростом вычислительных ресурсов и развитием методов численного моделирования
и стали применяться как дополнение к ним в качестве инструмента первичного
анализа гидродинамического поведения залежи, а также получения информации
о характеристиках пласта, которую невозможно получить путем численного моде-
лирования [13–17].

Основным назначением методов материального баланса является уточнение ве-
личины начальных запасов углеводородов и характера движущих сил в пласте,
в том числе при взаимодействии с примыкающими водоносными горизонтами или
другими залежами. При этом основное внимание должно быть сосредоточено на
корректном учете параметров водопритока, поскольку допущенные при этом ошиб-
ки могут значительно исказить основные показатели разработки, прогнозируемые
моделью [16, 18–21]. Как правило, реализация метода материального баланса сво-
дится к применению метода наименьших квадратов при анализе линейной регрес-
сии между средним пластовым давлением и давлением, накопленным извлечением
флюида из залежи. Подбираемые коэффициенты определяют начальные запасы
углеводородов и интенсивность водопритока, для которой должна быть заранее
задана некоторая приближенная функция, определяющая гидродинамическое по-
ведение водоносного горизонта.

В качестве основных вариантов поведения аквифера используют модели Ван
Эвердингена и Херста [22], Фетковича [23], а также Картера – Трейси [24]. Наи-
большее распространение получили формулы постоянного, переменного водонос-
ного горизонта и формулы Фетковича или Картера – Трейси [1]. Все названные
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модели аквифера требуют обработки исторических данных по разработке пласта
для оснащения их параметрами. Наиболее достоверной считается модель Ван Эвер-
дингена и Херста, поскольку она опирается на аналитическое решение уравнения
пьезопроводности в радиальном водоносном слое, однако требует дополнительных
вычислительных затрат для численного интегрирования полученных выражений
или использования аппроксимирующих их функций. Рассмотрены случаи неогра-
ниченного аквифера и ограниченного с условием изоляции или постоянного давле-
ния на внешней границе. Модель Фетковича основана на концепции коэффициента
продуктивности – на предположении о пропорциональности между притоком с ак-
вифера и разностью между средним давлением в нем и давлением на границе зале-
жи. При этом среднее давление в аквифере не является постоянным. Поэтому мо-
дель состоит из двух уравнений: 1) для скорости притока, аналогичного условиям
третьего рода; 2) линейной связи падения давления в аквифере с накопленным от-
током из него жидкости, что эквивалентно изолированному водоносному горизонту
фиксированного объема в линейно-упругом режиме. Определению подлежат коэф-
фициент продуктивности и емкость аквифера. Данной моделью можно приблизить
неограниченный аквифер [25], что будет эквивалентно заданию граничных условий
третьего рода с постоянными коэффициентами. Модель Картера –Трейси вводит
в модель Ван Эвердингена и Херста дополнительное предположение о кусочно-
постоянном значении притока воды через границу на каждом временном проме-
жутке. Поведение со временем среднего давления в аквифере может быть описано
с помощью той или иной аппроксимирующей функции [5,26]. При этом параметры
моделей аквифера заранее неизвестны и подбираются в ходе решения задач оп-
тимизации из условий приближения модельных показателей разработки залежи к
фактическим.

В настоящей работе изложена методика, позволяющая практически мгновен-
но идентифицировать коэффициент, определяющий запись граничных условий
третьего рода в задаче расчета пластового давления, использовав лишь замеры
давления в скважинах и интегральные фильтрационно-емкостные свойства всей
залежи [27]. Для этого использована балансовая модель, которая позволяет перей-
ти при моделировании нестационарной фильтрации от трехмерной постановки к
задаче нулевой размерности. Алгоритм сводится к решению обратной задачи отыс-
кания коэффициента в граничном условии, обеспечивающем наилучшее воспроиз-
ведение динамики среднего пластового давления, оцененной по замерам давления
в скважинах. Эквивалентность балансовой модели нулевой размерности простран-
ственной модели достигается интегрированием в задаче для давления в исходной
постановке с граничными условиями, содержащими искомые коэффициенты. В ка-
честве постоянной величины давления в записи граничного условия использовано
начальное давление в невозмущенном пласте. Переход от среднего давления в за-
лежи к среднему давлению на ее границе выполнен с помощью аналитических
оценок, учитывающих расстановку скважин. Вместо задания наименее изученных
свойств аквифера и функции поведения его среднего давления изложенный метод
опирается лишь на допущение о возможности описания гидродинамической связи
залежи с водоносным горизонтом с помощью условия третьего рода с постоянными
коэффициентами.

Работоспособность метода проверена при различных вариантах расположения
скважин относительно границы залежи, ее формы и произвольной истории режи-
мов работы скважин в предположении об однородности пласта. Все результаты
получены в условиях, когда величина пластового давления выше и не достигает
давления насыщения (разгазирования).
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1. Постановка задачи

Рассмотрим область V нефтяного пласта, в которой выполним гидродинами-
ческое моделирование процесса его разработки. Область V ограничена сверху и
снизу кровлей и подошвой пласта, а сбоку – вертикальной цилиндрической по-
верхностью Γ . Направляющая поверхности Γ задается экспертным способом так,
чтобы она, с одной стороны, была удалена от скважин как источников возмуще-
ний в пласте, полностью охватывая область извлекаемых запасов и все пробурен-
ные скважины, а с другой стороны, минимизировала область V для сокращения
вычислительных затрат при численном моделировании. Распределение порового
давления p (t,x) (Па) в области V описано уравнением пьезопроводности [28]

β
∂p

∂t
+ divu = 0, t > 0, x ∈ V. (1)

Здесь t – время (с); x – вектор пространственных координат (м); β = mβf + βr –
упругоемкость (1/Па); m – пористость породы коллектора (д.ед.); βf и βr – коэф-
фициенты объемного сжатия жидкости и упругости пласта (1/Па). Поверхности
пробуренных скважин при записи уравнения (1) считаются внутренними грани-
цами области V . При необходимости учета используемой в практике гидродина-
мического моделирования нефтяных пластов так называемой «песчанистости» η
(д. ед.), равной отношению объема породы коллектора, содержащего гидродинами-
чески связанный объем флюида, к общему объему пласта, в уравнении (1) вместо
параметра β используем величину ηβ .

Скорость фильтрации u (м/с) флюида, насыщающего пласт, подчиняется за-
кону Дарси

u = −σ∇p, σ = k φ/µ, (2)

где k – абсолютная проницаемость пласта (м2 ), который в рамках настоящего ис-
следования считается однородным; µ – динамическая вязкость пластового флюида
(Па·с); φ – коэффициент подвижности пластового флюида.

В начальный момент времени давление во всем пласте равно невозмущенному
давлению p0 , которое будем считать постоянной величиной, пренебрегая гидро-
статической разницей давления на фоне его изменения при эксплуатации место-
рождения

t = 0, x ∈ V : p = p0. (3)

Верхнюю и нижнюю границы залежи считаем непроницаемыми. На боковой
границе Γ разрабатываемого пласта (залежи нефти) поставим граничное усло-
вие третьего рода для проекции скорости фильтрации un на внешнюю нормаль с
использованием давления в невозмущенном пласте:

x ∈ Γ : un = −σ
∂p

∂n
= α

σ

L
(p− p0) , (4)

где L – некоторый характерный размер для области V (м); безразмерный пара-
метр α отражает энергетическое взаимодействие (интенсивность потока) между
разрабатываемой залежью V и ее законтурной областью Va – внешним (водо-
носным) резервуаром (aquifer, «аквифер»), расположенным за внешним контуром
нефтеносности [29].

При решении задачи фильтрации в расширенной области пласта Ve = V
⋃

Va ,
содержащей законтурную область Va (рис. 1), вместо граничного условия (4) ис-
пользуем условие первого рода с невозмущенным давлением p0 на внешней грани-
це Γe области Ve :

x ∈ Γe : p = p0. (5)
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Заметим, что параметры σ, α зависят от величины суммарной подвижности φ
флюида, которая определяется локальным фазовым насыщением коллектора. Од-
нако в данной работе эту величину считаем неизменной. Таким образом, область
применения излагаемого метода ограничивается начальным периодом разработки
залежи, когда поле насыщенности не успевает значительно измениться, либо слу-
чаем, когда вязкости фаз имеют небольшие отличия, а их фазовые проницаемости
близки к линейным.

V

Va

�e

�

Ve

Vw

Рис. 1. Схема области залежи, разрабатываемой скважинами, и внешней законтурной
области

Поскольку контур границы Γ задается условно, параметр α граничного усло-
вия (4) на этапе построения модели неизвестен. В общем случае для его опре-
деления необходимо решить обратную по отношению к (1)–(4) задачу миними-
зации отклонения модельных значений пластового давления от значений, изме-
ряемых на скважинах в процессе разработки. Такая задача предполагает много-
кратное решение прямой задачи (1)–(4) с подбором α . При этом любое уточнение
фильтрационно-емкостных свойств пласта, которое неизбежно происходит на эта-
пе адаптации модели, вообще говоря, требует перестроения решения этой обратной
задачи. Поскольку размерность расчетной сетки фильтрационной модели в обла-
сти V может достигать 106, ..., 109 узлов, то такой алгоритм не всегда является
приемлемым из-за значительных вычислительных затрат.

Целью настоящей работы является получение быстрого, физически обоснован-
ного способа отыскания единого для всей границы коэффициента α , обеспечиваю-
щего хорошее приближение задачи (1)–(3), (5) в расширенной до невозмущенной
границы области Ve задачей (1)–(4) в области V , граница которой приближена к
области нефтеносности. Полученное значение коэффициента α может использо-
ваться как в качестве окончательного коэффициента в граничных условиях при
дальнейшем численном гидродинамическом моделировании процесса разработки
залежи, так и в качестве его первичной оценки для последующего локального
уточнения.

Для получения быстрого алгоритма решения поставленной задачи использован
метод материального баланса, предполагающий переход от исходной трехмерной
задачи к задаче нулевой размерности. Все алгоритмы сформулированы в рамках
предположений о наличии удаленного от залежи контура («контура питания») с
невозмущенным давлением p0 и об однородности пласта.

Перейдем к безразмерным переменным

x̄ = x
1

L
, t̄ = t

σ0

β L2
, p̄ =

p− p0
∆p

, ū = u
L

σ0 ∆p
, (6)

где ∆p – характерное понижение пластового давления в процессе разработки;
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σ0 – характерная проводимость пласта, которая в предположении его однород-
ности всюду постоянна.

Опустив в дальнейшем для простоты верхнюю черту над безразмерными пере-
менными, перепишем уравнения (1)–(5)

∂p

∂t
+ divu = 0, t > 0, x ∈ V, (1′)

u = −∇p, (2′)

t = 0, x ∈ V : p = 0, (3′)

x ∈ Γ : un = − ∂p

∂n
= αp, (4′)

x ∈ Γe : p = 0. (5′)

2. Балансовая модель, вспомогательные соотношения
и метод решения

2.1. Уравнение материального баланса. Переход к балансовой модели,
осредненной по всему объему залежи, осуществим интегрированием уравнения (1′)
по области V :

|V | dP
dt

+

∫
Γ

undγ = q (t) , (7)

P (t) =
1

|V |

∫
V

p (t,x) dV . (8)

Здесь |V | – объем области V ; P (t) – среднее давление во всей залежи V в момент
времени t ; q (t) – суммарный мгновенный расход всех скважин в момент времени t .

Положив коэффициент α в условии (4′) постоянным вдоль всей границы, пе-
репишем второе слагаемое в левой части (7):

QΓ (t) =

∫
Γ

undγ = α

∫
Γ

p dγ = α |Γ| pΓ (t) ,

pΓ (t) ≡
1

|Γ|

∫
Γ

p (t,x) dγ.

Здесь |Γ| – площадь боковой границы Γ залежи; pΓ – среднее контурное давление,
точнее, с учетом нормировки (6), отклонение среднего вдоль границы давления от
начального пластового. Тогда уравнение (7) примет вид

|V | dP
dt

+ α |Γ| pΓ (t) = q (t) . (9)

Предположим, что отклонения от начального значения p0 среднего давления
в объеме залежи P (t) и среднего давления на ее границе pΓ (t) пропорциональны
друг другу с коэффициентом θ , определяемым лишь структурой залежи и схемой
расстановки скважин:

pΓ (t) = θ P (t) . (10)
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Тогда уравнение (9) можно переписать в форме, допускающей его разрешимость
относительно среднего давления в залежи P (t) с начальным условием соглас-
но (3′):

t > 0 : |V |dP
dt

+A|Γ|P (t) = q(t), P (0) = 0, A = αθ. (11)

Следуя традиционному алгоритму метода материального баланса, нужно
проинтегрировать уравнение (11) по времени от начального до произвольного мо-
мента t :

Q(t)

P (t)
= |V |+ A|Γ|

P (t)
S(t), Q(t) =

∫ t

0

q(τ) dτ, S(t) =

∫ t

0

P (τ)dτ.

Здесь Q (t) – накопленная за время t разница отбора и закачки жидкости в пласт
через скважины; P – среднее давление в залежи, соответствующее с учетом нор-
мировки (6) величине расширения пластового флюида. Далее, совмещая фактиче-
скую и модельную прямые, можно подобрать две константы линейной зависимости
Q (S) , определяющие начальный объем запасов нефти в залежи и константу потока
с законтурной области [30]. Однако для этого необходимо заранее задать некоторое
аналитическое или табулированное приближение функции P (t) для вычисления
интеграла S (t) , опираясь на частные представления о поведении законтурной об-
ласти (аквифера). В алгоритме, излагаемом в настоящей работе, подобные прибли-
жения функции P (t) заранее не вводятся. Вместо этого выполняется приближен-
ный пересчет множества фактических замеров пластового давления в скважинах
в среднее давление во всей залежи, опираясь на упрощенную схематизацию ее
разработки скважинами.

2.2. Связь среднего давления в залежи и на ее внешней границе.
Сначала найдем способ вычисления коэффициента θ , устанавливающего соотноше-
ние (10). Общий вид связи коэффициента θ с параметрами моделируемой системы
пласта и скважин получим в характерном частном случае, допускающем аналити-
ческую запись решения.

Рассмотрим стационарную задачу радиальной фильтрации в области Ve , яв-
ляющейся круговым цилиндром радиуса R . Внутри Ve расположена подоб-
ласть Vw , коаксиального с Ve кругового цилиндра радиуса rw ≤ R . Радиус rw яв-
ляется эффективным радиусом кругового цилиндра, содержащего все пробуренные
скважины (рис. 2). Область Vw будем называть «областью скважин». Область V
гидродинамического моделирования залежи будем считать круговым цилиндром
радиуса RΓ , соосным к Ve и Vw . Граница области V , как правило, устанавли-
вается на некотором расстоянии снаружи от области Vw для возможности задания
более стабильных граничных условий за счет снижения возмущений от ближай-
ших к границе действующих скважин и в то же время не достигающей внешней
невозмущенной границы области Ve для сокращения вычислительных затрат.

В нормировке (6) в качестве характерного линейного масштаба L будем ис-
пользовать радиус области V . Тогда RΓ = 1 , rw ≤ 1 , R > 1 .

На границе пласта выполняется условие (5′)
r = R : p = 0.

На границе области скважин зададим условие первого рода
r = rw : p = pw,

где pw – давление, среднее в Vw . Решение такой задачи известно [28]:

p (r) = pw
ln (r/R )

ln (rw/R )
, rw ≤ r ≤ R. (12)
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Рис. 2. а) Модельная схема расположения границ области скважин и залежи, б) отноше-
ние θ контурного давления к пластовому при R = 2 (1) , R = e (2) , R = 5 (3)

Продолжим функцию (12) на отрезке [0; rw] средним значением pw :

p(r) =

pw, 0 ≤ r ≤ rw,

pw
ln (r/R)

ln (rw/R)
, rw ≤ r ≤ R.

(13)

Найдем из (13) выражения для P и pΓ :

P =
pw

(
1− r2w + 2lnR

)
2ln (R/rw )

, pΓ = pw
lnR

ln (R/rw )
. (14)

Тогда множитель θ в (10) равен

θ (R, rw) =
pΓ
P

=
2lnR

1− r2w + 2lnR
. (15)

Зависимость θ (R, rw) при фиксированных значениях R показана на рис. 2, б).
При равномерной сетке скважин радиус rw области скважин Vw можно оценить

из условия π r2w ≈ Nw π r2min , откуда

rw ≈ rmin

√
Nw, (16)

где Nw – количество скважин, rmin – половина среднего расстояния между бли-
жайшими скважинами.

2.3. Выражение среднего пластового давления через замеры в сква-
жинах. Уравнение балансовой модели (11) решим относительно среднего давле-
ния P в залежи V . Для решения обратной к (11) задачи при определении коэффи-
циента A необходимо сравнивать расчетные значения P с «фактическими». По-
скольку непосредственно измерить среднее давление во всем пласте невозможно,
то необходимо связать эту величину с показателями, допускающими наблюдение.
С этой целью будем использовать замеры пластового давления в скважинах γ .
Напомним, что под «пластовым давлением» в скважине понимается та величи-
на давления, которая установилась бы в точке замера при условии длительно-
го бездействия данной скважины, и поэтому измеряется после ее остановки [31].
В рамках настоящей работы будем считать, что на каждой скважине γ имеются
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замеры пластового давления pγ (ti) на каждый интересующий нас момент време-
ни ti (i = 1, ..., NT ) , что может быть достигнуто, например, аппроксимацией по
замерам, ближайшим по времени.

Соотнесем с каждой скважиной γ некоторую близкую к ней область пласта Vγ

так, что
Nw⋃
γ=1

Vγ = Vw . Полагая, что в области Vγ пластовое давление близко к

замеру pγ , аналогично выражению (8) получим приближенное выражение среднего
давления pw в области скважин Vw через замеры давления в скважинах в каждый
момент времени ti :

pw (ti) ≈
1

|Vw|

Nw∑
γ=1

pγ (ti) |Vγ |.

Положим, что как и при записи (16), сетку скважин можно считать равномер-
ной, |Vγ | ≈ |Vw|/Nw , и тогда

pw (ti) ≈
1

Nw

Nw∑
γ=1

pγ (ti). (17)

Связь искомой величины P с величиной pw получим с помощью (14) и (15):

P =
λ

θ
pw, λ (R, rw) =

lnR

ln (R/rw )
. (18)

Подставив (17) в (18), найдем необходимое выражение среднего давления в залежи
через замеры пластового давления в скважинах:

P (ti) ≈ Pi =
λ

θ

1

Nw

Nw∑
γ=1

pγ (ti). (19)

Далее величины Pi будем называть «замерами» среднего пластового давления.

2.4. Алгоритм идентификации коэффициента граничных условий.
Параметр A найдем из решения задачи минимизации уклонения расчетных вели-
чин от замеров среднего пластового давления в квадратичной метрике:

E
(
Ã
)
= inf

A
E2 (A) , E2 (A) =

1

NT

NT∑
i=1

(P (ti; A)− Pi)
2
, (20)

где P (ti; A) – решение задачи (11) при некотором значении A в момент времени ti .
Поскольку замеры пластового давления на скважинах не являются точными,

а выражения, связывающие средние давления в разных областях пласта и заме-
ры давления, являются приближенными, решение задачи (20) представляет собой
метод подбора приближенного квазирешения Ã [32]. С его помощью вычислим
приближенное значение коэффициента в граничном условии (4′)

α̃ = Ã/θ. (21)

Согласно практике гидродинамического моделирования нефтяных пластов пред-
положим, что до решения задачи (20) уже известны все геометрические и
фильтрационно-емкостные свойства пласта в области V , расположение и режи-
мы работы скважин, а также замеры в них пластового давления.
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Итоговый алгоритм определения коэффициента граничных условий (4′) выгля-
дит следующим образом:

1. По известным данным о характеристиках пласта и его разработки определим
нормировочные величины (6) L = RΓ, β, ∆p, σ0 и коэффициенты уравнения
балансовой модели (11) |V | , |Γ| , q(t) .

2. По расстановке скважин с помощью (16) найдем радиус rw .

3. Экспертным образом зададим радиус R контура питания и вычислим θ, λ
по (15), (18).

4. Замеры давления в скважинах пересчитаем в Pi согласно (19) с подстанов-
кой λ/θ .

5. Найдем коэффициент A из решения обратной задачи (20).

6. Коэффициент граничных условий α̃ вычислим по формуле (21) с подстанов-
кой θ .

Для решения одномерной задачи минимизации (20) достаточно применения ме-
тода золотого сечения – невязка 10−6 достигается всего за 10, ..., 30 итераций.
На каждом итерационном шаге данного оптимизационного алгоритма задача Ко-
ши (11) решалась численно методом конечных разностей по явной схеме.

2.5. Замечания о радиусе внешнего контура питания. Отметим, что на
практике расстояние R от центра области Vw , разбуренной скважинами, до конту-
ра невозмущенного давления неизвестно. Однако, принимая во внимание логариф-
мическое поведение давления вблизи скважин, нормированное расстояние R ≈ 3 ,
т. е. трехкратный размер залежи, можно считать бесконечно удаленным от разбу-
ренной области, где давление будет близко к невозмущенному значению. Поэтому
в дальнейшем будем дополнительно оценивать достоверность следующего прибли-
жения данной величины, позволяющего значительно упростить все используемые
выражения

R ≈ Re = e. (22)

В частности, выражения (15) и (18) для величин θ и λ примут вид

θe (rw) = θ (Re, rw) =
2

3− r2w
, (23)

λe (rw) = λ (Re, rw) =
1

1− ln rw
. (24)

Оценим величины искажения коэффициента α в граничных условиях и полу-
ченного с его помощью пластового давления при упрощенном способе (22) задания
радиуса R . Величины, найденные при истинном значении R , будем называть «ис-
ходными», а вычисленные при приближенном значении Re – «приближенными»,
обозначая их нижним индексом «e».

Согласно (19) с подстановкой (15), (18), (23) и (24) степень искажения замеров
среднего пластового давления есть

Pie

Pi
=

λe/θe
λ/θ

=

(
3− r2w

)
ln (R/rw )

(1− r2w + 2 lnR) (1− ln rw)
≡ Π. (25)
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Запишем входящие в (25) отношения исходных и приближенных коэффициен-
тов θ, λ :

Θ ≡ θe
θ

=
1− r2w + 2 lnR

(3− r2w) lnR
, Λ ≡ λe

λ
=

ln (R/rw )

lnR (1− ln rw)
, Π =

Λ

Θ
. (26)

Найденный из решения задачи (20) коэффициент Ae будет соответствовать
задаче (11) относительно давления, искаженного в Π раз, с тем же начальным
условием:

t > 0 : |V | d (ΠP )

dt
+Ae |Γ|ΠP (t) = q (t) , P (0) = 0. (27)

Из отношения уравнений задач (27) и (11) получим

Ae

A
Π =

q (t)− |V |ΠṖ (t)

q (t)− |V | Ṗ (t)
, Ṗ (t) ≡ dP (t)

dt
.

На временах, превышающих характерное время установления давления после
изменения дебита скважин, производная давления по времени мала. Поэтому для
месторождений, работающих преимущественно в квазистационарном режиме или
в условиях медленно изменяющегося суммарного дебита скважин, получим оценку

Ae ≈ A/Π. (28)

Подставив (28) и (26) в (21), получим связь значений αe и α :

αe ≈ α
Aeθ

θeA
= α

1

ΠΘ
= α

1

Λ
.

Теперь из анализа уравнения (9) следует оценка искажения расчетного среднего
давления на границе, следовательно, и в пласте за счет приближения (22):

Pe/P ≈ Λ.

На рис. 3 показаны зависимости отношений Π,Θ,Λ от величины R при различ-
ных отношениях радиуса rw области скважин Vw к радиусу моделируемой зале-
жи V . Область близости отношения Λ к единице свидетельствует о допустимости
приближения (22) с точки зрения малой погрешности в расчете пластового давле-
ния. Согласно рис. 3, в) приближение (22) не приводит к погрешности более 5 %
в довольно широком интервале значений истинного радиуса контура питания R ,
причем этот интервал значительно расширяется с приближением границы области
скважин Vw к границе моделируемой области V , когда rw → 1 . Ниже эти оценки
подтверждены на основе вычислительного эксперимента.
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Рис. 3. Зависимость отношений Π , Θ , Λ от истинного радиуса контура питания при фик-
сированных значениях радиусах области скважин: 1) rw = 0.75 , 2) rw = 0.9 , 3) rw = 0.95
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3. Результаты и обсуждение

3.1. Алгоритм апробации. Первичная оценка достоверности разработанно-
го алгоритма подбора коэффициента в граничных условиях, изложенного в п. 2.4,
выполнялась с использованием так называемых «синтетических» (искусственно
созданных) моделей пласта по следующему алгоритму:

1. Строим численное решение задачи (1′)–(3′), (5′) в расширенной до внешней
невозмущенной границы области Ve в период времени t ∈ (0, T ) , по резуль-
татам которого вычислим:

а) значения пластового давления pγ (ti) в области каждой скважины γ ,
называемые в дальнейшем «замерами» в моменты ti ,

б) «истинные» величины среднего давления pw (ti) в области скважин Vw

в моменты ti .

2. По интегральным фильтрационно-емкостным и геометрическим параметрам
пласта в области V и «замерам» пластового давления pγ (ti) согласно алго-
ритму, описанному в разделе 2.5, найдем коэффициент α̃ .

3. Построим численное решение задачи (1′)–(4′) в ограниченной области V с
коэффициентом α̃ в граничных условиях (4′), по результатам вычислим:

а) приближенные значения среднего давления p̃w (ti) в области скважин
Vw ,

б) погрешность модели (1′)–(4′) в области Vw по величине отклонения ε2p :

ε2p =
1

T

T∫
0

(p̃w − pw)
2dt ≈ 1

NT

NT∑
i=1

(p̃w (ti)− pw (ti))
2
. (29)

Таким образом, допустимость приближения перетока через границу залежи
граничным условием третьего рода (4′) с постоянными коэффициентами будет
оценена по точности воспроизведения динамики среднего пластового давления в
области скважин, которое, как правило, и представляет основной интерес для про-
гноза энергетического состояния пласта и проектирования системы поддержания
пластового давления.

Представленная оценка является первичной в той степени, в которой была
выполнена идеализация модели пласта: а) пласт однородный и постоянной тол-
щины; б) скважины вертикальные, совершенные по степени и характеру вскрытия
пласта; в) удаленный контур питания Γe с фиксированным невозмущенным давле-
нием – круговой радиуса R . При этом варьировались: а) форма контура Γ ограни-
ченной гидродинамической модели пласта, б) расстановка скважин в этой области,
в) режимы работы скважин (рис. 4). Кроме того, была исследована чувствитель-
ность алгоритма к погрешности замеров давления на скважинах. Таким образом,
упрощение модели пласта касалось в основном второстепенных факторов, влия-
ние которых и способы его сокращения на представленный алгоритм рассмотрены
ниже.

3.2. Размер ограниченной модели и шаг сетки скважин. Влияние ра-
диуса RΓ ограниченной области V модели пласта на погрешность предложенного
алгоритма оценивалось при двух фиксированных расстановках скважин со сред-
ним шагом d = rw/6 (109 скважин) и d = 5rw/12 (21 скважина). Во всех расчетах
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были зафиксированы размерные величины радиусов rw и R = 5 rw . Поэтому уве-
личение размерного радиуса RΓ от rw до R соответствует уменьшению нормиро-
ванного радиуса R̄ = R/RΓ ; от 5 до 1 соответственно.
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Рис. 4. Зависимость от времени t (годы) показателей разработки при переменных режи-
мах работы скважин: 1 – среднее давление в залежи (атм); 2 – суммарный дебит скважин
(тыс. м3 /сут)

На рис. 5, а) показано сравнение погрешности вычисления среднего давления
в обозначенных условиях при использовании исходного θ (15) и приближенно-
го θe (23) коэффициентов. Применение приближения θe вместо коэффициента θ
приводит к приросту погрешности вычислений до 6 % при удалении радиуса огра-
ниченной модели от величины R/e в сторону R . При R/RΓ = e погрешности
в обоих случаях, очевидно, совпадают. При уменьшении радиуса модели от R/e
к rw применение приближения θe снижает погрешность вычислений в среднем
на 3% по сравнению с использованием исходного коэффициента θ . Это демон-
стрирует возможность использования приближения θe , которое в отличие от θ
снимает затруднения, связанные с заданием неизвестного на практике расстоя-
ния R до удаленного контура питания. При этом разумный выбор удаленности
контура ограниченной модели от области скважин позволяет снизить суммарную
погрешность вычислений до уровня всего 6–7%. Поэтому во всех последующих
оценках будет использоваться приближение θe , как имеющее наибольший интерес
для практической реализации.
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Рис. 5. Погрешность расчета среднего давления при исходном θ (1) и упрощенном θe (2)
коэффициентах в зависимости от а) радиуса ограниченной модели: тонкая линия – d =
5rw/12 ; утолщенная линия – d = rw/6 ; б) среднего расстояния между скважинами
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Как и следовало ожидать (рис. 5, а), б)), увеличение среднего расстояния между
скважинами, имеющими в общем случае разные забойные давления, приводит к
росту погрешности вычислений. Однако даже более чем двукратное увеличение
среднего шага сетки скважин увеличивает эту погрешность в среднем лишь на
2–3 %. Во всех дальнейших оценках был использован вариант шага сетки скважин
d = rw/6 , как более характерный в реальных условиях.

3.3. Форма контура ограниченной модели. Отдельный интерес пред-
ставляет применимость изложенного алгоритма, основанного на предположении
о круговой концентрической форме границы Γ модельной области V , в условиях,
когда это допущение нарушается. С этой целью были рассмотрены два варианта
искажения границы Γ : 1) ее замена на правильный многоугольник с N гранями с
сохранением положения центра; 2) ее замена на эллиптический контур, в одном из
фокусов которого находится центр области скважин Vw (рис. 6). В обоих вариантах
площадь залежи фиксирована и равна S = π(R/e )

2 .
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Рис. 6. Зависимость погрешности от формы контура ограниченной модели: а) в виде
правильного многоугольника, б) в виде эллипса; в) схема расположения эллиптической
границы и области скважин

Уже для квадратной формы области V , когда N = 4 , погрешность вычислений
приближается к уровню 10% и снижается до ранее указанного уровня 6–7 %, начи-
ная с числа граней N = 6 . Для варианта эллиптической формы контура Γ варьи-
ровалось расстояние D = F1F2 между фокусами (рис. 6, в)). Нулевое расстояние
D = 0 соответствует окружности, концентрической с областью Vw , когда погреш-
ность не превосходит 7 %, а при удалении фокусов друг от друга на расстояние
до двукратного радиуса области Vw не приводит к превышению погрешности до
уровня 9% (рис. 6, б)). Полученные результаты свидетельствуют о применимости
предложенного алгоритма при значительной вариации форм границы моделируе-
мой залежи и расположения в ней области скважин.

3.4. Чувствительность алгоритма к погрешности замеров давления.
Как было сказано ранее, в настоящей работе метод подбора приближенного ква-
зирешения применялся в том числе из-за наличия некоторой погрешности замеров
пластового давления в скважинах. В связи с этим для оценки применимости ал-
горитма решения оптимизационной задачи (20) необходимо было исследовать его
устойчивость и чувствительность по отношению к отклонениям замеров давле-
ния от истинных величин. Для этого вместо «точных» значений pγ (ti) в момент
замера ti в (19) были использованы их зашумленные значения

p̄γ (ti) = pγ (ti) (1 + εγ i) , i = 1, ..., NT , (30)

где εγ i – случайные величины с нормальным законом распределения N
(
0, σ2

)
;

σ ∈ [0, 1] – уровень шума. Согласно правилу трех сигм величина 2σ определяет
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интервал, в который попадает генерируемый шум с вероятностью 95.45 %. Были
рассмотрены варианты σ = 0.01, 0.1 и наиболее интересные для практических за-
дач периоды τ замеров давления, соответствующие размерным величинам 1, 3 и
6 месяцев. При фиксации параметров σ и τ генерировались по 1000 реализаций
наборов независимых случайных величин εγ i . Для каждой реализации строилось
решение оптимизационной задачи (20) с подстановкой в (19) зашумленных значе-
ний (30) и рассчитывалась погрешность εp по (29) с подстановкой в (17) истинных
замеров давления без зашумления. Анализировалась функция плотности распре-
деления случайной величины εp при фиксированных (σ, τ) .

Поскольку зависимость погрешности вычисления среднего давления по пред-
ложенному алгоритму от величины ошибки замеров ограничена (рис. 7), то можно
утверждать, что предложенный алгоритм устойчив по отношению к данному фак-
тору. Даже при шуме в замерах давления на уровне 10% погрешность расчета
динамики среднего давления в пласте не отклоняется более чем на 2% от ис-
ходной величины. При уровне шума в 1% такое отклонение становится вообще
незначительным. Кроме того, сокращение периода замеров давления и, следова-
тельно, увеличение их общего количества способно кратно понизить дисперсию
ошибки вычисления динамики среднего пластового давления.
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Рис. 7. Распределение погрешности вычисления среднего пластового давления по реали-
зациям зашумления замеров давления в скважинах: а) σ = 0.1 , б) σ = 0.01 ; кривые 1, 2,
3 – период замеров τ = 6, 3, 1 мес. соответственно

Заключение

Предложена методика быстрого подбора коэффициента в граничных условиях
задачи расчета давления в фильтрационной модели нефтяного пласта. Методи-
ка основана на использовании балансовой модели нулевой размерности и поэтому
не требует решения нестационарных задач фильтрации в пространственной по-
становке. Это на порядки сокращает машинное время решения задачи иденти-
фикации коэффициента в граничных условиях. Время работы алгоритма состав-
ляет несколько секунд, что в принципе несопоставимо с затрачиваемым машинным
временем подбора коэффициента путем многократного численного моделирования
нестационарной фильтрации в исходной трехмерной постановке. Рассмотрен ва-
риант граничных условий третьего рода с постоянными коэффициентами. В этом
случае в качестве входных данных достаточно задать средние фильтрационно-
емкостные свойства пласта, шаг сетки скважин, историю их дебитов и замеров
пластового давления. Для реализации алгоритма нет необходимости задания гео-
метрии и фильтрационных параметров внешнего контура залежи, который, как
правило, выбирается из соображений экономии вычислительных ресурсов и не об-
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ладает особыми гидродинамическими свойствами. В рамках допущений об одно-
родности пласта и однородности граничных условий показана достаточно высокая
точность предложенного упрощенного подхода при вариации схем расположения
скважин, режимов их работы и геометрии границы залежи. В широком диапа-
зоне параметров моделируемой системы погрешность расчета среднего пластового
давления по пространственной модели с найденным коэффициентом граничных
условий не превосходит 6–9 %. Показана устойчивость предложенного алгоритма к
погрешности замеров пластового давления в скважинах. Получены оценки степени
снижения чувствительности алгоритма к случайным ошибкам измерения давления
при увеличении частоты замеров.
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Abstract

A method was outlined for determining the coefficient of third-kind boundary conditions
of the piezoconductivity problem in an oil reservoir, particularly on its external contour, which
has, as a rule, no specific hydrodynamic properties and is set to reduce computational costs.
The coefficient was determined using an integral balance model of an interaction between the
oil deposit and the outer region of the reservoir. The optimization problem of approximating
the average reservoir pressure to the values obtained from the well pressure measurements
was solved. Assuming the homogeneity of the reservoir, the applicability of the algorithm was
assessed under various geometries of the external contour, well placements, and operating
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conditions. The stability of the algorithm for solving the inverse problem was analyzed against
pressure measurement errors. The proposed approach offers a relatively simple algorithm for
defining the boundary conditions of a reservoir flow model, which enables a good approximation
of the hydrodynamic interaction of the reservoir with its outer region. However, due to
uncertainties in the initial data for regions distant from the well-drilled area of the reservoir,
significant difficulties remain in calibrating the model.

Keywords: oil reservoir, flow model, piezoconductivity equation, boundary condition,
integral balance model, reservoir pressure measurement, adaptation, optimization, stability

Acknowledgments. This study was supported by the Kazan Federal University Strategic
Academic Leadership Program (PRIORITY-2030) and performed as part of state assignment
no. FNEF-2024-0016 to the National Research Centre “Kurchatov Institute.”

Conflicts of Interest. The authors declare no conflicts of interest.

Figure Captions

Fig. 1. Schematic layout of the well-drilled area and the outer region of the reservoir.
Fig. 2. a) Model layout of the well and deposit boundaries, b) θ ratio of the contour

pressure to the reservoir pressure for R = 2 (1) , R = e (2) , R = 5 (3) .
Fig. 3. Dependence of Π, Θ, Λ on the actual external contour radius for fixed well radius

values: 1) rw = 0.75 , 2) rw = 0.9 , 3) rw = 0.95 .
Fig. 4. Dependence of the development parameters on time t (years) under various well

operating conditions: 1 – average deposit pressure (atm); 2 – total well flow rate (thousand
m3 /day).

Fig. 5. Errors in calculating the average pressure from the original θ (1) and simplified
θe (2) coefficients depending on a) the radius of the limited model: thin line – d = 5rw/12 ;
thick line – d = rw/6 ; b) the average distance between the wells.

Fig. 6. Dependence of errors on the contour shape of the limited model: a) as a regular
polygon; b) as an ellipse; с) schematic representation of the elliptical boundary and well area.

Fig. 7. Distribution of errors in calculating the average reservoir pressure considering the
pressure measurement noise in the wells: a) σ = 0.1 , b) σ = 0.01 ; curves 1, 2, 3 correspond to
the measurement intervals of τ = 6, 3, 1 months, respectively.
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