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Аннотация

Проведено математическое моделирование тепломассопереноса в анизотропных тепло-
защитных композиционных материалах (ТКМ) в условиях фазовых превращений связую-
щих ТКМ с образованием пористого коксового остатка и пиролизных газов, фильтрую-
щихся к наружной границе сквозь пористый остаток. В математической модели использо-
ваны идентифицированные ранее законы разложения связующих и нелинейной фильтра-
ции, выведенные для произвольных ТКМ. Определены скорость движения и координаты
двумерной зоны разложения связующих ТКМ и двумерных областей пористо-газового
остатка и первоначальной фазы, разделенных нестационарно подвижной зоной разло-
жения связующих. Во вновь образованной пористо-газовой области решена двумерная
нестационарная задача анизотропной теплопроводности с учетом нелинейной анизотроп-
ной фильтрации газовой компоненты, а в первоначальной области, не затронутой разло-
жением связующих, – двумерная нестационарная задача анизотропной теплопроводности.
Массовая и линейная скорости движения зоны разложения (пиролиза) связующего опре-
делены из условий Стефана непрерывности тепловых потоков и температур. Для реше-
ния всей комплексной модели использован разработанный ранее экономичный абсолютно
устойчивый метод переменных направлений с экстраполяцией. Получены и обсуждены
новые результаты.

Ключевые слова: анизотропия, нелинейная фильтрация, тепловой поток, темпера-
тура, тензор теплопроводности, тензор проницаемости, подвижная зона пиролиза, урав-
нение анизотропной теплопроводности и фильтрации, численный метод

Введение

Теплозащитные композиционные материалы (ТКМ) состоят из тонковолокни-
стых нитей наполнителей (асбестовых, стеклянных, углеродных и др.), пропитан-
ных низкотемпературными органическими смолами, разлагающихся (подвергаю-
щихся пиролизу) при температурах ∼ 600–900 K с образованием пористого коксо-
вого остатка и пиролизных газов, фильтрующихся через коксовый остаток под
действием давления торможения газов в зоне пиролиза. В результате теплота
при аэродинамическом нагреве высокоскоростных летательных аппаратов (ЛА)
отводится за счет следующих факторов: теплопроводности внутрь конструкции,
поглощения теплоемкостью, эндотермических реакций разложения связующих с
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образованием пиролизных газов и пористого остатка, фильтрации, вдува пиро-
лизных газов в высокотемпературный пограничный слой, излучения от наружной
стенки.

Математическое моделирование всех перечисленных физико-химических про-
цессов в ТКМ при аэродинамическом нагреве частично было рассмотрено в [1]. За-
кон разложения связующих ТКМ, обходящий трудно формализуемую химическую
кинетику разложения связующих, а потому пригодный для большинства ТКМ,
разработан в [2], закон нелинейной анизотропной фильтрации пиролизных газов
через пористый остаток идентифицирован в [3]. Теплопроводность в изотропных
телах была исследована также в работах [4–10], а в анизотропных телах в различ-
ных постановках – в работах авторов [11–15]. Экономичные абсолютно устойчивые
методы численного решения задач анизотропной теплопроводности предложены
в [16,17]. Такие задачи особенно важны при создании перспективных теплозащит-
ных композиционных материалов для ракетно-космической техники [18,19].

В настоящей работе рассмотрены математическое моделирование и численные
решения задач тепломассопереноса в анизотропных теплозащитных композицион-
ных материалах в условиях фазовых превращений связующих ТКМ с образова-
нием пиролизных газов и пористого остатка, через который газы фильтруются к
внешней границе тела, вдуваются в пограничный слой, чем уменьшаются конвек-
тивные тепловые потоки к телу.

1. Постановка задачи

В прямоугольной области l1× l2 рассмотрим следующую задачу анизотропного
тепломассопереноса в декартовой системе координат xOy .

1. Граничное условие на внешней границе w тела в виде баланса конвективно-
кондуктивных, лучистых тепловых потоков и тепловых потоков, поглощаемых за
счет возможного уноса массы с наружной границы с тепловым эндотермическим
эффектом (эффективной энтальпией материала при уносе массы) Q∗ :(

α
cp

)
w
(Ie − Iw)− Λgrad T |w − εwσT

4
w − (ΠcpρV )gTw =

= ṁQ∗ (Ie) η (Tw − T ∗) , (x, y) ∈ w, t > 0,

(1)

где (α/cp)w определяется формулой [20](
α

cp

)
w

=

(
α

cp

)
w0

− β(ρgVg)w, β = 0.56

(
Me

M̄

)0.29 (
Iw
Ie

)
, (2)

здесь (α/cp)w0 – относительный коэффициент теплоотдачи при отсутствии вдува
пиролизных газов на наружной границе тела w .

2. Граничное условие на внутренней свободной границе тела w2 в виде баланса
конвективно-кондуктивных и лучистых тепловых потоков

αw2 (Te2 − Tw2) + Λ0gradT |w2 − εw2σT
4
w2 = 0,

(x, y) ∈ w2, t > 0.
(3)

3. Уравнение анизотропной теплопроводности в пористом коксовом остатке
(x, y) ∈ Ωkc с учетом фильтрации

ceff (T ) ·ρeff
∂T

∂t
= div (ΛeffgradT )−Π(cpρ V )ggradT, (x, y) ∈ Ωkc, t > t∗∗fn, (4)

где индекс kc относится к области коксового остатка, а g – к пиролизным газам.
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4. Уравнение энергии в зоне разложения связующего (x, y) ∈ Ωn со средней
линией fw1

ceff (T ) ρeff (T )
∂T
∂t = div (ΛeffgradT )− ρ̇ (x, y, t) ·Q∗∗−

−Π∗∗ (x, y) (cpρV )ggradT, (x, y) ∈ Ωn, t > t∗∗st .
(5)

5. Закон изменения плотности в зоне разложения связующего y ∈
[
f∗∗
st , f

∗∗
fn

]
идентифицирован в [2]:

ρ (|r| , t) = ρst
tk

|r|/|ṙcp| − t
exp


(

|r|
|r∗∗st |

ln (|r̄∗∗st |)
) |r∗∗st |∣∣∣r∗∗fn∣∣∣

ln
(

ρfn

ρst
|r̄∗∗st |

)
ln (|r̄∗∗st |)

T̄
 . (6)

6. Условия непрерывности тепловых потоков и температур на средней границе
y = f∗∗(x) = (f∗∗

st (x) + f∗∗
fn(x))/2 зоны пиролиза (условия Стефана):

Λ (T ∗∗
st ) grad T |f∗∗

st +0 − Λ (T ∗∗
st ) gradT |f∗∗

st −0 = ṁ∗∗
stQ

∗∗;

T |f∗∗
st +0 = T |f∗∗

st −0 = T ∗∗, (x, y) ∈ f∗∗
st (x, y, t) , t > t∗∗st .

(7)

7. Уравнение неразрывности пиролизных газов в пористом коксо-газовом ос-
татке:

∂ρg
∂t

+ div (ρgVg) = 0, (x, y) ∈ Ω, t > t∗∗fn. (8)

8. Уравнение состояния пиролизных газов

ρg =
pgM̄g

RgT
, (x, y) ∈ Ω, t > t∗∗fn. (9)

9. Закон нелинейной фильтрации [3]

V = − K

µg (T ) (1 + ΠReL)
grad p. (10)

10. Давление на наружной свободной границе F ∗ (x, y, t) и давление и плотность
торможения пиролизных газов в зоне пиролиза:

p (x, y)|F∗(x,y,t) = pw, (x, y) ∈ F ∗ (x, y, t) ;

(p∗∗0 )g =
(ρ∗∗

0 )
g
·Rg·T∗∗

fn

M̄g
,

[ρ∗∗0 (t)]g =
r∗∗fn∫
r∗∗st

Γ ∂
∂r [ρ − ρ (r, t)] dr.

(11)

В соотношениях (1)–(11) введены следующие обозначения: (α/cp)w – относи-
тельный коэффициент теплоотдачи; Ie, Iw, T, V,Π, Q∗ – энтальпии погранично-
го слоя и стенки, температура, скорость фильтрации, пористость, теплота уноса
массы соответственно; Λ, ε, cp, ρ, ṁ – тензор теплопроводности, степень черноты,
теплоемкость при постоянном давлении, плотность, массовая скорость уноса мас-
сы соответственно; β – коэффициент вдува; V – скорость набегающего потока;
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η – функция Хевисайда; r – радиус-вектор точки в зоне пиролиза; t – время;
ṁ∗∗, Q∗∗ – массовая скорость и теплота разложения связующего ТКМ; M̄g, Rg –
средняя молярная масса и газовая постоянная; K , µg , ReL и p,Γ – тензор прони-
цаемости, динамическая вязкость, фильтрационное число Рейнольдса, давление и
коэффициент газации. Индексы e и w соответствуют пограничному слою и стенке,
а eff , st и fn означают эффективный, конец и начало; g , ∗ , ∗∗ , cp и kc – газ,
граница уноса массы, зона пиролиза, средняя и коксовый остаток соответственно;
0 – параметры торможения в зоне пиролиза, связующего ТКМ.

2. Метод решения

Комплексная проблема (1)–(11) решалась численно с использованием метода
переменных направлений с экстраполяцией МПНЭ, подробно изложенного и обос-
нованного в [1].

1. До начала фазовых превращений температурное поле в ТКМ определялось
как в едином материале.

2. Если температура наружной границы превысит температуру разложения свя-
зующего T ∗∗ , то интерполяцией находились границы области начала y = f∗∗

st (x)
и окончания y = f∗∗

fn (x) разложения (пиролиза) связующего ТКМ с образованием
пористого коксового остатка и пиролизных газов, фильтрующихся к наружной гра-
нице

(
f∗∗
st < f∗∗

fn

)
.

3. На средней линии этой зоны fw1 =
(
f∗∗
st + f∗∗

fn

)
/2 с температурой T̄ ∗∗ =(

T ∗∗
st + T ∗∗

fn

)
/2 решалась задача типа Стефана, из решения которой определялись

массовая ṁ∗∗ (t) и линейная ẏ∗∗ (t) скорости движения границы и всей зоны пиро-
лиза, а по ним – новая граница, разделяющая пористо-газовую область и область,
незатронутую разложением.

4. В пористой области решалась задача анизотропной фильтрации пиролизных
газов со вдувом их в пограничный слой.

5. В пористой области решались задача анизотропной теплопроводности с
учетом неизотермической анизотропной фильтрации и подвижной границы y =
f∗∗ (x) , а также задача анизотропной теплопроводности в области, незатронутой
разложением связующего.

6. Решалась задача Стефана на подвижной границе w1 .
7. Результатом были нестационарные двумерные температурные поля в обеих

областях и двумерная подвижная граница y = f∗∗ (x) .

3. Результаты численного моделирования

На рис. 1 и 2 приведены некоторые результаты расчетов тепломассопереноса по
математической модели (1)–(11) в прямоугольной области l1 × l2 .

Для расчетов были приняты следующие входные данные: l1 = 0.15 м; l2 =
0.05 м; T0 = 300 K=const; Twi = 300 К, i = 2, 3, 4 ; c(1) = 1 кДж/кг ·K; ρ(1) =
2500 кг/м3 ; c(2) = 0.5 кДж/кг ·K ; ρ(2) = 2500 кг/м3 ; T ∗∗ = 800 К; Q∗∗ =

1000 Дж/кг; λ
(1)
ξ = 1 кВт/м ·K; λ

(1)
η = 0.5 кВт/м ·K; φ = π/4 ; λ

(2)
ξ = λ

(2)
η =

1 кВт/м ·K, где индекс (2) относится к прореагировавшей фазе, а (1) – к исход-
ной фазе.

Коэффициент теплоотдачи αw1 и температура пограничного слоя Te1 заданы
в табл. 1.
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Табл. 1

x, м 0 0.03 0.06 0.075 0.09 0.12 0.15
αw, кВт/м2·K 1.0 2.0 4.8 5.0 4.8 2.0 1.0

Te, K 1000 3400 4800 5000 4800 3500 1000

(а) (б)

0 0.03 0.06 0.09 0.012 x, м

T, K

1050

1150

1250

1350

1450

1550

y=0

y=0.01

y=0.02

y=0.03

y=0.04

y=0.05

0 0.03 0.06 0.09 0.012 x, м

y, м

0.04

0.03

0.02

0.01

t=1c

t=3c

t=4.5c

t=4с

t=9.5с

t=6c

Рис. 1. Динамика движения подвижной границы фазовых превращений анизотропного
ТКМ (а) и температурное поле (б)

t=1с

t=2с

t=3с

t=4с

t=5с

t=6с

t=7с

t=8с

t=9с

t=10с

0.046

0.044

0.04

0.037

0.03

y, м

0.030 0.06 0.09 0.12 x, м

(a)

T, K

1900

1700

1500

1300

1100

900

700

500

0.030 0.06 0.09 0.12 x, м

(б)

y=0.05

y=0.04

y=0.03

y=0.02

y=0.01

y=0

Рис. 2. Динамика движения подвижной границы фазовых превращений анизотропного
ТКМ (а) и температурное поле (б)

Здесь тензор теплопроводности имеет вид(
λxx λxy

λyx λyy

)
= Λ,

λxx = λξcos
2φ+ ληsin

2φ;λyy = λξsin
2φ+ ληcos

2φ;λxy = λyx = (λξ − λη) sinφ cosφ.
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На рис. 1 (а) показано температурное поле в конечный момент времени t = 10 с,
а на рис. 1 (б) – динамика движения срединной линии y(x) зоны пиролиза связую-
щего ТКМ. Из рисунка видно, что при симметричном относительно x = l1/2 теп-
ловом нагружении наблюдается существенная несимметрия температурного поля и
границ фазовых превращений. Максимумы температурных краевых и минимумы
подвижной границы фазовых превращений сдвигаются в направлении большего
коэффициента тензора теплопроводности.

На рис. 2 приведены результаты решения задачи типа Стефана в анизотропном
ТКМ в условиях, когда тепловой поток действует в точке l1/2 . При этом
αw = 5 кВт/м2 ·K , Te = 104 K,

Λ =

(
0.8 0.25
0.25 0.2

)
.

Интересно отметить, что не только минимумы температурного поля и максиму-
мы подвижной границы сдвигаются в направлении большего компонента тензора
теплопроводности, но и тот факт, что на больших глубинах температура на боль-
шей глубине становится выше температуры на меньшей глубине тела.

Заключение

Представлены математическая модель и метод численного решения двумер-
ной нестационарной задачи тепломассопереноса в теплозащитных композицион-
ных материалах (ТКМ) в условиях фазовых превращений связующих ТКМ с об-
разованием пористого коксового остатка и газовой компоненты, фильтрующейся
через пористый остаток к наружной границе со вдувом ее в пограничный слой.
В пористо-газовой области решена задача анизотропной теплопроводности и ани-
зотропной фильтрации. Определены скорости движения и координаты узкой зоны
разложения связующего ТКМ на основе баланса, подводимых к зоне и отводимых
от нее. Математическое моделирование проведено на основе разработанных ранее
универсального закона разложения связующих ТКМ произвольных материалов и
закона нелинейной анизотропной фильтрации. Получены многочисленные числен-
ные результаты относительно координат средней линии зоны пиролиза и нестацио-
нарных полей в пористо-газовой анизотропной области и в анизотропной области,
незатронутой разложением связующего.
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Abstract

This article presents a mathematical model of heat and mass transfer in anisotropic heat-
protective composite materials (HPCM) during phase transformations of HPCM binders with
the formation of a porous coke residue and pyrolysis gases filtering through the residue to
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the outer boundary. Using known binder decomposition and nonlinear filtration laws for
random HPCMs, the model determines the velocity and coordinates of the two-dimensional
HPCM binder decomposition zone, as well as the two-dimensional regions of the porous-gas
residue and the initial phase, which are unsteadily separated by a moving zone of binder
decomposition. In the newly formed porous-gas region, a two-dimensional unsteady problem of
anisotropic heat conduction was solved taking into account nonlinear anisotropic gas filtering.
In the initial region unaffected by the binder decomposition, a two-dimensional unsteady
problem of anisotropic heat conduction was solved. The mass and linear velocities of the
binder decomposition (pyrolysis) zone were calculated from Stefan conditions for heat flow and
temperature continuity. The complex model was solved by the previously developed effective
and absolutely stable method of alternating directions with extrapolation. New results were
obtained and discussed.

Keywords: anisotropy, nonlinear filtration, heat flow, temperature, heat conductivity
tensor, permeability tensor, moving pyrolysis zone, anisotropic heat conduction and filtration
equation, numerical method
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Figure Captions

Fig. 1. Dynamics of the moving boundary of phase transformations of the anisotropic
HPCM (a) and the associated temperature field (b).

Fig. 2. Dynamics of the moving boundary of phase transformations of the anisotropic
HPCM (a) and the associated temperature field (b).
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