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Аннотация

Решена задача о теплопереносе в полубесконечных телах при наличии произвольного
числа нестационарно подвижных границ фазовых превращений. Такие задачи возникают
при высокотемпературном нагреве композиционных материалов, когда происходит раз-
ложение (деструкция) связующих с образованием подвижных границ начала и окончания
фазовых превращений, границ уноса массы и т. д. Получено аналитическое решение зада-
чи типа Стефана при произвольном числе нестационарно подвижных границ и подробно
исследован теплоперенос при наличии двух подвижных границ.

Ключевые слова: теплоперенос, задача Стефана, подвижная граница, композици-
онный материал, разложение связующих, аналитическое решение

Введение

При высокотемпературном нагреве конструкций, изготовленных из компози-
ционных материалов, например, тепловой защиты высокоскоростных летательных
аппаратов из композиционных материалов, интенсивном нагреве композитов ло-
кальными источниками [1–6] возникают области разложения связующих, ограни-
ченных подвижными границами начала и окончания разложения. При этом мо-
жет появиться наружная подвижная граница уноса массы под воздействием вы-
сокотемпературного газодинамического потока, и необходимо находить решения в
условиях произвольного числа подвижных границ фазовых превращений [7–9].

При циклическом нагреве, когда тепловые пики, сопровождающиеся фазовыми
превращениями, сменяются тепловыми спадами без фазовых превращений, может
возникать значительное число подвижных границ.

Известно значительное число физико-химических процессов, в которых под
воздействием тепловых источников возникают нестационарно подвижные грани-
цы фазовых превращений, положения которых заранее определить невозможно,
а можно определить только после нахождения поля температур, используя так
называемые условия Стефана на данных границах – равенство разности тепло-
вых потоков на подвижных границах тепловому эффекту фазовых превращений,
а также условие непрерывности температур [10].

Ниже аналитически решена задача типа Стефана об определении теплового
состояния в полубесконечной области с произвольным числом подвижных границ
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фазовых превращений. В основу решения положены следующие предположения:
газообразные компоненты на подвижных границах отсутствуют; подвижные гра-
ницы не пересекаются; скорость движения границ положительна; температуры,
тепловые эффекты и теплофизические характеристики постоянны.

1. Постановка задачи

Рассмотрим задачу теории теплопроводности в многослойной конструкции,
каждый слой которой ограничен двумя нестационарно подвижными границами
фазовых превращений. При этом под номером 1 находится полубесконечный слой
исходной фазы, ограниченной подвижной границей x∗

1(t) , причем наружный слой,
примыкающий к границе w1 , ограничен снаружи неподвижной границей с темпе-
ратурой Tw1 , а изнутри – подвижной границей x∗

n−1(t) .
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В задаче (1)–(8) условия (4), (5) – краевые условия Стефана на подвижных гра-
ницах. Наружная граница w1 с температурой Tw1 (6) может также рассматривать-
ся подвижной под действием конвективно-кондуктивных тепловых потоков. Одна-
ко, чтобы не загромождать выкладки, будем далее считать границу w1 (x = 0)
неподвижной.

Задача (1)–(9) нелинейна, в чем можно убедиться, подставив уравнения (1)–(3) в
краевые условия (4), (5). Здесь λ , c , ρ , a , T , Q – теплопроводность, теплоемкость,
плотность, температуропроводность, температура, теплота фазовых превращений
соответственно.

Решением задач теплопереноса (т. е. задач для уравнений (1)–(3)) с граничными
условиями первого рода (5)–(7) будут функции [11]
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В зависимостях (10)–(12) координаты x∗
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неизвестны. Для определения координат каждой границы имеем два краевых усло-
вия стефановского типа (4), (5) (всего 2n− 2 краевых условия). Из представления
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Для определения коэффициентов χs , s = 1, n− 1, подставим решения (14)–(16)
в краевые условия (4) и получим следующую систему из n − 1 трансцендентных
уравнений относительно χs , s = 1, n− 1 . Не теряя общности всего алгоритма,
рассмотрим задачу (1)–(9) для n = 3 с двумя нестационарно подвижными гра-
ницами x = x∗

1(t) и x = x∗
2(t) , для определения координат которых получим

следующую систему из двух трансцендентных уравнений (качественная картина
процесса представлена на рис. 1).
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Поскольку FI(χ1, χ2) , FII(χ1, χ2) – дифференцируемые функции, то для на-
хождения χ1 ,χ2 можно применить итерационный процесс Ньютона (при условии,
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Рис. 1. Расчетная схема

что на каждой итерации якобиевы матрицы системы (17) и (18) невырождены).
Однако для применения итерационных процедур необходимо найти начальное при-

ближение вектора неизвестных (χ
(0)
1 , χ

(0)
2 )T . Для системы двух уравнений это мож-

но сделать графически, построив кривые FI(χ1, χ2) = 0 , FII(χ1, χ2) = 0 и найдя
точку их пересечения; при этом каждую точку на плоскости χ10χ2 для каждой из
кривых необходимо находить итерационным методом из соответствующего урав-
нения (17) или (18). Найденную точку пересечения примем в качестве начального

вектора (χ
(0)
1 , χ

(0)
2 )T , после чего используем итерационный процесс по уточнению

χ1 и χ2 . Подставив далее найденные значения χ1 , χ2 и теплофизические характе-
ристики в решения (13)–(16), получим нестационарное температурное поле в трех
областях с двумя нестационарно подвижными границами, координаты которых
определены в (13).

Сложность решения системы (17), (18) двух трансцендентных уравнений за-
ключается в том, что компоненты матрицы Якоби
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имеют очень большие значения производных в окрестности вектора-решения
(χ1, χ2)

T , и незначительные колебания итерационных значений χ1 , χ2 приводят
к значительным колебаниям элементов этой матрицы, что может уводить расчеты
от решения (χ1 , χ2)

T и приводить к аварийному останову. Поэтому компонен-

ты начального вектора (χ
(0)
1 , χ

(0)
2 )T необходимо вычислять с высокой точностью с

отклонением от точного вектора (χ1, χ2)
T в несколько процентов.

Для варьируемых значений Q∗
1 , Q∗

2 T ∗
1 , T ∗

2 и следующей системы входных
данных

λ1 = λ2 = λ3 = λ = 0.001 kW/mK; c1 = c2 = c3 = c = 1.5 kJ/kg · K;

ρ1 = ρ1 = ρ3 = ρ = 2000 kg/m
3
; a1 = a2 = a3 = a =

λ

cρ
=

106

3
m2/s;
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T0 = 300 K; Tw1 = 2000 K; x∗
1(0) = 0 m, x∗

2(0) = 0 m получены результаты
решения задачи (1)–(9) в виде распределения температур и координат подвижных
границ, представленных на рисунках 2–5.

Рис. 2. Распределение температур в трех областях, ограниченных подвижными границами
Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/kg, T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 900K

Рис. 3. Распределение температур в трех областях, ограниченных подвижными границами
Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/kg, T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1300K

На рисунках 2 и 3 представлены температурные поля в трех областях для слу-
чая различных температур T ∗ и T ∗∗ в различные моменты времени. На рисунках
четко прослеживаются положения границ x∗

1(t) и x∗
2(t) по разрыву касательных

к графикам функций, причем если разность ∆T ∗ = T ∗
2 − T ∗

1 мала (∆T ∗ = 300 K,
рисунок 2), то профили температур находятся на более близком расстоянии друг
от друга по сравнению со случаем ∆T ∗ = 700K на рисунке 3. При этом скорость
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Рис. 4. Изменение координат нестационарно подвижных границ x∗

1(t) , x∗

2(t) при
T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1200K: а) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 600 kJ/K; б) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/K;
в) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1400 kJ/K

Рис. 5. Изменение координат нестационарно подвижных границ x∗

1(t) , x∗

2(t) при
а) T ∗

1 = 600K,T ∗

2 = 900K; б) T ∗

1 = 600K,T ∗

2 = 1100K; в) T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1300K.
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движения границ в существенной степени зависит от уровня температур T ∗
1 и T ∗

2

и теплоты фазовых превращений Q∗
1 и Q∗

2 .

На рисунках 4, 5 представлены координаты подвижных границ x∗
1(t) и x∗

2(t) ,
причем на рисунке 4 приведены результаты при фиксированных T ∗

1 и T ∗
2 и варьи-

руемых значениях Q = Q∗
1 = Q∗

2 , а на рисунке 5 – аналогичные результаты при
фиксированном значении Q = Q∗

1 = Q∗
2 и варьируемых значениях T ∗

1 и T ∗
2 . Из

рисунков видно, что при фиксированных значениях T ∗
1 и T ∗

2 и монотонно возрас-
тающих значениях Q = Q∗

1 = Q∗
2 (рисунок 4) скорости движения границ x∗

1(t) и
x∗
2(t) монотонно убывают.

Наоборот, при фиксированных значенияхQ = Q∗
1 = Q∗

2 , T ∗
1 и монотонно воз-

растающих T ∗
2 (рис. 5) скорость движения границы x∗

2(t) монотонно убывает,
а скорость движения границы x∗

1(t) монотонно возрастает (несмотря на то, что
T ∗
1 = 600 K = Const), что является неожиданным результатом.

2. Выводы

Поставлена и аналитически решена задача типа Стефана со многими нестацио-
нарно подвижными границами. Анализ полученных результатов показал, что тем-
пературные профили в точках x∗

1(t) и x∗
2(t) имеют изломы касательных в соответ-

ствии с условиями Стефана, а скорости движения границ в существенной степени
влияют друг на друга.
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(код проекта 23-19-00680).
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Abstract

A Stefan problem of heat transfer in semi-infinite bodies with an arbitrary number of
unsteady moving boundaries during phase transitions was solved. Such problems arise when
composite materials are heated at high temperatures, causing the binding agents to decompose
(destruct) thermally, which leads to the formation of moving boundaries in the onset and end
of phase transitions, mass transfer, etc. An analytical solution of the Stefan problem with an
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arbitrary number of unsteady moving boundaries was obtained. The heat transfer process with
two moving boundaries was analyzed.

Keywords: heat transfer, Stefan problem, moving boundary, composite material,
destruction of binding agents, analytical solution
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Figure Captions

Fig. 1. Computational scheme.

Fig. 2. Distribution of temperatures in three regions with moving boundaries
Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/kg, T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 900K.

Fig. 3. Distribution of temperatures in three regions with moving boundaries
Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/kg, T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1300K.

Fig. 4. Shift in the coordinates of the unsteady moving boundaries x∗

1(t) , x∗

2(t) at
T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1200K: a) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 600 kJ/K; b) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1000 kJ/K;
c) Q = Q∗

1 = Q∗

2 = 1400 kJ/K.

Fig. 5. Shift in the coordinates of the unsteady moving boundaries x∗

1(t) , x∗

2(t) at
a) T ∗

1 = 600K,T ∗

2 = 900K; b) T ∗

1 = 600K,T ∗

2 = 1100K; c) T ∗

1 = 600K, T ∗

2 = 1300K.
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