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Аннотация

Рассмотрен спутник на круговой кеплеровской околоземной орбите. Исследована зада-
чи стабилизации положения относительного равновесия спутника в орбитальной системе
координат при помощи собственного магнитного момента и момента Лоренца. Коэффи-
циенты системы динамических уравнений вращательного движения спутника изменяются
во времени из-за изменения геомагнитной индукции в процессе орбитального движения
спутника. Линеаризованная система дифференциальных уравнений движения также яв-
ляется нестационарной, но допускает, как показано в статье, приведение к стационарной
системе более высокого порядка даже при использовании достаточно точных мульти-
польных моделей геомагнитного поля. На этом основании предложен способ построения
закона управления, обеспечивающего стабилизацию спутника. Проведен анализ управляе-
мости системы и построен оптимальный алгоритм стабилизации на основе LQR-метода.
Эффективность предложенного подхода подтверждена компьютерным моделированием.
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Введение

Среди силовых факторов, используемых в динамике управляемого вращатель-
ного движения спутников, важную роль играют моменты сил, формируемые за
счет взаимодействия спутника с магнитным полем Земли. К числу этих моментов
относятся момент, образующийся при взаимодействии с геомагнитным полем соб-
ственного момента спутника, создаваемого магнитными катушками, и момент сил
Лоренца, возникающий при наличии на спутнике электрического заряда. Оба упо-
мянутых момента могут использоваться в качестве управляющих моментов для
решения задач стабилизации стационарных движений спутника. При этом неиз-
бежно возникает вопрос выбора математической модели магнитного поля Земли
той или иной степени сложности: «прямой» магнитный диполь, «наклонный» маг-
нитный диполь, квадрупольное и октупольное приближения и др. [1].

Как правило, в большинстве теоретических исследований проблем стабилиза-
ции, как с помощью внутренних магнитных моментов, так и с помощью момен-
тов сил Лоренца (см. обзоры [2–7]), на этапе предварительных исследований ис-
пользуется самая простая модель магнитного поля Земли – «прямой» магнитный
диполь. Модель «наклонного» магнитного диполя не является корректной, как
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показано в [8]. Для дальнейших исследований задач стабилизации следует исполь-
зовать более точные модели магнитного поля Земли, например, квадрупольное и
октупольное приближения и др. [1].

Математические модели рассматриваемых задач представляют собой систе-
мы дифференциальных уравнений с периодическими коэффициентами, так как
управляющий момент является функцией геомагнитного поля, которое изменяет-
ся во время движения спутника по орбите вокруг Земли. Для простой модели поля
авторами были решены различные задачи стабилизации стационарных движений
спутника (относительного равновесия и регулярных прецессий), когда центр масс
спутника движется по круговой орбите [2–6, 9–13]. Уравнения управляемого вра-
щательного движения спутника являются существенно нестационарными. Для их
исследования был предложен способ приведения нестационарных систем к ста-
ционарным системам большего порядка. Этот подход оказался весьма успешным и
применялся ранее для решения других задач [14,15]. Следует отметить, что в отли-
чие от метода функций Ляпунова, хорошо зарекомендовавшего себя при решении
аналогичных задач [16, 17], предлагаемый метод является строгим и достаточно
эффективным (при наличии управляемости построение стабилизирующего управ-
ления сводится к выбору параметров квадратичного функционала качества). Цель
статьи – применить указанный подход к решению задачи стабилизации положения
относительного равновесия спутника при использовании сложной модели геомаг-
нитного поля.

1. Постановка задачи
Рассмотрим движение спутника около центра масс в гравитационном и магнит-

ном полях Земли. Предположим, что центр масс спутника движется по круговой
экваториальной орбите. Спутник снабжен магнитными катушками и экраном, об-
ладающим электрическим зарядом. Используем две правые системы координат:
OXY Z – орбитальная система координат с началом в центре масс спутника:
ось OZ направлена по радиус-вектору центра масс относительно притягивающего
центра (центра Земли), OY – по нормали к плоскости орбиты, OX дополняет си-
стему до правой тройки; Oxyz – связанная система координат (подвижная), оси
которой направлены по главным центральным осям инерции спутника. Ориента-
ция системы Oxyz относительно орбитальной задается с помощью углов θ1, θ2, θ3 .
Элементы матрицы Θ = ||Θij || перехода от системы OXY Z к системе Oxyz имеют
вид [18]

Θ11 = cos θ1 cos θ3 − sin θ1 sin θ2 sin θ3,

Θ12 = − sin θ1 cos θ2, Θ13 = cos θ1 sin θ3 + sin θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ21 = sin θ1 cos θ3 + cos θ1 sin θ2 sin θ3, Θ22 = cos θ1 cos θ2,

Θ23 = sin θ1 sin θ3 − cos θ1 sin θ2 cos θ3,

Θ31 = − cos θ2 sin θ3, Θ32 = sin θ2, Θ33 = cos θ2 cos θ3.

Компоненты абсолютной угловой скорости спутника ω в проекциях на оси си-
стемы координат Oxyz имеют вид [18]

ω1 = −dθ1
dt

cos θ2 sin θ3 +
dθ2
dt

cos θ3 + ω0Θ21,

ω2 =
dθ3
dt

+
dθ1
dt

sin θ2 + ω0Θ22,

ω3 =
dθ1
dt

cos θ2 cos θ3 +
dθ2
dt

sin θ3 + ω0Θ23,

где ω0 – величина угловой скорости орбитального движения спутника.
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Динамические уравнения движения спутника около центра масс имеют вид [18]

J
dω

dt
+ ω × Jω = 3ω2

0(Θ
⊤er)× J(Θ⊤er) +M. (1)

Здесь J = diag(J1, J2, J3) ; J1, J2, J3 – главные центральные моменты инерции спут-
ника, er – единичный вектор оси OZ , M – управляющий момент, который создает-
ся как за счет взаимодействия собственного дипольного магнитного момента спут-
ника с магнитным полем Земли (M(1) ), так и силами Лоренца, действующими на
заряженную поверхность спутника (M(2) ). В результате имеем M = M(1) +M(2) .

При наличии на спутнике магнитных катушек, создающих собственный магнит-
ный момент u за счет взаимодействия с геомагнитным полем с индукцией b(t) ,
можно сформировать механический момент [19]

M(1) = u× (Θ⊤b). (2)

Другой способ управления основан на использовании электродинамического
эффекта влияния лоренцевых сил, действующих на заряженную часть поверхности
спутника. Такой метод впервые был предложен одним из авторов [20]. В этой ра-
боте было показано, что путем изменения радиус-вектора центра заряда спутника
относительно его центра масс можно создать момент лоренцевых сил и использо-
вать его в качестве управляющего момента. Момент этих сил относительно центра
масс спутника определяется по формуле [15,21–23]

M(2) = qrq ×Θ⊤(Vc × b). (3)

Здесь q – электростатический заряд, rq = [xq, yq, zq]
⊤ – радиус-вектор центра заря-

да спутника относительно его центра масс; Vc = R0(ω 0− ωE)eτ – скорость центра
масс спутника, eτ – орт оси OX , R0 – радиус орбиты спутника, ωE – угловая
скорость суточного вращения Земли.

Поскольку оба момента (2) и (3) зависят от вектора b индукции геомагнитного
поля, неизбежным этапом решения задачи является рассмотрение аналитического
представления вектора b . Существуют многочисленные аппроксимации выраже-
ния для вектора b различной степени сложности: «прямой» магнитный диполь,
«наклонный» магнитный диполь, квадрупольное и октупольное приближения и
др. [1,15,23,24]. Как уже указывалось, в большинстве теоретических исследований
проблем стабилизации используется самая простая модель – «прямой» магнитный
диполь. Здесь рассмотрена наиболее полная из упомянутых – октупольная модель.
В октупольном приближении компоненты вектора магнитной индукции b(t) в ор-
битальной системе координат при движении в экваториальной плоскости имеют
вид [1]

b1 = µ0

[ (
g11 sin τ − h1

1 cos τ
)
+ ν

(
g22 sin 2τ − h2

2 cos 2τ
)
+

+

√
6

12
ν2

(√
15(g33 sin 3τ − h3

3 cos 3τ)− (g13 sin τ − h1
3 cos τ)

) ]
,

b2 = −µ0

[
g01 + ν

(
g12 cos τ + h1

2 sin τ
)
+

ν2

6

(√
15(g23 cos 2τ + h2

3 sin 2τ)− 3g03

)]
, (4)

b3 = µ0

[
2(g11 cos τ + h1

1 sin τ) +

√
3

2
ν
(√

3(g22 cos 2τ + h2
2 sin 2τ)− g02

)
+

+

√
2

3
ν2

(√
5(g33 cos 3τ + h3

3 sin 3τ)−
√
3(g13 cos τ + h1

3 sin τ)
)]

,
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где µ0 = (RE/R0)
3 , ν =

√
3RE/R0 . Здесь gmn , hm

n – гауссовы коэффициенты; τ =
(1−ε)t – безразмерная независимая переменная, ε = ωE/ω0 ; RE – средний радиус
Земли. Значения первых коэффициентов gmn , hm

n (в нТ = 10−9Т), согласно [24],
таковы:

g01 = −29557, g11 = −1671.8, h1
1 = 5080, g02 = −2340,

g12 = 3047, h1
2 = −2595, g22 = 1657, h2

2 = −517.

Выражения для компонент вектора магнитной индукции b1, b2, b3 содержат пе-
риодические функции с частотами, равными 1, 2, 3. Для пояснения сути пред-
ложенного ранее подхода к исследованию систем, нестационарных по управлению,
ограничимся в выражениях (4) квадрупольным приближением, т. е. рассмотрением
только частот 1 и 2:

b1 = µ0

[(
g11 sin τ − h1

1 cos τ
)
+ ν

(
g22 sin 2τ − h2

2 cos 2τ
)]

,

b2 = −µ0

[
g01 + ν

(
g12 cos τ + h1

2 sin τ
)]

,

b3 = µ0

[
2(g11 cos τ + h1

1 sin τ) + 1.5ν
(
g22 cos 2τ + h2

2 sin 2τ − g̃02
)]
, где g̃02 = g02/

√
3.

Линеаризованные уравнения движения спутника в окрестности положения от-
носительного равновесия на круговой экваториальной орбите имеют вид [25]

ẍ1 − d̃1ẋ3 − κ̃1x1 = M1/J1,

ẍ2 − κ̃2x2 = M2/J2,

ẍ3 + d̃3ẋ1 − κ̃3x3 = M3/J3.

(5)

Здесь x1 = θ2 , x2 = θ3 , x3 = θ1 ; M1 , M2 , M3 – компоненты управляющего
момента; d̃j = dj/(1− ε) , κ̃i = κi/(1− ε)

2 , (j = 1, 2; i = 1, 2, 3), d1 = d/J1 ,
d3 = d/J3 , d = J2−J1−J3 ; κ1 = 4(J3−J2)/J1 , κ2 = 3(J3−J1)/J2 , κ3 = (J1−J2)/J3 .

В векторно-матричных обозначениях дифференциальная система (5) может
быть переписана в виде системы уравнений первого порядка, разрешенных отно-
сительно производных:

ẋ(1) = A1x
(1) + B̃1, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
,

ẋ(2) = A2x
(2) + B̃2, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
.

Здесь

A1 =


0 0 1 0
0 0 0 1

κ̃1 0 0 d̃1
0 κ̃3 −d̃3 0

 , A2 =

[
0 1
κ̃2 0

]
, B̃1 =


0
0

M1/J1
M3/J3

 , B̃2 =

[
0

M2/J2

]
.

Далее рассмотрим задачу стабилизации относительного равновесия спутника, ко-
гда управляющие моменты имеют различную физическую природу, – управление
при помощи магнитных катушек и управление моментами сил Лоренца.

2. Управление при помощи магнитных катушек

В этом случае компоненты управляющего момента M(1) имеют вид

M
(1)
1 = b3u2 − b2u3, M

(1)
2 = b1u3 − b3u1, M

(1)
3 = b2u1 − b1u2.

Собственные магнитные моменты, создаваемые магнитными катушками
u1, u2, u3 , служащие управлениями, формально независимы, однако компоненты
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механического момента M1,M2,M3 не являются независимыми (ранг матрицы
коэффициентов при управлении равен двум). Матрица управляющих коэффициен-
тов в рассматриваемой задаче не имеет полного ранга. Это является принципиаль-
ной трудностью, на что указывалось во многих работах. Поэтому без ограничения
общности можно рассматривать только две компоненты собственного магнитного
момента. Будем далее полагать, что u2 = 0 . Тогда

ẋ(1) = A1x
(1) +B1u, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
, u = [u1, u3]

⊤
, (6)

ẋ(2) = A2x
(2) +B2u, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
, (7)

B1 = µ∗

[
O2

B11

]
, B11 =

 0
−b2(τ)

J1
b2(τ)

J3
0

 , B2 = µ∗

 0 0
−b3(τ)

J2

b1(τ)

J2

 , (8)

где µ∗ =
µ0

ω2
0(1− ε)2

. Матрицы (8) коэффициентов при управлении содержат пять

независимых функций f(τ) = [1, cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ ]⊤ . Эти функции подчи-
няются системе линейных дифференциальных уравнений с постоянными коэффи-
циентами ḟ = Sf пятого порядка (m = 5). Замена переменных x =

(
f⊤ ⊗ En

)
y

(где ⊗ — символ кронекеровского произведения [26]) приводит нестационарную
систему (6), (7) к стационарной системе порядка mn = 30 [14, 15].

Замечание. Учет слагаемых с частотой 3 в выражении для индукции геомаг-
нитного поля лишь увеличит порядок приведенных стационарных систем до 42,
так как количество независимых функций будет m = 7 .

В данном случае блочная структура системы (6), (7) позволяет привести ее к
двум, связанным через управление, независимым стационарным системам порядка
N1 = 12 и N2 = 10 . Согласно [14,25], преобразование

x(1) = F⊤
1 Y1

(12×1)
, x(2) = F⊤

2 Y2
(10×1)

, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]
⊤
, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
,

F⊤
1 = f⊤

1 ⊗ E4, F
⊤
2 = f⊤

2 ⊗ E2; f
⊤
1 = [cos τ, sin τ, 1], f⊤

2 = [cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ, 1]

приводит исходную нестационарную систему (6), (7) к стационарной системе

Ẏ = GY +Byu, G = diag
(
G(1), G(2)

)
, By =

[
B(1),
B(2)

]
, (9)

G(1) = E3 ⊗A(1) − S1 ⊗ E4, G(2) = E5 ⊗A(2) − S2 ⊗ E2,

S1 =

[
S11 O12

O21 0

]
, S11 =

[
0 1
−1 0

]
, S2 =

 S11 O2 O21

O2 2S11 O21

O12 O12 0

 , (10)

B(1) =

 B
(1)
1

B
(1)
2

B
(1)
3

 , B(2) =

 B
(2)
1

. . .

B
(2)
5

 ,

B
(1)
1 = µ∗νg

1
2

[
O2

I

]
, B

(1)
2 = µ∗νh

1
2

[
O2

I

]
, B

(1)
3 = µ∗νg

0
2

[
O2

I

]
, I =

 0 − 1

J1
1

J3
0

 ,

B
(2)
1 =

µ0

J2

[
0 0

−2g11 −h1
1

]
, B

(2)
2 =

µ0

J2

[
0 0

−2h1
1 g11

]
,

B
(2)
3 =

µ0ν

J2

[
0 0

−1.5g22 −h2
2

]
, B

(2)
4 =

µ0ν

J2

[
0 0

−1.5h2
2 g22

]
, B

(2)
5 =

µ0ν

J2

[
0 0

1.5g02 0

]
.
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Здесь и далее через Em, Omn, Om обозначены единичные и нулевые матрицы раз-
мерности m× n и m×m соответственно.

Запишем систему (9) в виде пяти подсистем, связанных только через управ-
ления

Ẏ (i) = GiY
(i) +Hiu (i = 1, . . . , 5), (11)

Y (1) = [y1, . . . , y8]
⊤
, Y (2) = [y9, . . . , y12]

⊤
, Y (3) = [y13, . . . , y16]

⊤
,

Y (4) = [y17, . . . , y20]
⊤
, Y (5) = [y21, . . . , y22]

⊤
,

G1 =

[
G11 −E4

E4 G11

]
, G11 =

[
O2 E2

K1 D

]
,K1 =

[
κ̃1 0
0 κ̃3

]
,

D =

[
0 d̃16

−d̃3 0

]
, H1 =

[
B

(1)
1

B
(1)
2

]
, G2 = G11, H2 = B

(1)
3 , (12)

G3 =

[
G31 −E2

E2 G31

]
, G31 =

[
0 1
κ̃2 0

]
, H3 =

[
B

(2)
1

B
(2)
2

]
,

G4 =

[
G31 −2E2

2E2 G31

]
, H4 =

[
B

(2)
3

B
(2)
4

]
, G5 = G31, H5 = B

(2)
5 .

Система уравнений (G5, H5) относительно переменных y21, y22 содержит лишь
управление u1 . Эта система управляема.

Рассмотрим системы уравнений относительно переменных y9, . . . , y20 при на-
личии только управления u1 .

1) Система (G2, H2) управляема, если d1κ̃1 ̸= 0 (при наличии только управле-
ния u3 условие управляемости d3κ̃3 ̸= 0).

2) Система (G3, H3) управляема, если κ̃2 + 1 ̸= 0 (при наличии только управ-
ления u3 это условие управляемости сохраняется).

3) Система (G4, H4) по каждому из управлений управляема всегда.
Система (G1, H1) при d = 0 расщепляется на две подсистемы: для переменных

y1, y3, y5, y7 с управлением u3 , которая управляема, и для переменных y2, y4, y6, y8 ,
которая не является полностью управляемой.

Итак, условиями неуправляемости системы (11) при наличии одного управле-
ния являются следующие условия:

d1κ̃1 = 0 (d3κ̃3 = 0) ; κ̃2 + 1 = 0; d = 0.

Замечание. В работе [9], где использована дипольная модель геомагнитного
поля, показано, что приведенная стационарная система при движении спутника по
экваториальной орбите неуправляема.

3. Управление моментами, создаваемыми силами Лоренца

Момент лоренцевых сил относительно центра масс спутника определяется по
формуле (3). Величины v1=xq , v2=yq , v3=zq (координаты центра электрического
заряда относительно центра масс) рассматриваются как управляющие параметры.
Выражения для линеаризованного момента в уравнениях (5) имеют вид

M
(2)
1 = µ∗∗ (b2v2 + b3v3) , M

(2)
2 = −µ∗∗b2v1, M

(2)
3 = −µ∗∗b3v1.

Здесь µ∗∗ = q · µ∗ ; выражения для bi определены формулами (4).
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Линеаризованные уравнения движения в этом случае (считаем, что v3 = 0)
имеют вид, аналогичный системе (6), (7):

ẋ(1) = A1x
(1) +B1v, x(1) = [x1, x3, ẋ1, ẋ3]

⊤
, v = [v1, v2]

⊤, (13)

ẋ(2) = A2x
(2) +B2v, x(2) = [x2, ẋ2]

⊤
, (14)

B1 =

[
O2

B11

]
, B11 = µ0

k∗∗

[
0 b2/J1

b3/J3 0

]
, B2 = −µm∗

[
0 0

b2/J2 0

]
.

Замена переменных

x(1) = F⊤
3 Y1

(20×1)
, x(2) = F⊤

4 Y2
(6×1)

, x(1) = [x1x3ẋ1ẋ3]
⊤
, x(2) = [x2ẋ2]

⊤
,

F⊤
3 = f⊤

2 ⊗ E4, F⊤
4 = f⊤

1 ⊗ E2

приводит систему (13), (14) к стационарной системе 26-го порядка

Ẏ = GY +Byv, G = diag
(
G(1), G(2)

)
, By =

[
B(1)

B(2)

]
, (15)

где

G(1) = E5 ⊗A(1) − S2 ⊗ E4, G
(2) = E3 ⊗A(2) − S1 ⊗ E2, i = 1, 5,

B(1) = µ∗∗

B
(1)
1

. . .

B
(1)
5

, B(2) = µ∗∗

B
(2)
1

B
(2)
2

B
(2)
3

, B(1)
i =

[
O2

B
(1)
i1

]
, I1 =

 0
1

J1

− 1

J3
0

,
B

(1)
11 = 2g11I1, B

(1)
21 = 2h1

1I1, B
(1)
31 =

3

2
νg22I1, B

(1)
41 =

3

2
νh2

2I1, B
(1)
51 = −3

2
νg̃02I1,

B
(2)
1 =

νg12
J2

I2, B
(2)
2 =

νh1
2

J2
I2, B

(2)
3 =

g01
J2

I2, I2 =

[
0 0
1 0

]
.

(16)

Система (15), как и в случае использования магнитных катушек, состоит из
пяти, связанных только через управление, подсистем (Gi, Hi) относительно пере-
менных y1, . . . , y8 ; y9, . . . , y16 ; y17, . . . , y20 ; y25, y26 :

G1 =

[
G11 −E4

E4 G11

]
, H1 = µ∗∗


O2

B11

O2

B21

 , G2 =

[
G11 −2E4

2E4 G11

]
, H2 = µ∗∗


O2

B31

O2

B41

 , G3 = G11,

H3 = µ∗∗

[
O2

B51

]
, G4 =

[
G31 −E2

E2 G31

]
, H4 = µ∗∗

[
B

(2)
1

B
(2)
2

]
, G5 = G31, H5 = µ∗∗B

(2)
3 .

Здесь Gij и Bij и B
(2)
i определены формулами (12) и (16) соответственно.

Очевидно, что для управляемости систем (Gi, Hi) (i = 4, 5, 6) необходимо, что-
бы v1 ̸= 0 . В случае v1 = 0 системы относительно переменных y21, . . . , y26 , оче-
видно, неуправляемы. Системы (G1, H1) и (G2, H2) неуправляемы, если κ̃1 = κ̃3 .
Системы (G3, H3) и (G4, H4) неуправляемы, если κ̃2 + 1 = 0 .

В [11] показано, что если орбита экваториальная, то при использовании модели
геомагнитного поля «прямой магнитный диполь» необходимым условием управ-
ляемости является наличие лоренцевых сил. Если используются только моменты,
создаваемые магнитными катушками, система (6) стационарна и неуправляема.

В приложении рассмотрено применение предложенной методики в случае ком-
бинированного управления при одновременном использовании двух управляющих
моментов: M = M(1) +M(2) .
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4. Алгоритм стабилизации положения относительного равновесия
спутника

Алгоритм стабилизации построим на основе приведенных стационарных систем.
Предположим, что стационарные системы управляемы. Управление сформируем в
виде обратной связи с постоянными коэффициентами. Такое управление обеспечит
асимптотическую устойчивость приведенной стационарной системы. Стабилизи-
рующее управление u(τ) построим в виде обратной связи по состоянию

u = −KyY (τ), (17)

а матрицу коэффициентов управления Ky =const выберем так, чтобы замкнутая
система

Ẏ = (G−BKy)Y

была асимптотически устойчивой.
Постоянную матрицу Ky можно выбрать, например, так, чтобы характеристи-

ческий многочлен замкнутой системы совпал с любым наперед заданным многочле-
ном n -ой степени с действительными коэффициентами. Другой вариант построе-
ния управления – выбор коэффициентов обратной связи из условия минимума
квадратичного функционала

Φ =
1

2

∫ ∞

0

[
Y ⊤(t)QY (t) + u⊤(t)Ru(t)

]
dt. (18)

Здесь Q и R – заданные неотрицательно и положительно определенные постоян-
ные матрицы соответственно. Оптимальное управление имеет вид (17), где

Ky = R−1ByP.

Матрица P является положительно определенным решением матричного алге-
браического уравнения Риккати

PG+G⊤P − PByR
−1By

⊤P +Q = 0.

Синтезированное управляющее воздействие является функцией перемен-
ных Y (τ) стационарной системы более высокого порядка, чем исходная нестацио-
нарная система (n = 6). Для введения управления непосредственно в исходную
систему следует выразить вектор Y (τ) через исходный вектор состояния x(τ) и
некоторый дополнительный вектор. Размерность стационарной системы в случае
использования моментов магнитных катушек N1 = 22 и N2 = 26 в случае исполь-
зования моментов сил Лоренца. Введем дополнительные векторы ξ(i) (ξ(1)(16× 1)
в первом случае и ξ(2)(20×1) во втором). Тогда можно ввести ограниченные невы-
рожденные преобразования

X(i) = T (i)Y (i) (i = 1, 2), где X(i) =
[
x, ξ(i)

]⊤
, x = [x1, x3, ẋ1, ẋ3, x2, ẋ2]

⊤
.

Выражения для матриц T (i) приведены ниже.
Затем можно построить расширенную нестационарную систему относительно

вектора X(i) , включающую исходные системы (6), (7) или (13), (14) как под-
системы

Ẋ(i) = AXX(i) +BXu, (19)
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и ввести управление, найденное для соответствующих стационарных систем, в виде

u = −Ki
Y T

−1
i X(i). (20)

Расширенная нестационарная система (19), замкнутая управлением (20), имеет вид

Ẋ =
(
Ṫ + T (G−ByKY )

)
T−1X. (21)

Нестационарная система (21), в силу выбора коэффициентов управления и огра-
ниченности преобразования T , асимптотически устойчива.

4.1. Преобразование уравнений в случае магнитного управления.
Построим преобразование X = TY для управления магнитными катушками (верх-
ний индекс для краткости опускаем). В этом случае вектор расширенной нестацио-
нарной системы X представим в виде совокупности векторов

X =

[
X(1)

X(2)

]
, X(1) =

[
x(1)

ξ(1)

]
=
[
x(1), ξ

(1)
11 , ξ

(1)
12

]⊤
, X(2) =

[
x(2), ξ

(1)
21 , ξ

(1)
22 , ξ

(1)
23 , ξ

(1)
24

]⊤
,

ξ
(1)
11 (4× 1), ξ

(1)
12 (4× 1), ξ

(1)
21 (2× 1), ξ

(1)
22 (2× 1), ξ

(1)
23 (2× 1), ξ

(1)
24 (2× 1).

Дополнительные векторы можно построить различными способами, но так, что-
бы матрица преобразования T была невырожденной и ограниченной. Матрицу
T = diag (T1, T2) можно сформировать, например, в виде

X = TY, T1
12×12

=

 F⊤
1

P⊤
11

P⊤
12

 , T2
10×10

=


F⊤
2

P⊤
21

. . .
P⊤
24

 , (22)

P⊤
1j = F⊤

1 Hj
1 , P

⊤
2k = F⊤

2 Hk
2 (j = 1, 2, k = 1, ..., 4),

F⊤
1 = f⊤

1 ⊗ E4, F
⊤
2 = f⊤

2 ⊗ E2; f
⊤
1 = [cos τ, sin τ, 1], f⊤

2 = [cos τ, sin τ, cos 2τ, sin 2τ, 1],

H1 = S⊤
1 ⊗ E4, H2 = S⊤

2 ⊗ E2.

В уравнениях (21) матрицы Ṫ = diag(Ṫ1, Ṫ2) представимы в виде

Ṫ1 =

 Ḟ⊤
1

Ṗ⊤
11

Ṗ⊤
12

 , Ṫ2 =


Ḟ⊤
2

Ṗ⊤
21

. . . .

Ṗ⊤
24

 . (23)

С учетом того, что ḟ⊤
i = f⊤

i Si (i = 1, 2) , имеем

Ḟ⊤
1 = f⊤

1 S⊤
1 ⊗ E4, Ṗ⊤

11 = Ḟ⊤
1 H1, Ṗ⊤

12 = Ḟ⊤
1 H2

1 ,

Ḟ⊤
2 = f⊤

2 S⊤
1 ⊗ E2, Ṗ⊤

21 = Ḟ⊤
2 H2, . . . , Ṗ

⊤
24 = Ḟ⊤

2 H4
2 .

Таким образом, все элементы замкнутой расширенной нестационарной системы
определены.
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4.2. Преобразование уравнений в случае лоренцева управления. Для
управления при помощи моментов лоренцевых сил преобразование, приводящее
систему (13), (14) к стационарным системам, имеет вид

X = TY, T = diag (T1, T2) , T1
20×20

=


F⊤
3

P⊤
31

. . .
P⊤
34

 , T2
6×6

=

 F⊤
4

P⊤
41

P⊤
42

 , (24)

F⊤
3 = f⊤

2 ⊗ E4, F⊤
4 = f⊤

1 ⊗ E2,

P⊤
3j = F⊤

3 Hj
2 , P⊤

4k = F⊤
4 H⊤

1 (j = 1, . . . , 4, k = 1, 2).

В этом случае блоки матрицы Ṫ = diag
(
Ṫ1, Ṫ2

)
в уравнениях (21) имеют вид

T1
20×20

=


Ḟ⊤
3

Ṗ⊤
31

· · ·
Ṗ⊤
34

 , T2
6×6

=

 Ḟ⊤
4

Ṗ⊤
41

Ṗ⊤
42

 , (25)

где
Ḟ⊤
3 = f⊤

2 S⊤
2 ⊗ E4, Ṗ⊤

31 = Ḟ⊤
3 H2, Ṗ⊤

12 = Ḟ⊤
3 H2

2 ,

Ḟ⊤
4 = f⊤

1 S⊤
1 ⊗ E2, Ṗ⊤

41 = Ḟ⊤
4 H1, . . . , Ṗ⊤

44 = Ḟ⊤
4 H4

1 .

Все элементы замкнутой расширенной нестационарной системы определены по
формулам (21), (24), (25).

5. Компьютерное моделирование

Предложенные алгоритмы стабилизации имеют ряд достоинств:
– управление строится для приведенных стационарных систем в виде обрат-

ной связи с постоянными коэффициентами. Оно обеспечивает асимптотическую
устойчивость стационарной системы;

– выбор коэффициентов обратной связи в законе управления стационарной си-
стемой осуществляется либо в соответствии со стандартной процедурой LQR (при
этом требуется задать лишь параметры функционалов), либо путем назначения
корней характеристического уравнения стационарной системы.

При выборе параметров управления следует учитывать ограничения, связанные
с требованиями к технической реализации управления.

Здесь при моделировании выберем параметры функционала в оптимальном
управлении такими, чтобы управляющие моменты в среднем были по модулю того
же порядка, что и гравитационные моменты.

Задача стабилизации относительного равновесия моделировалась для случаев
использования собственных магнитных моментов, создаваемых при помощи маг-
нитных катушек, и моментов сил Лоренца.

Моделирование проведено при помощи стандартного пакета Matlab 7.1. Коэф-
фициенты управления выбраны на основе стандартной программы LQR для соот-
ветствующих стационарных систем:

1) для управления магнитными катушками – (6), (7) порядка N1 = 22 ;
2) при управления моментами сил Лоренца – (13), (14) порядка N2 = 26 .
Построенные управления введены в нестационарную систему (21) при помощи

преобразований (22) и (24).
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5.1. Моделирование в случае магнитного управления. Для случая ис-
пользования магнитных катушек матрицы функционала (18) имеют вид Q =
diag(γ1E12, γ2E10) , R = βE2 . Начальные отклонения по углам x1(0) = x3(0) = 0.15 ,
x2(0) = 0.16 ; по скоростям ẋ1(0) = ẋ3(0) = 0.1 , ẋ2(0) = −0.1 .

На рис. 1, 2 представлено поведение координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управ-
ления u(τ) для спутника с тензором инерции J = [5.8 3.6 2.5] кг · м2 [28].

Рис. 1. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 1.0

Рис. 2. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 100.0

На рис. 1 г), 2 г) показано, как величина параметра β влияет на величину управ-
ления u(τ) . На рис. 3, 4 показаны результаты моделирования процессов стабили-
зации для спутника с тензором инерции J = [1600 1000 800] кг · м2 [9, 25, 27].

Рис. 3. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 0.01 ; β = 0.01

Увеличение параметра β позволило уменьшить величину управления, но время
стабилизации при этом увеличилось.

5.2. Моделирование в случае лоренцева управления. В том случае,
когда для управления используются моменты, создаваемые за счет сил Лоренца,
действующих на заряженный экран спутника, матрицы функционала (18) имеют
вид Q = diag(γ1E20, γ2E6) , R = βE2 . Начальные отклонения по углам x1(0) =
x3(0) = 0.15 , x2(0) = 0.16 ; по скоростям ẋ1(0) = ẋ3(0) = ẋ2(0) = −0.1 .

На рис. 5 представлено поведение координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управле-
ния u(τ) для спутника с тензором инерции J = [5.8 3.6 2.5] кг · м2 [27].
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Рис. 4. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ1 = 0.1 , γ2 = 1.0 ; β = 100.0

Рис. 5. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0

Для спутника с тензором инерции J = [1600 1000 800] кг · м2 [10, 25] поведение
координат, скоростей xi(τ), ẋi(τ) и управления u(τ) представлено на рис. 6.

Рис. 6. Поведение переменных xi(τ), ẋi(τ) и u(τ) : а) x1(τ), ẋ1(τ) ; б) x3(τ), ẋ3(τ) ;
в) x2(τ), ẋ2(τ) ; г)u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0

Проведенное математическое моделирование подтвердило эффективность пред-
ложенных алгоритмов стабилизации.

Заключение

Для достаточно полной модели геомагнитного поля исследована задача стаби-
лизации положения относительного равновесия спутника в орбитальной системе
координат как при использовании собственного магнитного момента спутника, так
и момента сил Лоренца.

Предложен строгий аналитический подход к решению указанной задачи стаби-
лизации, который позволяет синтезировать управление, обеспечивающее асимпто-
тическую устойчивость рассматриваемого движения. Преимущество предлагаемо-
го подхода заключается в его конструктивности и возможности алгоритмизации.
Приведенные результаты компьютерного моделирования подтвердили эффектив-
ность предложенной методики.
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Приложение

При комбинированном управлении, использующем одновременно возможности
двух управляющих моментов – собственного магнитного момента и лоренцева мо-
мента, приведенная стационарная система имеет порядок mn = 30 :

Ż = LZ +HU, Z(30× 1), U = [u1u3v1v2]
T,

L = diag( G̃1
(8×8)

, G̃2
(8×8)

, G̃3
(4×4)

G3
(4×4)

, G4
(4×4)

, G5
(2×2)

),

H = [H(1)TH(2)TH(3)TH(4)TH(5)TH(6)T]T,

H(1) =


O24

H1
1

O24

H1
2

 , H1
1 =

[
0 −µ

νg1
2

J1
0 µ∗

νg1
2

J1

−µ
νg1

2

J3
0 −µ∗

2g1
1

J3
0

]
,

H1
2 =

[
0 µ

νh1
2

J1
0 µ∗

νh1
2

J1

µ
νh1

2

J3
0 −µ∗

2h1
1

J3
0

]
,

H(3) =

[
O24

H3
1

]
, H3

1 =

[
0 µ

g0
1

J1
0 −µ∗

3νg̃0
2

2J1

−µ
g0
1

J3
0 µ∗

3νg̃0
2

2J3
0

]
,

H(4) =
1

J2


0 0 0 0

−2µg11 −µh1
1 µ∗νg

1
2 0

0 0 0 0
−2µh1

1 µg11 µ∗νh
1
2 0

 , H(5) =
−µν

J2


0 0 0 0

1, 5g22 h2
2 0 0

0 0 0 0
1, 5h2

2 −g22 0 0

 ,

H(6) =
1

J2

[
0 0 0 0

1, 5µνg02 0 µ∗g
0
1 0

]
.
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Abstract

A satellite moving along a circular Keplerian orbit in near-Earth space was explored,
focusing on its attitude stabilization in the orbital coordinate system using the intrinsic
magnetic and Lorentz force moments. Fluctuations in geomagnetic induction that occur as
the satellite orbits cause the coefficients in the dynamical equations governing the satellite’s
attitude motion to vary over time. The results show that, although the linearized system of
differential equations of the satellite’s motion is non-stationary, it can be reduced to a stationary
system of higher order, which holds even for high-precision multipole models of the geomagnetic
field. Thus, a control law design was proposed to stabilize the satellite. The controllability of
the system was analyzed, and an optimal stabilization algorithm based on the LQR method was
developed. The effectiveness of the proposed approach was validated by computer modeling.

Keywords: satellite, satellite attitude stabilization, geomagnetic field, controllability,
optimal control
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Figure Captions

Fig. 1. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 1.0 .

Fig. 2. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 100.0 .

Fig. 3. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 0.01 ; β = 0.01 .

Fig. 4. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ1 = 0.1 , γ2 = 1.0 ; β = 100.0 .

Fig. 5. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0 .

Fig. 6. Behavior of variables xi(τ), ẋi(τ) , and u(τ) : a) x1(τ), ẋ1(τ) ; b) x3(τ), ẋ3(τ) ;
c) x2(τ), ẋ2(τ) ; d) u(τ) , γ = 1.0 ; β = 5.0 .
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