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Аннотация

Исследованы положительные неподвижные точки интегральных операторов типа Гам-
мерштейна с вырожденным ядром в пространстве непрерывных функций C[0, 1] . Задача
о количестве положительных неподвижных точек интегрального оператора типа Гам-
мерштейна сведена к изучению положительных корней многочленов с вещественными
коэффициентами. Рассмотрена модель на дереве Кэли с взаимодействиями ближайших
соседей и множеством [0, 1] значений спина. Доказана единственность трансляционно-
инвариантной меры Гиббса для данной модели.

Ключевые слова: неподвижная точка, интегральный оператор Гаммерштейна, де-

рево Кэли, мера Гиббса, трансляционно-инвариантная мера Гиббса

Введение

Хорошо известно, что интегральные уравнения имеют широкое применение в
технике, механике, физике, экономике, оптимизации, автомобильном движении,
биологии, теории массового обслуживания и т. д. (см. [1–5]). Теория интегральных
уравнений быстро развивается с помощью инструментов функционального ана-
лиза, топологии и теории неподвижной точки. Поэтому для получения решения
нелинейного интегрального уравнения используется множество различных мето-
дов. Некоторые методы обсуждения и получения решений интегрального уравне-
ния Гаммерштейна можно найти в [6–14]. Существование положительных решений
абстрактных интегральных уравнений типа Гаммерштейна обсуждается в [10].

Пусть C+[0, 1] = {f(t) ∈ C[0, 1] : f(t) ≥ 0}. Рассмотрим интегральный оператор
типа Гаммерштейна Hk (k ∈ N), действующий на конусе C+[0, 1] по правилу

(Hkf) (t) =

1
Z

0

K(t, u)fk(u)du, (1)

где ядро K(t, u) – строго положительная непрерывная функция на [0, 1]× [0, 1].
Существование нетривиальных положительных неподвижных точек оператора

типа Гаммерштейна (1) следует из теоремы 44.8, приведенной в работе [4].
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Настоящая работа посвящена изучению количества положительных неподвиж-
ных точек интегрального оператора типа Гаммерштейна с вырожденным яд-
ром вида

K(t, u) = ϕ1(t)ψ1(u) + ϕ2(t)ψ2(u), (2)

где ϕ1 (t) , ϕ2 (t) и ψ1 (t) , ψ2 (t) – попарно линейно независимые и положительные
непрерывные функции.

Отметим, что при k = 2, 3, 4 получены результаты о количестве положитель-
ных неподвижных точек нелинейных интегральных операторов типа Гаммерштей-
на H2, H3 и H4 (см. [15–17]).

Краткое содержание этой статьи: в разделе 1 изучена разрешимость интеграль-
ного уравнения типа Гаммерштейна с вырожденным ядром (2) на конусе C+[0, 1]

Hkf = f, k > 1.

В разделе 2 рассмотрена система нелинейных алгебраических уравнений с дву-
мя неизвестными. Проблема разрешимости системы нелинейных алгебраических
уравнений приведена к исследованию положительных корней полинома поряд-
ка k + 1 . В разделе 3 представлены результаты, применимые к исследованию мер
Гиббса для моделей на дереве Кэли Γk порядка k ∈ N .

1. Интегральное уравнение типа Гаммерштейна с вырожденным

ядром

В этом разделе обсуждено существование положительного решения интеграль-
ного уравнения типа Гаммерштейна с вырожденным ядром.

Обозначим C0
+[0, 1] = C+[0, 1] \ {θ}, где θ(x) ≡ 0 при всех x ∈ [0, 1]. Пусть

функции ϕ1 (t) , ϕ2 (t) , ψ1 (t) , ψ2 (t) принадлежат C0
+[0, 1]. Рассмотрим следую-

щий интегральный оператор типа Гаммерштейна Hk, (k ∈ N) на конусе C+[0, 1] :

(Hkf) (t) =

1
Z

0

(ϕ1 (t)ψ1 (u) + ϕ2 (t)ψ2 (u))f
k (u) du. (3)

Целю работы является исследование количества положительных неподвижных
точек интегрального оператора типа Гаммерштейна (3).

Определим положительные числа ai и bi следующим образом:

ai =

1
Z

0

ψ1 (u)ϕ
k−i
1 (u)ϕi

2 (u) du, bi =

1
Z

0

ψ2 (u)ϕ
k−i
1 (u)ϕi

2 (u) du,

где i ∈ {0, 1, 2, ..., k} .
Рассмотрим отображение Qk в двумерном вещественном пространстве R

2 :

Qk (x, y) =

 

k
X

i=0

Ci
kaix

k−iyi,
k

X

i=0

Ci
kbix

k−iyi

!

,

где Ci
k = k!

(k−i)!i! (биномиальный коэффициент).

Обозначим количество положительных неподвижных точек оператора T через
Nfix

+ (T ) . Положим
R

2
> =

�

(x, y) ∈ R
2 : x > 0, y > 0

	

.
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Лемма 1. Пусть k ≥ 2 . Интегральный оператор типа Гаммерштейна (3)
имеет нетривиальную положительную неподвижную точку тогда и только то-
гда, когда отображение Qk имеет нетривиальную положительную неподвиж-
ную точку и справедливо равенство Nfix

+ (Hk) = Nfix
+ (Qk) .

Доказательство. Необходимость. Пусть f (t) ∈ C0
+[0, 1] – нетривиальная поло-

жительная неподвижная точка интегрального оператора типа Гаммерштейна (3).
Введем следующие обозначения:

c1 =

1
Z

0

ψ1 (u) f
k (u)du, (4)

c2 =

1
Z

0

ψ2 (u) f
k (u)du. (5)

Ясно, что c1 > 0, c2 > 0 . Тогда неподвижная точка интегрального оператора
типа Гаммерштейна (3) имеет вид

f(t) = φ1(t)c1 + φ2(t)c2,

и также справедливо равенство f(t) ∈ C>[0, 1] = {f(t) ∈ C[0, 1] : f(t) > 0, t ∈ [0, 1]} .
Таким образом, для параметров c1, c2 из равенства (4) и (5) имеем следующие два
тождества:

c1 =
k

X

i=0

Ci
kaic

k−i
1 ci2, c2 =

k
X

i=0

Ci
kbic

k−i
1 ci2.

Следовательно, точка (c1, c2) ∈ R
2
> является неподвижной точкой нелинейного

оператора Qk.
Достаточность. Предположим, что точка ω = (x0, y0) является нетривиальной

положительной неподвижной точкой нелинейного оператора Qk и числа x0, y0 удо-
влетворяют равенствам

k
X

i=0

Ci
kaix

k−i
0 yi0 = x0,

k
X

i=0

Ci
kbix

k−i
0 yi0 = y0.

Легко проверить, что функция f0(t) = φ1(t)x0 + φ2(t)y0 является неподвижной
точкой интегрального оператора Hk (3) и f0(t) ∈ C>[0, 1] при ω ∈ R

2
> .

Лемма доказана.

Теорема 1. Пусть k ≥ 2. Количество положительных неподвижных точек
нелинейного интегрального оператора типа Гаммерштейна (3) равно количеству
положительных корней следующего многочлена

Pk+1(ξ) = akξ
k+1 +

k−1
X

i=0

k!

(k − i− 1)!i!

�

ak−i−1

i+ 1
− bk−i

k − i

�

ξk−i − b0.

Доказательство теоремы 1 следует из лемм 2 и 3 второго раздела. Из теоре-
мы 1 и правила Декарта для количества положительных корней многочленов с
вещественными коэффициентами (см. [18], сс. 27 – 29) следует следующая теорема.
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Теорема 2. Пусть k ≥ 2.

1) Нелинейный интегральный оператор типа Гаммерштейна (3) имеет как
минимум одну положительную неподвижную точку;

2) если для всех индексов i ∈ {1, . . . , k} выполняются неравенства

ai−1

bi
≤ k − i+ 1

i
или

ai−1

bi
≥ k − i + 1

i
,

то интегральный оператор типа Гаммерштейна (3) имеет единственную поло-
жительную неподвижную точку;

3) для количества Nfix
+ (Hk) положительных неподвижных точек инте-

грального оператора (3) выполняются следующие свойства:

a) если k счетно, то 1 ≤ Nfix
+ (Hk) ≤ k + 1;

b) если k несчетно, то 1 ≤ Nfix
+ (Hk) ≤ k.

Доказательство. По теореме 1 для количества положительных неподвижных то-
чек интегрального оператора (3) достаточно исследовать количество положитель-
ных корней многочлена Pk+1 .

1) Видно, что Pk+1(0) = −b0 < 0 и Pk+1(+∞) = +∞ . Тогда по теореме Ролля
существует такое c > 0 , что Pk+1(c) = 0 .

2) Согласно правилу Декарта число положительных корней многочлена Pk+1

не превосходит числа перемен знака в последовательности коэффициентов

ak, k

�

ak−1 −
bk
k

�

,
k(k − 1)

2

�

ak−2

2
− bk−1

k − 2

�

, ...,−b0.

Учитывая, что ak > 0, −b0 < 0 , для единственности смены знака достаточно

предположить, что все члены последовательности
n

ai−1

k−i+1 − bi
i

ok

i=1
не изменяют

знаки.

3) Ясно, что многочлен Pk+1 может иметь до k + 1 положительных корней.
Заметим, что если k несчетно, то многочлен Pk+1 имеет один отрицательный
корень.

Положим

di =
ai−1

k − i+ 1
− bi

i
, i ∈ {1, 2, · · ·, k}.

Следствие 1. Пусть k ≥ 2.

а) Если для чисел d1, d2, · · ·, dk справедливы соотношения d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dk ,
то интегральный оператор типа Гаммерштейна (3) имеет единственную поло-
жительную неподвижную точку;

б) если для чисел d1, d2, · · ·, dk справедливы соотношения d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dk,

то для количества положительных неподвижных точек Nfix
+ (Hk) нелинейно-

го интегрального оператора типа Гаммерштейна (3) выполняется неравенство

Nfix
+ (Hk) ≤ 3 .

Следствие 2. Пусть k ≥ 2. Если существуют такие два положительных
числа ξ1, и ξ2 , что Pk+1(ξ1)Pk+1(ξ2) ≤ 0, то Nfix

+ (Hk) ≥ 2.
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2. Система нелинейных алгебраических уравнений с двумя

неизвестными

В этом разделе мы изучим разрешимость системы нелинейных алгебраических
уравнений с двумя неизвестными. Рассмотрим следующую систему нелинейных
алгебраических уравнений с неизвестными x, y ∈ R :

 

 

 

 

 

 

 

k
P

i=0

Ci
kaix

k−iyi = x,

k
P

i=0

Ci
kbix

k−iyi = y,

где ai > 0, bi > 0 для всех i = 1, k.

Лемма 2. Если ω = (x0, y0) ∈ R
2
> является неподвижной точкой операто-

ра Qk , то ξ0 = y0

x0

является корнем уравнения

akξ
k+1 +

k−1
X

i=0

k!

(k − i− 1)!i!

�

ak−i−1

i+ 1
− bk−i

k − i

�

ξk−i − b0 = 0. (6)

Доказательство. Пусть ω = (x0, y0) ∈ R
2
> – неподвижная точка оператора Qk .

Тогда
k
X

i=0

Ci
kaix

k−i
0 yi0 = x0,

k
X

i=0

Ci
kbix

k−i
0 yi0 = y0.

Обозначив y0 = ξ0x0 , получим следующие равенства

k
X

i=0

Ci
kaix

k−i
0 ξi0x

i
0 = x0,

k
X

i=0

Ci
kbix

k−i
0 ξi0x

i
0 = ξ0x0.

Следовательно, получим

xk0

 

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0

!

= x0, xk0

 

k
X

i=0

Ci
kbiξ

i
0

!

= ξ0x0.

Отсюда следует

1

ξ0
=

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0/

k
X

i=0

Ci
kbiξ

i
0,

или

akξ
k+1
0 +

k
X

i=1

(

Ci−1
k ai−1 − Ci

kbi
�

ξi0 − b0 = 0.

После элементарных преобразований последнее равенство можно переписать в виде

akξ
k+1
0 +

k−1
X

i=0

k!

(k − i− 1)!i!

�

ak−i−1

i+ 1
− bk−i

k − i

�

ξk−i
0 − b0 = 0.

Лемма 2 доказана.
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Лемма 3. Если ξ0 является положительным корнем уравнения (6), то точка
ω0 = (x0, ξ0x0) ∈ R

2
> является неподвижной точкой оператора Qk , где

x0 = 1/ k−1

v

u

u

t

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0. (7)

Доказательство. Пусть ξ0 > 0 и ξ0 является положительным корнем уравне-
ния (6). Положим y0 = ξ0x0 и ω0 = (x0, ξ0x0) . Из равенств y0 = ξ0x0 и (7)
получим

k
X

i=0

Ci
kaix

k−i
0 yi0 =

k
X

i=0

Ci
kaix

k−i
0 (ξ0x0)

i
= xk0

 

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0

!

= 1/ k−1

v

u

u

t

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0,

т. е.
k
P

i=0

Ci
kaix

k−i
0 yi0 = x0. С другой стороны,

akξ
k+1 +

k−1
X

i=0

k!

(k − i− 1)!i!

�

ak−i−1

i+ 1
− bk−i

k − i

�

ξk−i − b0 = 0.

Тогда, заменив j = k − i, получим

k
X

j=0

k!

(k − j)!j!
bjξ

j
0 =

k
X

j=0

k!

(k − j)!j!
ajξ

j+1
0 = ξ0

 

 

k
X

j=0

Cj
kajξ

j
0

 

 .

Из последнего равенства имеем

k
X

i=0

Ci
kbix

k−i
0 yi0 =

k
X

i=0

Ci
kbix

k−i
0 (x0ξ0)

i
= xk0

 

k
X

i=0

Ci
kbiξ

i
0

!

=

=

 

 1/ k−1

v

u

u

t

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0

 

 

k
 

k
X

i=0

k!

(k − i)!i!
biξ

i
0

!

=

=
1

 

k−1

s

k
P

i=0

Ci
kaiξ

i
0

!k
ξ0

 

k
X

i=0

Ci
kaiξ

i
0

!

=
ξ0

k−1

s

k
P

i=0

Ci
kaiξ

i
0

= ξ0x0 = y0.

Это завершает доказательство леммы 3.

3. Приложение: трансляционно-инвариантные меры Гиббса

для моделей на дереве Кэли Γk

Дерево Кэли Γk = (V, L) порядка k ∈ N – это бесконечное дерево, т. е. граф
без циклов, из каждой вершины которого выходит ровно k+1 ребро. Здесь V яв-
ляется множеством вершин, а L – множество ребер (дуг). Мы рассмотрим модель,
где спиновые переменные принимают значения из множества [0,1] и расположе-
ны на вершинах дерева Кэли Γk . Для A ⊂ V конфигурация σA на A является
произвольной функцией σA : A → [0, 1] . Обозначим через ΩA = [0, 1]

A
множество
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всех конфигураций на A . Тогда конфигурация σ на V определяется как функция
x ∈ V 7→ σ(x) ∈ [0, 1] ; множество всех конфигураций совпадает с [0, 1]V .

Рассмотрим модель H на Γk по равенству

H(σ) = −J
X

hx,yi∈L

ξσ(x),σ(y), σ ∈ ΩV , (8)

где J ∈ R\{0} и ξ : (u, v) ∈ [0, 1]
2 → ξu,v ∈ R является ограниченной, измеримой

функцией. Как обычно, hx, yi представляет ближайшие соседние вершины.
Говорят, что x < y , если путь из x0 в y проходит через x . При этом вершина y

называется ¾прямым потомком¿ вершины x , если y > x и x, y являются бли-
жайшими соседями. Множество прямых потомков вершин x обозначим как S(x) .
Заметим, что любая вершина x 6= x0 имеет k прямых потомков, а x0 имеет k + 1
таковых.

Пусть h : x ∈ V 7→ hx = (ht,x, t ∈ [0, 1]) ∈ R
[0,1] является отображением

вершины x ∈ V \{x0} .
Теперь рассмотрим следующее уравнение

f(t, x) =
Y

y∈S(x)

R 1

0
exp(Jβξtu)f(u, y)du

R 1

0 exp(Jβξ0u)f(u, y)du
, (9)

где f(t, x) = exp(ht,x − h0,x), t ∈ [0, 1] , и du = λ(du) – мера Лебега.
Известно, что для расщепленной меры Гиббса модели (8) необходимо и доста-

точно существование решения уравнения (9) для любого x ∈ V \ {x0} . Таким
образом, мы знаем, что мера Гиббса µ для модели (8) зависит от функции f(t, x)
и каждая мера Гиббса соответствует решению f(t, x) уравнения (9).

Подробное определение расщепления меры Гиббса для моделей с взаимодей-
ствиями ближайших соседей и континуальным множеством значений спина на де-
реве Кэли Γk приведено в [19–21]. В дальнейшем будем использовать название
меры Гиббса вместо расщепления меры Гиббса.

Обратим внимание, что анализировать решения уравнений (9) сложно. Слож-
ность зависит от заданной функции ξ – модели (8). Изучим меры Гиббса моде-
ли (9) в случае f(t, x) = f(t) для всех x ∈ S(x) . Такая мера Гиббса называется
трансляционно-инвариантной.

Для трансляционно-инвариантных функций уравнение (9) можно записать
в виде

(Rkf)(t) :=

 

R 1

0 K(t, u)f(u)du
R 1

0
K(0, u)f(u)du

!k

= f(t), (10)

где K(t, u) = exp(Jβξtu) > 0, f(t) > 0, t, u ∈ [0, 1].
Отметим, что каждое положительное решение уравнения (10) соответствует

трансляционно-инвариантной мере Гиббса для модели (9) (см. [22], замечание 3.3).
Таким образом, количество положительных непрерывных решений уравнения (10)
даст нам количество трансляционно-инвариантных мер Гиббса.

Обобщив результаты работ [19, 22, 23], получим следующую теорему.

Теорема 3. Пусть k ≥ 2. Интегральное уравнение (10) имеет нетри-
виальное положительное решение тогда и только тогда, когда интегральный
оператор (1) имеет нетривиальную положительную неподвижную точку и

Nfix
> (Rk) = Nfix

> (Hk).
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Доказательство. Уравнение (10) имеет по крайней мере одно решение на C0
+[0, 1]

(см. [23], теорема 3.5).

Необходимость. Предположим, что k ≥ 2 и функция f(t) ∈ C0
+[0, 1] является

решением уравнения (10). Тогда f(0) = 1, и также для

g(t) =
k

p

f(t)
k−1
√
λ

выполняется

(Hkg)(t) = g(t),

где λ =
R 1

0 K(0, u)f(u)du > 0 . Это указывает, что если уравнение (10) имеет реше-
ние на C0

+[0, 1] , то соответственно найдется неподвижная точка оператора Hk на
C0

+[0, 1] .

Достаточность. Пусть k ≥ 2 и функция g = g(t) ∈ C0
+[0, 1] является неподвиж-

ной точкой оператора Hk . Из строгой положительности ядер получим соотношение
1
R

0

K(0, u)gk(u)du = g(0) > 0 . Тогда для функции

f(t) =

�

g(t)

g(0)

�k

справедливо следующее равенство

(Rkf) (t) =

 

 

 

 

 

1
R

0

K(t, u)f(u)du

1
R

0

K(0, u)f(u)du

 

 

 

 

 

k

=

 

 

 

 

 

1
R

0

K(t, u)gk(u)du

1
R

0

K(0, u)gk(u)du

 

 

 

 

 

k

=

�

g(t)

g(0)

�k

= f(t).

Это показывает, что если оператор Hk (1) имеет неподвижную точку на C0
+[0, 1] ,

то уравнение (10) имеет решение на C0
+[0, 1] .

Учитывая теорему 3, имеем следующее следствие.

Следствие 3. Пусть k ≥ 2. Для количества N tigm(H) трансляционно-
инвариантных мер Гиббса модели (8) справедливо равенство

N tigm(H) = Nfix
+ (Hk).

Рассмотрим трансляционно-инвариантные меры Гиббса для следующей модели
на дереве Кэли Γk :

H(σ) = − 1

β

X

<x,y>∈L

ln (a+ bσ(x)σ(y)) , (11)

где параметры a и b удовлетворяют условиям a > 0, b > 0 и β = T−1, T –
температура, T > 0.

Теорема 4. Модель (11) имеет единственную трансляционно-инвариантную
меру Гиббса для всех k ∈ N .
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Доказательство. Для ядра K(t, u) интегрального оператора Гаммерштейна Hk

имеем
ϕ1 (t) = 1, ψ1 (t) = a, ϕ2 (t) = t, ψ2 (t) = bt.

Таким образом, нам необходимо рассмотреть следующий оператор типа Гам-
мерштейна:

(Hkf)(t) =

1
Z

0

(a+ btu)fk(u)du. (12)

Следовательно, для ai и bi получим (см. раздел 1)

ai = a

1
Z

0

uidu =
a

i+ 1
, i ∈ {0, 1, 2, · · ·, k},

bi = b

1
Z

0

ui+1du =
b

i+ 2
, i ∈ {0, 1, 2, · · ·, k}.

Положим

di =
ai−1

k − i+ 1
− bi

i
=

1

i

�

a

k − i + 1
− b

i + 2

�

, i ∈ {1, 2, · · ·, k}.

Определим функцию

h(x) =
a

k − x+ 1
− b

x+ 2

на [1, k]. Тогда имеем

h′(x) =
a

(k − x+ 1)2
+

b

(x+ 2)2
, x ∈ [1, k].

Отсюда получим h′(x) > 0 для всех x ∈ [1, k] . Следовательно, функция h(x)
возрастает на множестве [1, k]. Таким образом, для чисел d1, d2, · · ·, dk имеем сле-
дующие неравенства

d1 ≤ d2 ≤ · · · ≤ dk.

Тогда по теореме 2 интегральный оператор (12) имеет единственную положи-
тельную неподвижную точку. Это означает, что модель (11) имеет единственную
трансляционно-инвариантную меру Гиббса для всех k ∈ N .
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Abstract

Positive fixed points of the Hammerstein integral operators with a degenerate kernel in the
space of continuous functions C[0, 1] were explored. The problem of determining the number
of positive fixed points of the Hammerstein integral operator was reduced to analyzing the
positive roots of polynomials with real coefficients. A model on a Cayley tree with nearest-
neighbor interactions and with the set [0, 1] of spin values was considered. It was proved that
a unique translation-invariant Gibbs measure exists for this model.

Keywords: fixed point, Hammerstein integral operator, Cayley tree, Gibbs measure,

translation-invariant Gibbs measure
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https://doi.org/10.1007/978-3-0348-8411-2_3.

12. Appell J., Kalitvin A.S. Existence results for integral equations: Spectral methods vs.
fixed point theory. Fixed Point Theory, 2006, vol. 7, no. 2, pp. 219–234.

13. Bugajewski D. On BV-solutions of some nonlinear integral equations. Integr. Equations

Oper. Theory, 2003, vol. 46, no. 4, pp. 387–398.
https://doi.org/10.1007/s00020-001-1146-8.
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