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Аннотация

Решена задача о колебании пластин и оболочек с массой, присоединенной в точке.
При построении математической модели использована гипотеза недеформируемых нор-
малей, на основе которой выведена система разрешающихся динамических уравнений
оболочки с массой, где неизвестными являются прогиб и функция напряжения. За-
дача решена численно-аналитически. В соответствии с граничными условиями прогиб
оболочки представлен в виде двойных тригонометрических рядов. Переход от исходной
динамической системы к решению конечной системы обыкновенных дифференциальных
уравнений осуществлен с помощью метода Бубнова –Галеркина. Для интегрирования по
времени применен метод конечных разностей.

Ключевые слова: пластина, оболочка, присоединенная масса, метод конечных раз-
ностей, метод Бубнова –Галеркина

Введение

Тонкостенные конструкции имеют широкое применение в различных областях
промышленности, таких как автомобильная, аэрокосмическая, ракетная, машино-
строительная, судостроительная и т. п. Такие конструкции обычно подвергаются
действию интенсивных динамических нагрузок, что обуславливает появление в
них больших циклических напряжений, иногда приводящих к колебательной по-
тере устойчивости, возникновению сложных нестационарных процессов, нежела-
тельных с точки зрения динамической прочности и надежности конструкций [1].
Следует отметить, что колебания всех реальных конструкций, по существу, нели-
нейны. Кроме того, реальные тонкостенные конструкционные элементы характери-
зуются различными включениями типа присоединенной массы [2–8]. В результате
математическое моделирование динамики пластин и оболочек ведет к решению
нелинейных дифференциальных уравнений, которые могут быть решены различ-
ными приближенными методами (Бубнова – Галеркина, Ритца, конечных разностей
и др.).

Настоящая работа посвящена анализу геометрически нелинейных колебаний
тонкостенных оболочек с массой, присоединенной в точке. Для описания пове-
дения оболочки использована математическая модель с применением гипотезы
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недеформируемых нормалей (гипотеза Кирхгофа – Лява). Записана система раз-
решающихся динамических уравнений оболочки с массой, где неизвестными яв-
ляются динамический прогиб и функция напряжения. Задача решена численно-
аналитически. Переход от исходной динамической системы к конечной системе
нелинейных обыкновенных дифференциальных уравнений осуществлен с помо-
щью метода Бубнова – Галеркина. Для решения полученной системы уравнений
применен метод центральных разностей.

Приведены результаты численных расчетов: в задаче о нелинейных колебаниях
шарнирно опертой по всем краям прямоугольной пластины с массой, присоединен-
ной в точке, и в задаче о нелинейных колебаниях шарнирно опертой по торцам
замкнутой круговой цилиндрической оболочки с массой, присоединенной в точ-
ке. В соответствии с граничными условиями прогиб оболочки представлен в виде
двойных тригонометрических рядов. Получены графики зависимостей от времени
прогибов и изгибных форм. Эффект присоединенной массы выражается в появле-
нии качественно новых (по сравнению с незагруженной оболочкой) видов динами-
ческих деформаций, которые являются следствием возбуждения и взаимодействия
различных изгибных форм совокупной упругой колебательной системы оболочка –
масса.

1. Постановка задачи. Метод решения

Рассмотрим задачу о собственных колебаниях тонких оболочек с включениями
типа сосредоточенной массы. Используем гипотезу Кирхгофа – Лява. При выводе
уравнений инерцию поворота массы не учитываем, а силу инерции массы считаем
направленной по нормали к поверхности. Предполагаем также, что в оболочке
отсутствуют упругие волны.

Пусть в некоторой точке к оболочке присоединена масса M , действие которой
на срединную поверхность оболочки заменим сосредоточенной силой. Такую же
силу, представляющую собой реакцию оболочки, считаем приложенной и к массе.

Запишем уравнение движения пологой оболочки и уравнение совместности де-
формации [1]:
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∂y4 – бигармонический оператор Лапласа; x0 , y0 –
координаты точки присоединения массы к оболочке; kx, ky – кривизны оболочки;
δ(x, y) – двумерная δ -функция Дирака; D = Eh3/12(1 − µ2) – цилиндрическая
жесткость оболочки; E – модуль Юнга; µ – коэффициент Пуассона; ρ – плотность
материала оболочки; h – толщина оболочки; w(x, y, t) – функция прогиба.

Система уравнений (1) описывает движение оболочки с массой M , присоеди-
ненной в точке. К ним должны быть добавлены граничные и начальные условия.
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Решения полученной системы нелинейных уравнений будем отыскивать в два
шага, интегрирование по пространственным координатам проведем с помощью ме-
тода Бубнова – Галеркина, а для интегрирования по времени используем метод ко-
нечных разностей.

Запишем систему уравнений (1) в операторном виде, добавив граничные ус-
ловия:

L̃(w, t) = 0, w|Г = 0,

где Г – граница области. После применения метода Бубнова – Галеркина получим
систему обыкновенных дифференциальных уравнений относительно неизвестных
коэффициентов fi(t) :
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где прогиб представлен в виде w̃ =
N
P

i=1

fi(t)φi(x, y) , fi(t) – неизвестные коэффи-

циенты, зависящие от времени t , а φi(x, y) – базисные функции, удовлетворяющие
граничным условиям и условию полноты на бесконечном наборе. Полученную си-
стему уравнений решим с помощью метода центральных разностей [9].

2. Вычислительные эксперименты

2.1. Нелинейные колебания шарнирно опертой пластины. Рассмот-
рим прямоугольную пластину со сторонами a и b , шарнирно опертую по всем
краям. Тогда система уравнений (1), описывающая движение, при kx = 0, ky = 0
примет вид
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Для этого случая граничные условия примут вид
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В соответствии с граничными условиями (3) и линейным решением [1] выберем
функцию прогиба в виде
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Из второго уравнения системы (2), имея в виду (4), найдем выражение для функ-
ции напряжения
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Подставив выражения (4) и (5) в первое уравнение системы (2), применив метод
Бубнова – Галеркина и введя безразмерные величины
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ния продольных упругих волн в материале пластины [1], Mp – масса пластины,
получим
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Здесь αrs
mnpqkj и βrs

mn – коэффициенты интегрирования. Уравнение (6) в матрич-
ном виде можно записать в форме

[B] {ς̈}+ [P ] {ς} = {R} . (7)

Начальные условия примем следующими:

{ς} = {A, 0, 0, ..., 0} , {ς̇} = {0, 0, ..., 0} . (8)

Для решения системы уравнений (7) совместно с (8) воспользуемся методом цен-
тральных разностей [9]. В результате получены следующие результаты при значе-
ниях (см. рис. 1): ρ = 7800 кг/м3 ; µ = 0.3 ; E = 200 ГПа; h = 0.01 м; λ = 1 ;
A = 1.5; ζ , η = 0.25 ; M,N = 4 . На рис. 1 a) – f) изображены график движе-
ния центральной точки пластины ς = w/h и графики зависимостей от времени
переменных ςrs = Wrs/h соответствующих изгибных форм, определенных в цен-
тральной точке пластины. Рис. 1 a) – d) соответствуют случаям M∗ = 0 (пунктир)
и M∗ = 0.2 (сплошная линия), рис. 1 e), f) – случаям M∗ = 0.6 (пунктир) и
M∗ = 0.8 (сплошная линия). Из рисунков видно, что в отличие от линейных коле-
баний для нелинейных при возбуждении только одной из изгибных форм колеба-
ний возбуждаются и другие формы – как в случае незагруженной пластины, так и
с присоединенной массой. Эффект присоединения массы заключается в: 1) умень-
шении частоты колебаний; 2) изменении форм колебаний; 3) возбуждении новых
изгибных форм; 4) увеличении нелинейности колебаний при увеличении массы.
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a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 1. Графики прогибов и движения основных изгибных форм в центре пластины
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2.2. Нелинейные колебания шарнирно опертой замкнутой круговой

цилиндрической оболочки. Рассмотрим задачу о колебании шарнирно опер-
того по торцам замкнутого кругового цилиндра радиуса R и длины l с массой,
присоединенной в точке. В этом случае система уравнений (1), описывающая дви-
жение, при kx = 0, ky = 1/R примет вид
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Для этого случая граничные условия примут вид

w = 0,
∂2w

∂x2
= 0 при x = 0, l. (10)

В соответствии с граничными условиями (10) и линейным решением [1] выберем
функцию прогиба в виде
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Здесь следует отметить, что в разложении по изгибным формам (11) для более
точного описания движения оболочки учтены и сопряженные изгибные формы.

Подставив соотношение (11) во второе уравнение системы (9), найдем выраже-
ние для функции напряжения:
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Введем безразмерные величины
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c2 – квадрат частоты свободных линейных колебаний неза-

груженной оболочки, T1 = p̂крEh/R – значение критического усилия для оболочки,
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разования, Ms – масса оболочки [1]. Подставив (11) и (12) в первое уравнение
системы (9), получим следующую систему уравнений
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где α1,2,3,4rs
mnpqkj , β1,2,3,4rs

mnpqkj и γ1,2,3,4rs
mnpqkj – коэффициенты интегрирования. Систему урав-

нений (13) можно записать в матричном виде

[B] {ς̈}+ [P ] {ς} = {R}

и решить ее методом центральных разностей при начальных условиях

{ς} = {A, 0, 0, ..., 0} , {ς̇} = {0, 0, ..., 0} .

Задача была решена при следующих значениях параметров: ρ = 7800 кг/м3 ;
µ = 0.3 ; E = 200 ГПа; h = 0.01 ; λ1 = 5 ; λ2 = 100 ; A = 3 ; ζ = 0.5 ; η = 0.25 ;
M,N = 2 .

На рис. 2 a) – f) изображены графики зависимости изменения безразмерных
прогибов в центре оболочки (a, d), изменения основных изгибных (b, e) и сопря-
женных форм (c, f) в центре оболочки соответственно. Рис. 2 a) – c) – результаты
для M∗ = 0 (пунктир) и M∗ = 0.2 (сплошная линия). Рис. 2 d) – f) – результаты
для M∗ = 0.6 (пунктир) и M∗ = 0.8 (сплошная линия).

Из этих графиков можно сделать те же выводы, что и для пластины, но с
некоторыми оговорками. Из-за наличия кривизны и замкнутости цилиндрической
оболочки, в отличие от пластины, нелинейность проявляется менее заметно. Также
следует отметить, что при наличии присоединенной массы в колебательный про-
цесс вовлекаются и сопряженные формы (в отличие от незагруженной оболочки,
где они не возбуждаются), тем самым увеличивается густота частотного спектра.
Количество данных частот будет в два раза больше, чем у незагруженной обо-
лочки. Следовательно, при воздействии внешних периодических сил на оболочку
значительно увеличивается вероятность возникновения резонансных режимов.
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a) b)

c) d)

e) f)

Рис. 2. Графики прогибов и движения основных и сопряженных изгибных форм в центре
оболочки
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Заключение

При колебаниях пластин влияние геометрической нелинейности весьма суще-
ственно уже при прогибах, соизмеримых с толщиной, а при увеличении прогиба
нелинейность сказывается все больше. Эффект присоединенной массы (как для
круговой цилиндрической оболочки, так и для пластины) выражается в увеличе-
нии нелинейности характера колебаний, изменении форм колебаний и уменьшении
их частот, причем в случае замкнутой круговой цилиндрической оболочки наблю-
даются также увеличение густоты частотного спектра оболочки и возбуждение
сопряженных форм, что можно рассматривать как неблагоприятный фактор.

Конфликт интересов. Авторы заявляют об отсутствии конфликта интересов.
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Abstract

The problem of vibrations of plates and shells with a mass attached to the point was solved.
A mathematical model was developed based on the hypothesis of nondeformable normals.
The latter was used to derive a system of resolvable dynamic equations for the shell with a mass,
where the unknowns are the dynamic deflection and stress function. The problem was solved
numerically and analytically. In accordance with the boundary conditions, the shell deflection
was expressed as double trigonometric series. The transition from the initial dynamic system
to the solution of the final system of nonlinear ordinary differential equations was achieved by
the Bubnov–Galerkin method. For time integration, the finite difference method was used.

Keywords: plate, shell, attached mass, finite difference method, Bubnov–Galerkin method
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Figure Captions

Fig. 1. Graphs showing the deflections and movement of the main bending modes at the
plate center.

Fig. 2. Graphs showing generalized deflections at the shell center.
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